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РЕФЕРАТ 

 

Пояснювальна записка до кваліфікаційної роботи на тему «Розробка 

методики визначення масово-інерційних характеристик автомобіля, як 

складальної технічної системи» складається із 62 аркуша формату А4, на яких 

містяться 4-ри розділи, _1_ таблицю, 12 рисунків, 26 джерел інформації. 

Об'єктом дослідження є масово-інерційні характеристики автомобіля. 

Предметом дослідження вплив розташування окремих частин автомобіля на 

його масово-інерційні характеристики.  

Мета дослідження – визначення масово-інерційних характеристик 

автомобіля, як технічної системи, що складається з частин. 

Методи дослідження: передбачали комплексний підхід, що включав 

математичне моделювання та розрахунково-теоретичні дослідження. 

Наукова новизна складається: набули подальшого розвитку методики 

визначення масово-інерційні характеристики автомобіля. 

Практичне значення одержаних результатів. Розроблено метод визначення 

масово-інерційні характеристики автомобіля як складальної одиниці. Матеріали 

магістерської роботи впроваджено в НТУ «Дніпровська політехніка» (м. Дніпро) 

при проведенні лекційній та практичних робіт з дисциплін «Теорія 

експлуатаційних властивостей та розрахунків автомобілів» та «Механіка 

автомобіля». 
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ВСТУП 

 

Актуальність. Масово-інерційні характеристики транспортного засобу 

істотно впливають на такі його якісні показники, як стійкість під час руху, розподіл 

навантаження по несучих елементів конструкції, плавність ходу та інші. Ці 

характеристики змінюються по етапах життєвого циклу автомобіля, при його 

модифікаціях кожного конкретного екземпляра. Точне знання положення центра 

мас та інерційних характеристик автомобіля і його основних компонентів 

необхідно на всіх етапах його розробки: від стадії концептуального проектування, 

коли вибирається компоновочна схема автомобіля, до стадії випробувань і 

сертифікації, коли фіксуються значення маси і моменти інерції автомобіля, що 

забезпечують необхідні міцнісні і динамічні характеристики транспортного засобу. 

Однак будь-які зміни в конструкції трансмісії, ходової частини та несучої системи 

автомобіля для досягнення високих експлуатаційних показників часто призводять 

до значної динамічної напруженості транспортного засобу. Визначення 

достовірних значень масово-інерційних характеристик автомобіля є необхідною і 

важливою задачею при вирішенні питань структурної оптимізації автомобіля на 

стадії його проектування або переобладнання. 

Об'єктом дослідження є масово-інерційні характеристики автомобіля. 

Предметом дослідження є вплив розташування окремих частин автомобіля 

на його масово-інерційні характеристики. 

Метою роботи є визначення масово-інерційних характеристик автомобіля, 

як технічної системи, що складається з частин. 

Завдання дослідження:  

1. Проаналізувати засоби визначення масово-інерційних характеристик 

автомобіля. 

2. Розробити методику визначення масово-інерційних характеристик 

автомобіля. 

3. Розробити алгоритм експериментального визначення та розрахунку 

масово-інерційних характеристик автомобіля. 
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Методи дослідження: передбачали комплексний підхід, що включав 

математичне моделювання та розрахунково-теоретичні дослідження. 

Наукова новизна. Набули подальшого розвитку методики визначення 

масово-інерційні характеристики автомобіля. 

Практичне значення одержаних результатів. Розроблено метод 

визначення масово-інерційні характеристики автомобіля як складальної одиниці. 

Матеріали магістерської роботи впроваджено в НТУ «Дніпровська політехніка» (м. 

Дніпро) при проведенні лекційній та практичних робіт з дисциплін «Теорія 

експлуатаційних властивостей та розрахунків автомобілів» та «Механіка 

автомобіля». 
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РОЗДІЛ 1 

АНАЛІЗ ЗАСОБІВ ВИЗНАЧЕННЯ МАСОВО-ІНЕРЦІЙНИХ 

ХАРАКТЕРИСТИК АВТОМОБІЛЯ 

 

1.1. Роль визначення масово-інерційні характеристики автомобіля 

 

Істотний вплив на безпеку автомобіля мають оціночні показники його 

стійкості. В умовах зростання автомобільного парку та підвищення швидкостей 

руху значення показників стійкості у забезпеченні безпеки важко переоцінити. 

Постійне підвищення вимог до транспортних засобів, прагнення покращити їх 

експлуатаційні властивості призводить до необхідності всебічного вивчення 

динаміки автомобіля та розвитку теорії його руху. 

В даний час динамічні процеси, що протікають при русі автомобіля в умовах 

впливу на нього різних обурюючих факторів, в теорії вивчені досить детально. 

Питанням стійкості автомобіля присвячені праці багатьох вітчизняних та 

зарубіжних вчених. Динамічні моделі автомобілів є системи диференціальних 

рівнянь Лагранжа II роду. Для того щоб досягти адекватності моделі реальним 

фізичним зразкам, необхідно правильно визначити параметри динамічної моделі. 

Для моделювання динаміки руху при дослідженні керованості і стійкості 

автомобіля, де характерними режимами його руху є як криволінійний рух по 

заданій траєкторії, так і перехідні режими руху (розгін і гальмування), важливими 

параметрами є його інерційні характеристики. Отже, для підвищення точності 

моделі необхідно якомога точніше визначати не тільки масу і положення центру 

мас, а також осьові моменти інерції вузлів і автомобіля в цілому [1, 2, 3, 4]. 
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1.2. Визначення розташування центру ваги автомобіля 

 

Розташування центру ваги спорядженого автомобіля в більшій мірі залежить 

від його комплектації та компонувальної схеми, тобто від взаємного розташування 

двигуна, трансмісії, рами (кузова), кабіни, вантажної платформи, а навантаженого 

автомобіля – ще й від розміщення та виду вантажу [5, 6]. 

Існують різні методики визначення центру ваги автомобіля. Основою цих 

методик є зважування машини в цілому і її окремих вузлів і агрегатів. 

 

1.2.1. Визначення положення центру ваги шляхом зважування передньої 

і задньої частин машини 

Положення центра ваги автомобіля визначається відстанями по горизонталі 

до передньої і задньої осей (А і В) і висотою над рівнем дороги (Н). 

Відстань центру ваги від передньої і задньої осей визначається за формулами:  

А =
𝐺2
𝐺𝑎
𝐿;

𝐵 =
𝐺1
𝐺𝑎
𝐿,

 

де 𝐺1 – навантаження на передні колеса; 

𝐺2 – навантаження на задні колеса; 

𝐺𝑎 – маса автомобіля; 

𝐿 – колісна база. 

Для визначення висоти центру ваги автомобіль без навантаження 

встановлюється передніми (задніми) колесами на ваги, а задніми (передніми) 

колесами - на підйомні майданчики (рис. 1.1). При горизонтальному положенні 

автомобіля на його крилах робляться мітки над центрами коліс. Всі чотири мітки 

робляться на одному рівні. 

При підйомі майданчиків на деяку висоту δ визначаються: приріст 

навантаження G на колеса, встановлені на вагах, і середні (для лівого і правого 

(1.1) 
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боків) переміщення по вертикалі передньої і задньої частин кузова. Кут нахилу 

кузова визначається по формулі:  

sin 𝛼 =
(𝑧1 − 𝑧2)

𝐿
, 

де 𝑧1 – переміщення по вертикалі передньої частин кузова; 

𝑧2 – переміщення по вертикалі задньої частин кузова. 

 

 

 

Рис. 1.1. Схема визначення висоти центру ваги автомобіля 

 

Висота центра ваги автомобіля визначається за формулою 

𝐻 = 𝑟 +
∆𝐺𝐿

𝐺𝑎 tg 𝛼
, 

де r — середній радіус коліс в деформованому стані для автомобіля без 

навантаження. 

Випробування повторюється три рази при підйомі на різну висоту; кінцевий 

результат визначається як середнє з окремих вимірів. 

Висота центра ваги автомобіля з навантаженням визначається за формулою:  

𝐻гр =
1

𝐺𝑎
гр [𝐺𝑎

нр(𝐻нг − 𝑓) + 75(ℎ1 + ℎ2+. . . ) + 𝐺грℎгр], 

де 𝐻гр — висота центру ваги автомобіля з навантаженням; 

𝐻нг — висота центру ваги автомобіля без навантаження; 

(1.3) 

(1.2) 

(1.4) 
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𝐺𝑎
гр

 — маса автомобіля з навантаженням; 

𝐺𝑎
нр

 — маса автомобіля без навантаження; 

f — осідання центру ваги кузова через деформацію ресор і шин; 

h1, h2, ... — висота центрів тяжіння пасажирів; 

ℎгр — висота центра ваги вантажу; 

𝐺гр — маса вантажу. 

Осідання центру ваги кузова f визначається за формулою:  

𝑓 =
𝐵нг𝑓1 + 𝐴

нг𝑓1
𝐿

, 

де f1 — сумарна осадка передніх ресор і шин під навантаженням; 

f2 — сумарна осадка задніх ресор і шин під навантаженням; 

Aнг, Внг — координати центру ваги автомобіля без навантаження. 

Положення центра ваги підресорених мас визначається відстанями по 

горизонталі до передньої і задньої осей (а, b) і висотою над рівнем дороги (Нк) за 

формулами:  

𝑎 =
𝐺2 − 𝐺н2
𝐺к

𝐿; 

𝑏 =
𝐺1 − 𝐺н1
𝐺к

𝐿; 

𝐻к = 𝑟 +
(𝐻 − 𝑟)𝐺𝑎

𝐺к
 

Розрахунок проводиться для автомобіля без навантаження і з повним 

навантаженням, для чого в формули підставляються всі величини, знайдені для 

ненавантаженого і навантаженого автомобіля [7].  

 

 

 

 

 

(1.5) 

(1.6) 
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1.2.2. Визначення положення центру ваги за допомогою  

платформних ваг 

Визначення центру ваги автомобіля з використанням платформних ваг 

дозволяє визначити координати центру ваги в горизонтальній площині – по осі Ох 

і по осі Оу, і вертикальної координати центру ваги – по осі Оz. 

Платформні ваги повинні мати рівень однаковий з поверхнею, на якій стоїть 

автомобіль, і мати лебідку (лебідки) для накочування автомобіля на платформу ваг 

і відкату з неї. 

В цьому випадку автомобіль одним бортом наїжджає на платформу ваг,  

а іншим – на спеціальну підйомну платформу, встановлену поруч з платформою 

ваг. За допомогою підйомної платформи корпусу автомобіля надається поперечний 

ухил в межах 15°...20°. Визначивши попередніми зважуванням масу автомобіля, а 

також масу, що припадає на один борт в горизонтальному і похилому положеннях 

корпусу, обчислюється координата центру ваги автомобіля. 

Цей спосіб вимагає наявності ваг великих розмірів і вантажопідйомності. 

Крім того, досить складною є конструкція підйомної платформи. 

Для визначення поздовжньої координати центра ваги лебідкою накочують 

автомобіль на платформу ваг, послідовно встановлюючи автомобіль так, щоб у 

вертикальній площині, що проходить через передній край платформи, перебувала 

середина між двома сусідніми колесами. У цьому положенні роблять зважування. 

Потім лебідкою накочують автомобіль так, щоб на терезах встановилося наступне 

колесо. Знову проводиться зважування. Операції виконуються до тих пір, поки 

автомобіль повністю встане на ваги. 

Зважування виконується 3 рази, і обчислюють середнє значення (при 

великому розкиді результатів зважування, воно виконується 6 раз) [8]. 
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1.2. Визначення моментів інерції автомобіля 

 

Для розрахунку обертання автомобіля в площині необхідно знати його 

момент інерції щодо вертикальної осі, що проходить через центр ваги. В 

автомобільних довідниках, як правило, немає величини моментів інерції. Тому 

частіш за все момент інерції розраховують спрощено, як для плити тих же 

габаритних розмірів. 

Момент інерції – це фізична величина, що є мірою інертності тіла в 

обертальному русі навколо осі. Момент інерції подібний масі тіла, яка теж є мірою 

його інертності, але в поступальному русі. Момент інерції характеризується 

розподілом мас у тілі. Він дорівнює сумі добутків елементарних мас, що складають 

тіло, на квадрат їх відстаней до осі обертання [9]. 

Якщо масу автомобіля досить просто розрахувати, знаючи маси всіх його 

деталей, або виміряти на вагах, то розрахуватися моменту інерції автомобіля 

набагато складніше через складної геометричної форми його деталей. 

Реальне транспортний засіб – це не однорідна плита. Воно має такі 

концентровані маси, як, наприклад, двигун, трансмісія, елементи підвіски. Тому 

фактичний момент інерції автомобіля завжди менше моменту інерції однорідної 

плити тих же геометричних розмірів і маси. 

Момент інерції підресорених мас щодо поперечної осі, що проходить через 

центр ваги підресорених мас Iу. Визначається методом прокачування автомобіля. 

Кузов автомобіля без безпружніх мас встановлюється на рамі, яка може гойдатися 

щодо осі підвісу, паралельної поперечної осі автомобіля (рис. 1.2а). 

При випробуваннях визначаються: 

 відстань від центра ваги рами з встановленим на ній кузовом до осі 

підвісу; 

 період коливань рами з встановленим на ній кузовом; 

 центр ваги і момент інерції рами. 
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Відстань центра ваги рами з встановленим на ній кузовом від осі підвісу 

визначається кутом нахилу рами з кузовом від дії додаткового вантажу (рис. 1.2б) 

і підраховується за формулою: 

 

𝑅1 =
𝑄 𝛼1

(𝐺к + 𝐺0) sin 𝛽1
, 

 

де R1 — відстань від центра ваги рами з встановленим на ній кузовом до осі 

підвісу; 

Gк — маса підресорених частин автомобіля; 

G0 — маса рами, що хитається; 

𝑄  — додатковий вантаж; 

𝛽1 — кут нахилу рами з кузовом під дією додаткового вантажу; 

𝛼1 — плече докладання додаткового вантажу. 

 

Випробування проводиться двічі (при підвішуванні вантажу до передньої і 

задньої частин автомобіля) і визначається середнє з двох вимірів. 

Для визначення періоду коливань рами з встановленим на ній кузовом 

повідомляються коливання з амплітудою в 1-2 °. Для обчислення періоду коливань 

визначається за секундоміром тривалість не менше 10 повних коливань. Момент 

інерції рами з кузовом щодо осі підвісу обчислюється за формулою:  

 

𝐼𝑦1 =
𝑇1
2

4𝜋2
(𝐺к + 𝐺0)𝑅1, 

 

де 𝐼𝑦1 — момент інерції рами з кузовом щодо осі підвісу; 

Т1 — період хитань рами з кузовом. 

 

 

 

(1.7) 

(1.8) 
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Рис. 1.2. Схема визначення моменту інерції підресорених мас відносна поперечної 

осі, що проходить через центр ваги підресорених мас 

 

1. Маса додаткового вантажу вибирається з таким розрахунком, щоб кут 

нахилу рами досягав 5-6°. 

2. При від'єднанні непідресорених частин необхідно компенсувати 

зменшення маси, яке відбудеться при знятті тих деталей, половина маси яких 

входить в підресорену масу. 

3. У масу рами G0 входить маса всіх деталей стенда, що беруть участь в 

коливальному русі. 

Після зняття кузова зі стенду за тією ж методикою визначаються положення 

центра ваги і момент інерції рами [10, 11]. 

Відстань центра ваги підресореною маси автомобіля від осі підвісу 

визначається за формулою:  

𝑅 = 𝑅1 +
𝐺0
𝐺к
(𝑅1 − 𝑅0), 

де R — відстань центра ваги підресореною маси автомобіля від осі підвісу; 

R0 — відстань центра ваги рами від осі підвісу. 

Момент інерції підресореною маси щодо поперечної осі, що проходить через 

центр ваги підресореною маси, визначається за формулою:  

(1.9) 
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𝐼𝑦 = 𝐼𝑦1 − 𝐼𝑦0 −
𝐺к
𝑔
𝑅2, 

де 𝐼𝑦1 — момент інерції підресореною маси щодо поперечної осі, що 

проходить через центр ваги підресореною маси; 

𝐼𝑦0— момент інерції рами щодо осі підвісу. 

Дослідне визначення моментів інерції засноване на описі того чи іншого виду 

обертального руху системи. Аналіз раніше проведених наукових праць показав, що 

нині спостерігається новий тренд у сфері визначення моментів інерції автомобілів. 

Відразу в кількох роботах [12,13,14] автори не прагнуть визначати масу та момент 

інерції транспортних засобів щодо вертикальної осі на стенді. Оскільки ці 

параметри варіюються залежно від завантаження транспортного засобу, їхнє 

значення в алгоритмах адаптивних систем допомоги водієві буде явно помилковим. 

Тому в перерахованих роботах аналізується можливість визначення цього моменту 

на машині, що рухається, з метою представлення його змінною величиною в 

алгоритмах управління. Недоліком цього підходу є використання у обчисленнях 

велосипедної моделі руху автомобіля. Ця модель має кілька припущень, таких як 

уявлення автомобіля і його коліс абсолютно жорсткими, відсутність нахилу 

автомобіля при повороті і відсутність відмінності між зчепленням правих і лівих 

коліс з дорогою. Ці припущення можуть серйозно вплинути на точність обчислення 

моменту інерції автомобіля щодо вертикальної осі. Для підвищення точності 

визначення моменту інерції у такий спосіб необхідно оцінювати та порівнювати 

отримані результати з аналогічними результатами, отриманими на лабораторному 

стенді. Крім того, зазначений підхід не дозволяє визначати моменти інерції щодо 

поздовжньої та поперечної осей автомобіля. 

Серед існуючих конструкцій стендів та методів обчислення є багато 

ефективних розробок. Найбільш універсальними є оригінальний метод та 

експериментальна установка, представлені в роботі [15]. Для обчислення моментів 

інерції жорсткому тілу (у цій статті це двигун внутрішнього згоряння) послідовно 

в декількох точках через динамометр повідомляється збуджуюча сила і при цьому 

(1.10) 
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вимірюються прискорення. Далі невідомі елементи матриці мас апроксимуються 

методом найменших квадратів. Для цього авторами було розроблено спеціальну 

програму. Щоб уникнути небажаних ефектів від високочастотних режимів 

коливань області жорсткого тіла, де вимірюється передатна функція, 

використовувався модальний метод апроксимації кривої. Авторами було отримано 

гарне узгодження отриманих результатів із раніше відомими. Мінусом цього 

підходу є неможливість його застосування для тіл із суттєво неоднорідною 

жорсткістю. Зокрема, при випробуванні цим методом комерційного автомобіля 

точкове збудження викликає локальну деформацію області його застосування, а не 

коливання об'єкта як жорсткого тіла. 

Відомі експериментальні установки для визначення моментів інерції за 

допомогою трифілярного [16] та біфілярного [17] підвісу. У цих роботах об'єктами 

вимірювань виступають масштабні моделі, що значно поступаються своїм 

оригіналам за габаритами та масою. Тому виготовлення стенду подібної 

конструкції для аналізу коливань повномасштабного автомобіля передбачає 

наявність спеціально обладнаної будівлі або лабораторії, які витримають 

підвішування такого масивного транспортного засобу. 

Застосування методу коливань вимірювання моментів інерції знайшло свій 

відбиток у роботах [18,19,20,21,22]. Стенд, представлений у роботі [19], має просту 

та ефективну конструкцію, але дозволяє визначати лише один момент інерції щодо 

вертикальної осі автомобіля. У статті [20] використовується мінімальний набір 

вимірювального обладнання та відсутній стаціонарний стенд або платформа для 

фіксації автомобіля. Це знижує вартість проведення випробувань, але похибка 

переустановки об'єкта вимірювання може сильно вплинути на точність отриманих 

результатів. Стенд з патенту [22] є маятником. Платформа з автомобілем, що 

закріплена на маятнику, може повертатися. Тому можливе визначення моментів 

інерції щодо трьох взаємно ортогональних осей автомобіля. При випробуваннях 

автомобіля довжина та ширина стенду дорівнюватимуть довжині об'єкта 

дослідження. Стенд з опису авторського свідоцтва [21] має менші габарити, але 

його платформа може здійснювати коливання тільки щодо поперечної та 
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поздовжньої осей автомобіля. Використовуючи такий стенд, неможливо визначити 

момент інерції щодо вертикальної осі. 

 

Висновки за розділом 1 

 

Проаналізовано існуючи методики визначення масово-інерційних 

характеристик автомобіля. Існує низка технічних рішень задачі визначення центру 

ваги та моментів інерції автомобіля, але немає достатньо універсального і простого 

способу, який давав би вичерпну інформацію про стан масово-інерційних 

характеристик і при цьому не збільшував би номенклатуру виробничого 

обладнання для її отримання. 
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РОЗДІЛ 2 

МАТЕМАТИЧНЕ МОДЕЛЮВАННЯ ЗАДНЬОЇ ПІДВІСКИ 

ГІБРИДИЗОВАНОГО АВТОМОБІЛЯ 

 

Зазвичай, розрахунок параметрів підвіски автомобіля роблять виходячи з 

забезпечення необхідних норм плавності ходу для вертикальних коливань кузова. 

Проте норми плавності ходу також передбачають обмеження поперечних і 

поздовжніх прискорень. Збільшення жорсткості підвіски автомобіля призводить до 

росту поперечних прискорень кузова, і як наслідок, до зниження плавності ходу. 

Таким чином, при розрахунку параметрів підвіски автомобіля потрібно 

враховувати не лише вертикальні коливання, а і поперечно-кутові коливання 

підресореної маси. 

 

 

Рис. 2.1. Розрахункова схема задньої підвіски гібридизованого автомобіля 

 

На рис. 2.1 прийняті такі позначення: 

𝑚1 – підресорена маса; 

𝑚2 – непідресорена маса; 

𝐶𝑝, 𝐶ш – коефіцієнти жорсткості ресори та шини відповідно; 
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𝜇𝑎,  𝜇ш – коефіцієнти дисипації амортизатора та шини відповідно; 

𝜙1, 𝜙2 – кути поворотів підресореної і непідресореної мас відносно центрів 

маси відповідно; 

𝑧1 – вертикальні переміщення підресореної маси; 

𝑧2 – вертикальні переміщення непідресореної маси; 

𝑧31,  𝑧32 – висоти профілю дороги під лівим і правим колесами відповідно; 

𝑙1 – відстань між стояками; 

𝑙2 – колія (відстань між колесами). 

 

Для опису руху задньої підвіски гібридизованого автомобіля (мається на 

увазі вертикальні та поперечно-кутові коливання системи) використаємо рівняння 

Лагранжа:  

 

𝑑

𝑑𝑡
(
𝜕𝑊к
𝜕𝜉𝑖

) −
𝜕𝑊к
𝜕𝜉𝑖

+
𝜕𝑊п
𝜕𝜉𝑖

+
𝜕Ф

𝜕𝜉𝑖
= 𝑄𝑖 , 

 

де 𝑊к, 𝑊п – кінетична і потенційна енергії відповідно; 

Ф – дисипативна функція; 

𝜉𝑖 – узагальнені координати; 

𝑄𝑖 – узагальнена сила, що відповідає 𝑖 -й узагальненій координаті. 

 

Необхідні складові рівнянь вертикальних та поперечно-кутових коливань 

системи отримаємо з виразів (2.2-2.4): 

- кінетична енергія 

 

𝑊к =
𝑚1�̇�1

2

2
+
𝑚2�̇�2

2

2
+
𝐼1�̇�1

2

2
+
𝐼2�̇�2

2

2
; 

 

 

 

(2.1) 

(2.2) 
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- потенційна енергія 

𝑊п =
С𝑝 (𝑧1 − 𝑧2 +

𝑙1
2
𝜙1 −

𝑙2
2
𝜙2)

2

2
+
С𝑝 (𝑧1 − 𝑧2 −

𝑙1
2
𝜙1 +

𝑙2
2
𝜙2)

2

2

+
Сш (𝑧2 − 𝑧31 +

𝑙2
2
𝜙2)

2

2
+
Сш (𝑧2 − 𝑧32 −

𝑙2
2
𝜙2)

2

2
; 

 

- дисипативна функція 

 

Ф =
𝜇𝑎 (�̇�1 − �̇�2 +

𝑙1
2
�̇�1 −

𝑙2
2
�̇�2)

2

2
+
𝜇𝑎 (�̇�1 − �̇�2 −

𝑙1
2
�̇�1 +

𝑙2
2
�̇�2)

2

2

+
𝜇ш (�̇�2 +

𝑙2
2
�̇�2)

2

2
+
𝜇ш (�̇�2 −

𝑙2
2
�̇�2)

2

2
. 

 

Диференціюючи вирази (2.2-2.4) за змінними 𝑧1,  𝑧2,  𝜙1 та 𝜙2 і підставляючи 

отримані похідні в рівняння (2.1) отримаємо систему диференціальних 

рівнянь (2.5), що описують рух задньої підвіски гібридизованого автомобіля. 

 

𝑚1�̈�1 + 2𝐶𝑝(𝑧1 − 𝑧2) + 2𝜇𝑎(�̇�1 − �̇�2) = 0;

𝑚2�̈�2 + 𝐶ш(𝑧2 − 𝑧31) + 𝐶ш(𝑧2 − 𝑧32) + 2𝜇ш�̇�2 =
= 2𝐶𝑝(𝑧1 − 𝑧2) + 2𝜇𝑎(�̇�1 − �̇�2);

𝐼1�̈�1 + 𝐶𝑝
𝑙1
2
(𝜙1𝑙1 − 𝜙2𝑙2) + 𝜇𝑎

𝑙1
2
(�̇�1𝑙1 − �̇�2𝑙2) = 0;

𝐼2�̈�2 + 𝐶ш
𝑙2
2𝜙2
2

+ 𝜇ш
𝑙2
2�̇�2
2

= 𝐶𝑝
𝑙2
2
(𝜙1𝑙1 − 𝜙2𝑙2) + 𝜇𝑎

𝑙2
2
(�̇�1𝑙1 − �̇�2𝑙2).}

 
 
 

 
 
 

 

 

В результаті проведеного чисельного експерименту (Додаток А) отримано 

залежності вертикальних переміщень і поперечних кутів повороту підресорених і 

непідресорених частин автомобіля. 

(2.3) 

(2.4) 

(2.5) 
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Рис. 2.2. Залежність вертикального переміщення від часу 

 

 

Рис. 2.3. Залежність вертикального переміщення від часу 
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Рис. 2.4. Залежність вертикальної швидкості від часу 

 

 

Рис. 2.5. Залежність вертикального прискорення від часу 
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Рис. 2.6. Залежність кута повороту від часу 

 

 

 

Рис. 2.7. Залежність кутової швидкості від часу 
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Рис. 2.8. Залежність кутового прискорення від часу 

 

Висновки за розділом 2 

 

Розроблена математична модель дозволяє чисельно визначити раціональні 

параметри залежної, або навпілзалежної підвісок гібридизованого автомобілів, але 

для цього необхідно знати якомога точніші значення масово-інерційних 

характеристик елементів підвіски конкретного автомобіля. 
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РОЗДІЛ 3 

МЕТОДИКА ВИЗНАЧЕННЯ МАСОВО-ІНЕРЦІЙНИХ ХАРАКТЕРИСТИК 

АВТОМОБІЛЯ 

 

Для визначення моментів інерції щодо поздовжньої x і поперечної y осей 

використовуємо метод фізичного маятника за допомогою установки (рис. 3.1), яка 

складається з осі підвісу 1, платформи 2 масою mп, розташованої на відстані hп від 

осі підвісу. Відхиливши платформу навколо підвісу на кут 4-8֠, виведемо її з 

рівноваги і відпустимо без початкової швидкості. Вимірявши секундоміром 

тривалість 50-100 коливань, обчислимо період одного повного коливання та 

визначимо момент інерції платформи щодо осі підвісу за формулою (3.1) 

𝐽п =
𝑇п
2

4𝜋2
𝑚п𝑔ℎп, 

де 𝑇п  - період коливань платформи;  

𝑚п – маса платформи; 

ℎп – відстані від осі підвісу до центру мас платформи. 

 

 

Рис.3.1. Схема пристрою визначення моменту інерції  

методом фізичного маятника 

(3.1) 

h
п

 h
в
 

mп mв 
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Встановлюємо вузол на платформу так, щоб поздовжня або поперечна вісь 

була паралельна до осі підвісу. Відстань від центру мас системи платформи з 

вузлом обчислимо за такою формулою (3.2).  

 

ℎ2 =
ℎп𝑚п + ℎв𝑚в

𝑚п +𝑚в
, 

де 𝑚в – маса вузла; 

ℎв – відстані від осі підвісу до центру мас вузла. 

 

Вимірявши період коливань Т2 системи, визначимо її момент інерції за такою 

формулою (3.3).  

𝐽2 =
𝑇2
2

4𝜋2
(𝑚п +𝑚в)𝑔ℎ2, 

де 𝑇2  - період коливань системи платформи з вузлом. 

 

По теоремі Ейлера отримаємо рівняння (3.4) для розрахунку моменту інерції 

вузла.  

𝐽в = 𝐽2 − 𝐽п −𝑚(ℎ2
2 − ℎв

2). 

 

Для визначення моменту інерції щодо вертикальної осі z доцільно 

застосувати метод крутильних коливань за допомогою циліндричного 

мультифіляра. Установка (рис. 3.2) складається з платформи 2, встановленої на 

ниткових підвісах 5 довжиною l по колу радіусом r. Знизу до платформи в 

центральній частині на осі закріплені два стрижні 4 з рухомими вантажами m, які 

можна закріпити настановними гвинтами в будь-якому місці і визначити їхнє 

положення за метричною шкалою.  

 

(3.2) 

(3.3) 

(3.4) 
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Рис.3.2. Схема пристрою визначення моменту інерції  

методом крутильних коливань 

 

Для центрування платформи у вертикальному положенні її центрі 

перпендикулярно встановлена стрілка. Якщо центр мас платформи лежить на 

вертикальній осі установки, стрілка знаходиться на одній вертикалі з нерухомою 

стрілкою. Перед досвідом прилад центрують повертаючи стрижні, а якщо 

необхідно, то і переміщуючи вантажі, доки осі стрілок не співпадуть. 

Встановлюємо стандарт з певним моментом інерції на платформу. Якщо центр мас 

лежить на центральній осі платформи, то положення стрілки залишиться 

постійним, а якщо зміщеним, то центр мас платформа + зразок не може бути на осі 

приладу і стрілка йде вбік. Щоб не переміщаючи стандарт на майданчику привести 

систему до осі приладу, необхідно змінити положення центру мас, повертаючи 

стрижні до збігу осей стрілок. Аналогічні дії проводять під час встановлення вузла 

на платформу. 

h
п

 

mп mз 

h
з 
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Методика визначення моменту інерції полягає у послідовному вимірі 

періодів коливань платформи Т1 пристрою, платформи та еталона Т2, платформи та 

вузла Т3. Відповідні моменти інерції обчислюємо за формулами:  

 

𝐽п =
𝑇1
2

4𝜋2
𝑟2

𝑙
𝑚п𝑔, 

𝐽п + 𝐽е =
𝑇2
2

4𝜋2
𝑟2

𝑙
𝑚пе𝑔, 

𝐽п + 𝐽в =
𝑇3
2

4𝜋2
𝑟2

𝑙
𝑚пв𝑔, 

 

Момент інерції платформи  

𝐽п = 𝐽е
𝑇1
2

𝑇2
2 − 𝑇1

2, 

 

Момент інерції вузла через еталон 

𝐽в = 𝐽е
𝑇3
2 − 𝑇1

2

𝑇2
2 − 𝑇1

2, 

 

Момент інерції вузла через інерцію платформи 

𝐽в = 𝐽п (
𝑇3
2

𝑇1
2 − 1). 

 

Висновки за розділом 3 

 

Розроблена методика визначення масово-інерційних характеристик 

автомобіля як складальної технічної системи. 

  

(3.5) 

(3.6) 

(3.7) 

(3.8) 
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РОЗДІЛ 4 

АЛГОРИТМ РОЗРАХУНКУ МАСОВО-ІНЕРЦІЙНИХ ХАРАКТЕРИСТИК 

АВТОМОБІЛЯ 

 

4.1. Алгоритм експериментального визначення інерційних 

характеристик транспортних засобів 

 

Тензор інерції визначається шістьма складовими, тому необхідно провести 

шість дослідів. 

Побудуємо прямокутну систему координат хОуz і проведемо шість осей, що 

проходять через початок координат і складають з координатними осями кути α1, β1, 

γ1, α2, β2, …, γ6. Визначивши будь-якими з існуючих експериментальних методів 

моменти інерції випробуваного тіла щодо цих осей, відкладемо вздовж кожної з 

них у довільному масштабі відрізок 
1

√𝐽
 , де J — момент інерції тіла щодо осі. 

Координати кінців відрізків матимуть такі вирази:  

𝑥1 =
1

√𝐽1
cos 𝛼1 , 𝑦1 =

1

√𝐽1
cos 𝛽1 , 𝑧1 =

1

√𝐽1
cos 𝛾1 

𝑥2 =
1

√𝐽2
cos 𝛼2 , 𝑦2 =

1

√𝐽2
cos 𝛽2 , 𝑧2 =

1

√𝐽2
cos 𝛾2 

𝑥3 =
1

√𝐽3
cos 𝛼3 , 𝑦3 =

1

√𝐽3
cos 𝛽3 , 𝑧3 =

1

√𝐽3
cos 𝛾3 

𝑥4 =
1

√𝐽4
cos 𝛼4 , 𝑦4 =

1

√𝐽4
cos 𝛽4 , 𝑧4 =

1

√𝐽4
cos 𝛾4 

𝑥5 =
1

√𝐽5
cos 𝛼5 , 𝑦5 =

1

√𝐽5
cos 𝛽5 , 𝑧5 =

1

√𝐽5
cos 𝛾5 

𝑥6 =
1

√𝐽6
cos 𝛼6 , 𝑦6 =

1

√𝐽6
cos 𝛽6 , 𝑧6 =

1

√𝐽6
cos 𝛾6. 

 

Кінці цих відрізків розташуються на поверхні, що називається еліпсоїдом 

інерції та визначається рівнянням:  

(4.1) 
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𝐽𝑥𝑥
2 + 𝐽𝑦𝑦

2 + 𝐽𝑧𝑧
2 − 2𝐽𝑦𝑧𝑦𝑧 − 2𝐽𝑧𝑥𝑧𝑥 − 2𝐽𝑥𝑦𝑥𝑦 = 1, 

 

де x, y і z – поточні координати; 

𝐽𝑥, 𝐽𝑦 , 𝐽𝑧 – моменти інерції тіла щодо координатних осей; 

𝐽𝑦𝑧, 𝐽𝑧𝑥, 𝐽𝑥𝑦 – відцентрові моменти інерції тіла щодо координатних осей. 

 

𝐽𝑥 =∑𝑚(𝑦2 + 𝑧2), 

𝐽𝑦 =∑𝑚(𝑧2 + 𝑥2), 

𝐽𝑧 =∑𝑚(𝑥2 + 𝑦2), 

 

𝐽𝑦𝑧 =∑𝑚𝑦𝑧, 

𝐽𝑧𝑥 =∑𝑚𝑧𝑥, 

𝐽𝑥𝑦 =∑𝑚𝑥𝑦. 

 

Якщо замість поточних координат x, y, і z підставимо в рівняння еліпсоїда 

послідовно координати кожної з шести точок, що на ньому лежать, то рівняння це 

буде задоволене і в результаті отримаємо шість рівнянь:  

 

𝐽𝑥𝑥1
2 + 𝐽𝑦𝑦1

2 + 𝐽𝑧𝑧1
2 − 2𝐽𝑦𝑧𝑦1𝑧1 − 2𝐽𝑧𝑥𝑧1𝑥1 − 2𝐽𝑥𝑦𝑥1𝑦1 = 1, 

𝐽𝑥𝑥2
2 + 𝐽𝑦𝑦2

2 + 𝐽𝑧𝑧2
2 − 2𝐽𝑦𝑧𝑦2𝑧2 − 2𝐽𝑧𝑥𝑧2𝑥2 − 2𝐽𝑥𝑦𝑥2𝑦2 = 1, 

𝐽𝑥𝑥3
2 + 𝐽𝑦𝑦3

2 + 𝐽𝑧𝑧3
2 − 2𝐽𝑦𝑧𝑦3𝑧3 − 2𝐽𝑧𝑥𝑧3𝑥3 − 2𝐽𝑥𝑦𝑥3𝑦3 = 1, 

𝐽𝑥𝑥4
2 + 𝐽𝑦𝑦4

2 + 𝐽𝑧𝑧4
2 − 2𝐽𝑦𝑧𝑦4𝑧4 − 2𝐽𝑧𝑥𝑧4𝑥4 − 2𝐽𝑥𝑦𝑥4𝑦4 = 1, 

𝐽𝑥𝑥5
2 + 𝐽𝑦𝑦5

2 + 𝐽𝑧𝑧5
2 − 2𝐽𝑦𝑧𝑦5𝑧5 − 2𝐽𝑧𝑥𝑧5𝑥5 − 2𝐽𝑥𝑦𝑥5𝑦5 = 1, 

𝐽𝑥𝑥6
2 + 𝐽𝑦𝑦6

2 + 𝐽𝑧𝑧6
2 − 2𝐽𝑦𝑧𝑦6𝑧6 − 2𝐽𝑧𝑥𝑧6𝑥6 − 2𝐽𝑥𝑦𝑥6𝑦6 = 1. 

 

(4.2) 

(4.3) 

(4.4) 

(4.5) 
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Система шести лінійних рівнянь із шістьма невідомими 𝐽𝑥, 𝐽𝑦, 𝐽𝑧, 𝐽𝑦𝑧, 𝐽𝑧𝑥, 𝐽𝑥𝑦 

має наступне рішення:  

𝐽𝑥 =
𝐷1
𝐷
,     𝐽𝑦 =

𝐷2
𝐷
,     𝐽𝑧 =

𝐷3
𝐷

 

𝐽𝑦𝑧 =
𝐷4
𝐷
,     𝐽𝑧𝑥 =

𝐷5
𝐷
,     𝐽𝑥𝑦 =

𝐷6
𝐷
, 

де D – визначник, складений з коефіцієнтів при невідомих:  

 

𝐷 = |

𝑥1
2 𝑦1

2 𝑧1
2

𝑥2
2 𝑦2

2 𝑧2
2

−2𝑦1𝑧1 −2𝑧1𝑥1 −2𝑥1𝑦1
−2𝑦2𝑧2 −2𝑧2𝑥2 −2𝑥2𝑦2

… … …
𝑥6
2 𝑦6

2 𝑧6
2

… … …
−2𝑦6𝑧6 −2𝑧6𝑥6 −2𝑥6𝑦6

| 

 

𝐷𝑘 – детермінант, що отримується при заміні елементів k-го стовпця 

визначника D правими частинами рівнянь, у цьому випадку одиницями. 

Таким чином:  

𝐷1 = |

1 𝑦1
2 𝑧1

2

1 𝑦2
2 𝑧2

2

−2𝑦1𝑧1 −2𝑧1𝑥1 −2𝑥1𝑦1
−2𝑦2𝑧2 −2𝑧2𝑥2 −2𝑥2𝑦2

… … …
1 𝑦6

2 𝑧6
2

… … …
−2𝑦6𝑧6 −2𝑧6𝑥6 −2𝑥6𝑦6

| 

𝐷6 = |

𝑥1
2 𝑦1

2 𝑧1
2

𝑥2
2 𝑦2

2 𝑧2
2

−2𝑦1𝑧1 −2𝑧1𝑥1 1
−2𝑦2𝑧2 −2𝑧2𝑥2 1

… … …
𝑥6
2 𝑦6

2 𝑧6
2

… … …
−2𝑦6𝑧6 −2𝑧6𝑥6 1

| 

 

Отже, всі складові тензора інерції (𝐽𝑥, 𝐽𝑦, 𝐽𝑧, 𝐽𝑦𝑧, 𝐽𝑧𝑥, 𝐽𝑥𝑦) можуть бути 

визначені за шістьма спостереженнями. Знаючи складові тензора інерції, складемо 

так зване вікове рівняння:  

|

𝐽𝑥 − 𝐽гл 𝐽𝑥𝑦 𝐽𝑧𝑥
𝐽𝑥𝑦 𝐽𝑦 − 𝐽гл 𝐽𝑦𝑧
𝐽𝑧𝑥 𝐽𝑦𝑧 𝐽𝑧 − 𝐽гл

| = 0, 

з якого і визначимо три головні моменти інерції𝐽гл1, 𝐽гл2, 𝐽гл3. Головні напрямки 

знайдемо з рівнянь:  

 

(4.6) 

(4.7) 

(4.8) 

(4.9) 
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(𝐽𝑥 − 𝐽гл𝑘) cos 𝛼гл𝑘 − 𝐽𝑥𝑦 cos𝛽гл𝑘 − 𝐽𝑧𝑥 cos 𝛾гл𝑘 = 0, 

−𝐽𝑥𝑦 cos 𝛼гл𝑘 + (𝐽𝑦 − 𝐽гл𝑘) cos 𝛽гл𝑘 − 𝐽𝑦𝑧 cos 𝛾гл𝑘 = 0, 

−𝐽𝑧𝑥 cos 𝛼гл𝑘 − 𝐽𝑦𝑧 cos 𝛽гл𝑘 + (𝐽𝑧 − 𝐽гл𝑘) cos 𝛾гл𝑘 = 0. 

 

Підставляючи замість k послідовно 1, 2 і 3, обчислимо дев'ять напрямних 

косинусів cos 𝛼гл1 , … , cos 𝛾гл3, визначальних три основних напрями. 

Щоб спростити методику, викладену вище, визначимо моменти інерції тіла 

щодо осей, спрямованих по осях координат і бісектрис кутів, утворених 

позитивними напрямками осей координат. Причому координатні осі можна 

спрямовувати довільно, але так, щоб система була прямокутною. Підрахуємо 

значення напрямних косинусів всіх осей і складемо таблицю (табл. 4.1). 

 

Значення напрямних косинусів всіх осей 

Таблиця 4.1 

Ось 

координат 

Номер осі, щодо якої виміряно момент інерції 

1 2 3 4 5 6 

x 1 0 0 0 
√2

2
 

√2

2
 

y 0 1 0 
√2

2
 0 

√2

2
 

z 0 0 1 
√2

2
 

√2

2
 0 

 

Тоді координати кінців відкладених відрізків рівні 

 

 

 

 

(4.10) 
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𝑥1 =
1

√𝐽1
 𝑦1 = 0 𝑧1 = 0 

𝑥2 = 0 𝑦2 =
1

√𝐽2
 𝑧2 = 0 

𝑥3 = 0 𝑦3 = 0 𝑧3 =
1

√𝐽3
 

𝑥4 = 0 𝑦4 =
1

√2𝐽4
 𝑧4 =

1

√2𝐽4
 

𝑥5 =
1

√2𝐽5
 𝑦5 = 0 𝑧5 =

1

√2𝐽5
 

𝑥6 =
1

√2𝐽6
 𝑦6 =

1

√2𝐽6
 𝑧6 = 0 

 

При вибраному напрямку осей𝐽𝑥, 𝐽𝑦 и 𝐽𝑧 визначаються безпосередньо із 

спостережень:  

𝐽1 = 𝐽𝑥, 

𝐽2 = 𝐽𝑦 , 

𝐽3 = 𝐽𝑧. 

 

Тому обчислимо відцентрові моменти інерції. Знаменник D, загальний для 

всім рівностей, після підстановки значень x1, y1, …, z6 набуває вигляду:  

𝐷 =

|

|

|

|

1

𝐽1
0 0 0 0 0

0
1

𝐽2
0 0 0 0

0 0
1

𝐽3
0 0 0

0
1

2𝐽4

1

2𝐽4
−
1

𝐽4
0 0

1

2𝐽5
0

1

2𝐽5
0 −

1

𝐽5
0

1

2𝐽6

1

2𝐽6
0 0 0 −

1

𝐽6

|

|

|

|

 

(4.11) 

(4.12) 

(4.13) 
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Всі елементи, що складаються по один бік головної діагоналі визначника, 

дорівнюють нулю, тому визначник дорівнює добутку елементів, що стоять на 

головній діагоналі:  

𝐷 = −
1

𝐽1𝐽2𝐽3𝐽4𝐽5𝐽6
. 

 

Визначник D5, необхідний для обчислення відцентрового моменту інерції 𝐽𝑥𝑦, 

набуває вигляду:  

𝐷5 =

|

|

|

|

1

𝐽1
0 0 0 1 0

0
1

𝐽2
0 0 1 0

0 0
1

𝐽3
0 1 0

0
1

2𝐽4

1

2𝐽4
−
1

𝐽4
1 0

1

2𝐽5
0

1

2𝐽5
0 1 0

1

2𝐽6

1

2𝐽6
0 0 1 −

1

𝐽6

|

|

|

|

 

Цей визначник може призвести до визначника третього порядку. Для цього 

розкладемо його елементами шостого стовпця. Отриманий визначник п'ятого 

порядку розкладемо елементами четвертого стовпця. Детермінант четвертого 

порядку розкладемо на елементи другого стовпця. В результаті цих операцій 

знайдемо:  

𝐷5 =
1

𝐽6
∙
1

𝐽4
∙
1

𝐽2
|

|

1

𝐽1
0 1

0
1

𝐽3
1

1

2𝐽5

1

2𝐽5
1
|

|

 

або 

𝐷5 =
1

𝐽6𝐽4𝐽2
(+

1

𝐽1
∙
1

𝐽3
−
1

𝐽3
∙
1

2𝐽5
−
1

𝐽1
∙
1

2𝐽5
). 

(4.16) 

(4.15) 

(4.14) 

(4.17) 
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Усі члени, укладені в дужки, наводимо спільного знаменника:  

𝐷5 = −
1

𝐽6𝐽4𝐽2
∙
𝐽1 + 𝐽3 − 2𝐽5
𝐽1𝐽32𝐽5

. 

Для визначення відцентрового моменту інерції щодо осей z та x розділимо 

отримане значення на D.  

𝐽𝑧𝑥 =
𝐽3 + 𝐽1
2

− 𝐽5 

 

Де індекс 1 відповідає осі Ох, індекс 3 – осі Oz, а індекс 5 – осі , що лежить у 

площині xOz під кутом 45° до осей Ox та Oz. 

Аналогічно 

𝐽𝑦𝑧 =
𝐽2 + 𝐽3
2

− 𝐽4 

 

де 𝐽4 – момент інерції осі, що становить кут 45° з осями Oy та Oz; 

𝐽2 – момент інерції відносно осі Oy. 

Для третього відцентрового моменту інерції отримаємо: 

 

𝐽𝑥𝑦 =
𝐽1 + 𝐽2
2

− 𝐽6 

 

де 𝐽6 – момент інерції осі, що становить кут 45° з осями Oy та Ox. 

 

4.2. Матричний алгоритм розрахунку інерційних характеристик 

складових асиметричних транспортних засобів 

 

Сучасний етап розвитку транспортних засобів спрямований на комплексне 

вирішення екологічних проблем та проблем енергетичної ефективності. 

Пропонуються нестандартні структури транспортних засобів, оригінальні 

компоновочні схеми та конструкції. Компоновочні схеми є складними 

просторовими зміни окремих підконструкцій (суперелементів). Суперелементи є 

(4.19) 

(4.18) 

(4.20) 

(4.21) 
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асиметричними твердими тілами, положення та орієнтація яких у схемі 

компонування варіюється в процесі динамічного проектування транспортних 

засобів [23]. У цілому нині сучасні транспортні засоби розглядаються як складове 

асиметричне тіло, що має складну конфігурацію. Динамічні якості транспортних 

засобів переважно визначаються інерційними характеристиками, що включають 

повну масу, розташування центру мас, осьові та відцентрові моменти інерції, 

обчислені в конструктивно зручній базовій системі відліку. Прикладами такого 

роду транспортних засобів є гібридизовані автомобілі [24]. 

Завдання стійкості руху, стабілізації, керованості, динамічного навантаження 

вирішуються з урахуванням коректного розрахунку інерційних параметрів 

транспортних засобів. Коректний розрахунок інерційних характеристик 

передбачає багаторазове просторове перенесення центрів приведення 

підконструкцій та поворот їх осей. 

Це складне і громіздке завдання вдається ефективно вирішити застосуванням 

нового математичного апарату мономіальних (1,0,-1) матриць (4х4), що зручно 

реалізується в комп'ютерних технологіях. 

Розглянемо асиметричне тверде тіло, складене з суперелементів відповідно 

до заданої схеми компонування. Положення та орієнтація суперелементів 

вважаються заданими у будівельній системі координат ОХ1Х2Х3, пов'язаної з 

асиметричним твердим тілом та обраною з урахуванням технічних умов. 

Положення i-го суперелемента визначається координатами полюса Оi власних осей 

ОiY1Y2Y3 у будівельній системі відліку: x1Oi, x2Oi, x3Oi. Орієнтація i-го 

суперелемента визначається заданим кінцевим поворотом власних осей ОiY1Y2Y3 

щодо будівельних ОХ1Х2Х3 у прийнятій тут системі кутів Ейлера-Крилова: αi
y
, βi

y, 

γi
y. Для кожного суперелемента вважаються відомими координати центру мас у 

власній системі відліку: αi
Ci

,  βi
Ci, γi

Ci, а також маса mi. Вважається відомою 

орієнтація головних центральних осей інерції i-го суперэлемента CiH1H2H3 щодо 

власних осей ОiY1Y2Y3 в системі кутів Ейлера-Крилова: αi
η

,  βi
η, γi

η
, а також головні 

центральні моменти інерції i-го суперелемента 𝐼11
ηCi, 𝐼22

ηCi, 𝐼33
ηCi, утворюють 

діагональну матрицю: 
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𝐼η
Ci = ‖

‖

0 0 0 0

0 𝐼11
ηCi 0 0

0
0

0
0

𝐼22
ηCi 0

0 𝐼33
ηCi

‖
‖ 

 

Для гібридизованого автомобіля, наприклад, до суперелементів можуть бути 

віднесені: 

1. базовий передньопривідний автомобіль із двигуном внутрішнього 

згоряння; 

2. мотор-колеса; 

3. блок управління; 

4. блоки акумуляторних батарей. 

Завдання полягає у побудові алгоритму обчислення осьових та відцентрових 

моментів інерції, координат центру мас складового асиметричного транспортного 

засобу в цілому у вибраній, конструктивно зручній системі відліку (будівельній 

системі координат ОХ1Х2Х3). 

Перетворення матриці інерції i-го суперелемента в основних центральних 

осях до системи відліку. По заданому повороту основних центральних осей інерції 

до системи відліку (Эйлера-Крылова: αi
η

,  βi
η, γi

η) знаходяться параметри Родріга-

Гамільтона:  

𝑎0
𝑖 = cos

𝛾𝑖
𝜂

2
cos

𝛽𝑖
𝜂

2
cos

𝛼𝑖
𝜂

2
− sin

𝛾𝑖
𝜂

2
sin

𝛽𝑖
𝜂

2
sin

𝛼𝑖
𝜂

2

𝑎1
𝑖 = cos

𝛾𝑖
𝜂

2
cos

𝛽𝑖
𝜂

2
sin

𝛼𝑖
𝜂

2
+ sin

𝛾𝑖
𝜂

2
sin

𝛽𝑖
𝜂

2
cos

𝛼𝑖
𝜂

2

𝑎2
𝑖 = cos

𝛾𝑖
𝜂

2
sin

𝛽𝑖
𝜂

2
cos

𝛼𝑖
𝜂

2
− sin

𝛾𝑖
𝜂

2
cos

𝛽𝑖
𝜂

2
sin

𝛼𝑖
𝜂

2

𝑎3
𝑖 = sin

𝛾𝑖
𝜂

2
cos

𝛽𝑖
𝜂

2
cos

𝛼𝑖
𝜂

2
+ cos

𝛾𝑖
𝜂

2
sin

𝛽𝑖
𝜂

2
sin

𝛼𝑖
𝜂

2

 

 

 

 

(4.22) 

(4.23) 
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Формуються чотири кватерніонні матриці: 

 

𝐴𝑖 = ‖
‖

𝑎0
𝑖 𝑎1

𝑖 𝑎2
𝑖 𝑎3

𝑖

−𝑎1
𝑖 𝑎0

𝑖 −𝑎3
𝑖 𝑎2

𝑖

−𝑎2
𝑖

−𝑎3
𝑖

𝑎3
𝑖

−𝑎2
𝑖

𝑎0
𝑖 −𝑎1

𝑖

𝑎1
𝑖 𝑎0

𝑖

‖
‖;         𝐴𝑖.

𝑡 = ‖
‖

𝑎0
𝑖 −𝑎1

𝑖 −𝑎2
𝑖 −𝑎3

𝑖

𝑎1
𝑖 𝑎0

𝑖 −𝑎3
𝑖 𝑎2

𝑖

𝑎2
𝑖

𝑎3
𝑖

𝑎3
𝑖

−𝑎2
𝑖

𝑎0
𝑖 −𝑎1

𝑖

𝑎1
𝑖 𝑎0

𝑖

‖
‖ 

𝐴𝑖
𝑡

.
𝑡 = ‖

‖

𝑎0
𝑖 −𝑎1

𝑖 −𝑎2
𝑖 −𝑎3

𝑖

𝑎1
𝑖 𝑎0

𝑖 𝑎3
𝑖 −𝑎2

𝑖

𝑎2
𝑖

𝑎3
𝑖

−𝑎3
𝑖

𝑎2
𝑖

𝑎0
𝑖 𝑎1

𝑖

−𝑎1
𝑖 𝑎0

𝑖

‖
‖;        𝐴𝑖

𝑡 = ‖
‖

𝑎0
𝑖 𝑎1

𝑖 𝑎2
𝑖 𝑎3

𝑖

−𝑎1
𝑖 𝑎0

𝑖 𝑎3
𝑖 −𝑎2

𝑖

−𝑎2
𝑖

−𝑎3
𝑖

−𝑎3
𝑖

𝑎2
𝑖

𝑎0
𝑖 𝑎1

𝑖

−𝑎1
𝑖 𝑎0

𝑖

‖
‖ 

 

За заданим перенесенням полюса головних центральних осей інерції матриці 

до полюса власної системи відліку 
iO , (координати iC

y
1

, iC
y2

iC
y3

) формуються дві 

кватерніонні матриці: 

 

𝑌𝐶𝑖 = ‖

‖

0 𝑦1
𝐶𝑖 𝑦2

𝐶𝑖 𝑦3
𝐶𝑖

−𝑦1
𝐶𝑖 0 −𝑦3

𝐶𝑖 𝑦2
𝐶𝑖

−𝑦2
𝐶𝑖 𝑦3

𝐶𝑖 0 −𝑦1
𝐶𝑖

−𝑦3
𝐶𝑖 −𝑦2

𝐶𝑖 𝑦1
𝐶𝑖 0

‖

‖
;   𝑌𝐶𝑖

𝑡 =
‖

‖

0 𝑦1
𝐶𝑖 𝑦2

𝐶𝑖 𝑦3
𝐶𝑖

−𝑦1
𝐶𝑖 0 𝑦3

𝐶𝑖 −𝑦2
𝐶𝑖

−𝑦2
𝐶𝑖 −𝑦3

𝐶𝑖 0 𝑦1
𝐶𝑖

−𝑦3
𝐶𝑖 𝑦2

𝐶𝑖 −𝑦1
𝐶𝑖 0

‖

‖
 

 

Видається доцільним введення діагональної матриці i-го суперелемента у 

вигляді:  

𝐼�̅�
𝐶𝑖 = ‖

‖

0 0 0 0

0 𝐼1̅1
𝜂𝐶𝑖 0 0

0 0 𝐼2̅2
𝜂𝐶𝑖 0

0 0 0 𝐼3̅3
𝜂𝐶𝑖

‖
‖, 

 

де 𝐼1̅1
𝜂𝐶𝑖 =

𝐼11
𝜂𝐶𝑖

𝑚𝑖
, 𝐼2̅2
𝜂𝐶𝑖 =

𝐼22
𝜂𝐶𝑖

𝑚𝑖
, 𝐼1̅1
𝜂𝐶𝑖 =

𝐼33
𝜂𝐶𝑖

𝑚𝑖
. 

 

(4.24) 

(4.25) 

(4.26) 
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Знаходиться матриця інерції i-го суперелемента у власній системі відліку при 

повороті осей та перенесенні початку відліку [8,9]: 

 

𝐼�̅�𝑖 = [𝐴𝑖 ⋅ 𝐴𝑡 𝑖]𝐼�̅�
𝐶𝑖[𝐴𝑖

𝑡 ⋅ 𝐴𝑡 𝑖
𝑡] +

𝑌𝐶𝑖 ⋅ 𝑌𝐶𝑖
𝑡 − 𝑌𝐶𝑖 ⋅ 𝑌𝐶𝑖
2

 

 

Перетворення матриці інерції i-го суперелемента в основних центральних 

осях до системи відліку. По заданому повороту основних центральних осей інерції 

до системи відліку (Эйлера-Крылова: αi
η

,  βi
η, γi

η) знаходяться параметри Родріга-

Гамільтона:  

𝑏0
𝑖 = cos

𝛾𝑖
𝑦

2
cos

𝛽𝑖
𝑦

2
cos

𝛼𝑖
𝑦

2
− sin

𝛾𝑖
𝑦

2
sin

𝛽𝑖
𝑦

2
sin

𝛼𝑖
𝑦

2

𝑏1
𝑖 = cos

𝛾𝑖
𝑦

2
cos

𝛽𝑖
𝑦

2
sin

𝛼𝑖
𝑦

2
+ sin

𝛾𝑖
𝑦

2
sin

𝛽𝑖
𝑦

2
cos

𝛼𝑖
𝑦

2

𝑏2
𝑖 = −sin

𝛾𝑖
𝑦

2
cos

𝛽𝑖
𝑦

2
sin

𝛼𝑖
𝑦

2
+ cos

𝛾𝑖
𝑦

2
sin

𝛽𝑖
𝑦

2
cos

𝛼𝑖
𝑦

2

𝑏3
𝑖 = sin

𝛾𝑖
𝑦

2
cos

𝛽𝑖
𝑦

2
cos

𝛼𝑖
𝑦

2
+ cos

𝛾𝑖
𝑦

2
sin

𝛽𝑖
𝑦

2
sin

𝛼𝑖
𝑦

2

 

 

та формуються чотири кватерніонні матриці встановленої структури: 

 

𝐵𝑖 = ‖
‖

𝑏0
𝑖 𝑏1

𝑖 𝑏2
𝑖 𝑏3

𝑖

−𝑏1
𝑖 𝑏0

𝑖 −𝑏3
𝑖 𝑏2

𝑖

−𝑏2
𝑖 𝑏3

𝑖 𝑏0
𝑖 −𝑏1

𝑖

−𝑏3
𝑖 −𝑏2

𝑖 𝑏1
𝑖 𝑏0

𝑖

‖
‖   𝐵𝑡 𝑖 = ‖

‖

𝑏0
𝑖 −𝑏1

𝑖 −𝑏2
𝑖 −𝑏3

𝑖

𝑏1
𝑖 𝑏0

𝑖 −𝑏3
𝑖 𝑏2

𝑖

𝑏2
𝑖 𝑏3

𝑖 𝑏0
𝑖 −𝑏1

𝑖

𝑏3
𝑖 −𝑏2

𝑖 𝑏1
𝑖 𝑏0

𝑖

‖
‖ 

𝐵𝑡 𝑖
𝑡 = ‖

‖

𝑏0
𝑖 −𝑏1

𝑖 −𝑏2
𝑖 −𝑏3

𝑖

𝑏1
𝑖 𝑏0

𝑖 𝑏3
𝑖 −𝑏2

𝑖

𝑏2
𝑖 −𝑏3

𝑖 𝑏0
𝑖 𝑏1

𝑖

𝑏3
𝑖 𝑏2

𝑖 −𝑏1
𝑖 𝑏0

𝑖

‖
‖   𝐵𝑖

𝑡 = ‖
‖

𝑏0
𝑖 𝑏1

𝑖 𝑏2
𝑖 𝑏3

𝑖

−𝑏1
𝑖 𝑏0

𝑖 𝑏3
𝑖 −𝑏2

𝑖

−𝑏2
𝑖 −𝑏3

𝑖 𝑏0
𝑖 𝑏1

𝑖

−𝑏3
𝑖 𝑏2

𝑖 −𝑏1
𝑖 𝑏0

𝑖

‖
‖ 

 

За заданим перенесенням полюса 
iQ  власної системи відліку i-го 

суперелемента до полюса власної системи відліку O будівельної системи 

(4.27) 

(4.28) 

(4.29) 
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координат транспортного засобу, (координати 𝑥1
𝑂𝑖, 𝑥2

𝑂𝑖  𝑥3
𝑂𝑖) формуються дві 

кватерніонні матриці встановленої структури: 

 

𝑋𝑂𝑖 = ‖

‖

0 𝑥1
𝑂𝑖 𝑥2

𝑂𝑖 𝑥3
𝑂𝑖

−𝑥1
𝑂𝑖 0 −𝑥3

𝑂𝑖 𝑥2
𝑂𝑖

−𝑥2
𝑂𝑖 𝑥3

𝑂𝑖 0 −𝑥1
𝑂𝑖

−𝑥3
𝑂𝑖 −𝑥2

𝑂𝑖 𝑥1
𝑂𝑖 0

‖

‖
; 

𝑌𝑂𝑖
𝑡 =

‖

‖

0 𝑥1
𝑂𝑖 𝑥2

𝑂𝑖 𝑥3
𝑂𝑖

−𝑥1
𝑂𝑖 0 𝑥3

𝑂𝑖 −𝑥2
𝑂𝑖

−𝑥2
𝑂𝑖 −𝑥3

𝑂𝑖 0 𝑥1
𝑂𝑖

−𝑥3
𝑂𝑖 𝑥2

𝑂𝑖 −𝑥1
𝑂𝑖 0

‖

‖
. 

 

Знаходиться матриця інерції i-го суперелемента в будівельній системі 

координат транспортного засобу при повороті та перенесенні власної системи 

відліку: 

 

𝐼x̅𝐼 = [𝐵𝑖 ⋅ 𝐵𝑡 𝑖 ]𝐼�̅�𝑖 [𝐵𝑖
𝑡 ⋅ 𝐵𝑡 𝑖

𝑡]

+
[𝐵𝑖 ⋅ 𝑌𝐶𝑖 ⋅ 𝐵𝑡 𝑖

𝑡](𝑋𝑂𝑖
𝑡 − 𝑋𝑂𝑖) + 𝑋𝑂𝑖{(𝑋𝑂𝑖

𝑡 − 𝑋𝑂𝑖) + [ 𝐵𝑡 𝑖 ⋅ 𝑌𝐶𝑖
𝑡 ⋅ 𝐵𝑖

𝑡] − [𝐵𝑖 ⋅ 𝑌𝐶𝑖 ⋅ 𝐵𝑡 𝑖
𝑡]}

2
 

 

Інерційні характеристики складового транспортного засобу. Повна маса 

транспортного засобу знаходиться за формулою: 

 

M =∑mi

𝑛

i=1

. 

 

Результуюча матриця інерції у будівельній системі координат знаходиться як 

середньозважена за масою величина: 

(4.30) 

(4.31) 

(4.32) 
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𝐼�̅� =

∑ mi𝐼�̅�𝑖

𝑛

i=1

𝑀
. 

Звідки слідує  

Ix = 𝑀𝐼�̅�. 

 

Кватерніонна матриця, складена за координатами центру мас транспортного 

засобу в будівельній системі відліку як середня виважена за масою величина:  

 

ХС =

∑ miX𝐶𝑖

𝑛

i=1

𝑀
, 

 

Де приведення координат центру мас i-го суперелемента до будівельних осей 

здійснюється за матричною формулою: 

 

Xc𝐼
= 𝑋𝑂𝑖 + 𝐵𝑖 ⋅ 𝑌𝐶𝑖 ⋅ 𝐵𝑡 𝑖

𝑡 

 

Елементи верифікації матричного алгоритму розрахунку. З метою 

верифікації запропонованих формул доцільно використовувати властивості 

кватерніонних матриць:  

A𝑖 ⋅ 𝐴𝑡 𝑖
𝑡 = 𝐸𝑂; 𝐴

𝑡
𝑖 ⋅ 𝐴𝑖

𝑡 = 𝐸𝑂; 

B𝑖 ⋅ 𝐵𝑡 𝑖
𝑡 = 𝐸𝑂; 𝐵

𝑡
𝑖 ⋅ 𝐵𝑖

𝑡 = 𝐸𝑂; 

YCi
⋅ YCi

= − [(𝑦1
𝐶𝑖)

2
+ (𝑦2

𝐶𝑖)
2
+ (𝑦3

𝐶𝑖)
2
] ⋅ 𝐸0 = YCi

𝑡 ⋅ YCi

𝑡 ; 

 

де𝐸𝑂 – одинична матриця (4 × 4). 

 

 

 

 

(4.33) 

(4.34) 

(4.35) 

(4.36) 

(4.37) 
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Висновки за розділом 4 

 

1. Покладається новий алгоритм розрахунку інерційних характеристик 

складових асиметричних транспортних засобів, заснований на застосуванні 

математичного апарату мономіальних -матриць – (4 × 4).  

2. Розрахункові формули подаються у гармонійному, упорядкованому, 

компактному матричному вигляді, безпосередньо адаптованому до комп'ютерних 

технологій.  

3. Алгоритм дозволяє вирішувати широке коло завдань динамічного 

проектування складових транспортних засобів при суттєвих змінах схеми 

компонування як за структурою, так і за складом. 
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ВИСНОВКИ 

 

У магістерській роботі вирішувалася важлива мета – розробка методики 

визначення масово-інерційних характеристик автомобіля, як складальної технічної 

системи. Виконання цього завдання дозволить сплощити моделюванні динаміки 

руху транспортних засобів. У ході виконаної роботи отримані наступні основні 

результати: 

1. Проаналізовано існуючи методики визначення масово-інерційних 

характеристик автомобіля. Існує низка технічних рішень задачі визначення центру 

ваги та моментів інерції автомобіля, але немає достатньо універсального і простого 

способу, який давав би вичерпну інформацію про стан масово-інерційних 

характеристик і при цьому не збільшував би номенклатуру виробничого 

обладнання для її отримання. 

2. Розроблена математична модель задньої підвіски гібридизованого 

автомобіля. 

3. Розроблена методика визначення масово-інерційних характеристик 

автомобіля. 

4. Удосконалено алгоритм розрахунку інерційних характеристик складових 

асиметричних транспортних засобів. 

5. Матеріали магістерської роботи впроваджено в НТУ «Дніпровська 

політехніка» (м. Дніпро) при проведенні лекційній та практичних робіт з дисциплін 

«Теорія експлуатаційних властивостей та розрахунків автомобілів» та «Механіка 

автомобіля». 
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ДОДАТОК А 

Розрахунок параметрів задньої підвіски автомобіля з урахуванням 

вертикальних і поперечно-кутових коливань кузова 

 

Початкові данні: 
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Початкові умови: 

 

 

 

Результати розрахунку: 
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Початкові данні: 

 

 

 

Результати розрахунку: 
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ДОДАТОК Б 

Апробація результатів магістерської роботи 
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ВІДОМІСТЬ КВАЛІФІКАЦІЙНОЇ РОБОТИ  
Ф

ор
ма

т
 

По
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Позначення Найменування 

Кі
л-

ст
ь 

ли
ст

ів
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 е

кз
ем

п 

Примітки 

  Загальна  документація    
А4 1 МКР.ЕРМ.21.20217.00 ПЗ Пояснювальна записка 62 1  
А4 2 МКР.ЕРМ.21.20217.01 Заголовний слайд 1 1 Слайд № 1 
А4 3 МКР.ЕРМ.21.20217.02 Актуальність кваліфікаційної  1 1 Слайд № 2 
   роботи     

А4 4 МКР.ЕРМ.21.20217.03 Загальні положення  1 1 Слайд № 3 
   кваліфікаційної роботи    

А4 5 МКР.ЕРМ.21.20217.04 Аналіз засобів визначення  2 1 Слайд № 4,  
   масово-інерційних    5 
   характеристик автомобіля    

А4 6 МКР.ЕРМ.21.20217.05 Математичне моделювання  1 1 Слайд № 6,  
   задньої підвіски     
   гібридизованого автомобіля    

А4 7 МКР.ЕРМ.21.20217.06 Система диференціальних  1  Слайд № 7 
   рівнянь, що описують рух     
   задньої підвіски     
   гібридизованого автомобіля    

А4 8 МКР.ЕРМ.21.20217.07 Методика визначення масово- 2  Слайд № 8, 
   інерційних характеристик    9 
   автомобіля    

А4 9 МКР.ЕРМ.21.20217.08 Висновки 1 1 Слайд №10 
А4 10 МКР.ЕРМ.21.20217.09 Апробація результатів  1 1 Слайд №11 
   магістерської роботи    
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