Глава 16. Позиционные задачи на различные виды оношений между линиями,

плоскостями и поверхностями

Глава 16. ПОЗИЦИОННЫЕ ЗАДАЧИ

НА РАЗЛИЧНЫЕ ВИДЫ ОТНОШЕНИЙ МЕЖДУ ЛИНИЯМИ, ПЛОСКОСТЯМИ И ПОВЕРХНОСТЯМИ
Общие замечания
       Выше ( см. главу 10 ) были рассмо-трены позиционные задачи на опреде-ление вида взаимного расположения прямых линий a,b,c…и плоскостей (, (, 
(,…в различных сочетаниях по их орто-гональным проекциям или наоборот, на построение их ортогональных проекций по их наперед заданным взаимным расположениям. 
       Если эвклидово пространство, за-полненное прямыми линиями и плоско-стями, дополнить кривыми линиями d, m, n,…,многогранными (,(,…и   кривы-
ми Ф, (,…поверхностями, то круг как прямых так и обратных позиционных задач значительно расширится.
       Логика системного исследования требует рассмотрения всех сочетаний из этих элементов, в которых они по-парно вступают в различные виды свя-зей и отношений. Об этом шла речь в главе 5 (см. рис.5.44, 5,47, 5.57, 5.75 и 5.84). Отсюда вытекают следующие общие условия этих задач за исключе-нием тех, которые решались в главе 10.

У с л о в и я   п р я м ы х   з а д а ч

       Задача №1. Определить вид вза- имного расположения плоскости ( и поверхности Ф по их двухкартинному комплексному чертежу.

       Задача №2. Определить вид вза-имного расположения прямой линии а и поверхности Ф по их двухкартинно-му комплексному чертежу.
       Задача №3. Определить вид вза-имного расположения поверхностей Ф и ( по их двухкартинному комплекс-ному чертежу.

       Задача №4. Определить вид вза-имного расположения кривой линии m и поверхности Ф по их чертежу.

У с л о в и я   о б р а т н ы х   з а д а ч

     Задача №5. Построить двухкар-тинный комплексный чертёж точки А и прямой а, принадлежащих заданной поверхности Ф.

       Задача №6. Построить двухкар-тинный комплексный чертёж линии m,
лежащей на поверхности Ф;

       Задача №7. Построить двухкар-тинный комплексный чертёж линии пересечения плоскости ( и поверхнос-ти Ф;

       Задача №8. Построить двухкар-тинный комплексный чертёж точек встречи прямой линии а с поверхнос-тью Ф;

      Задача №9. Построить двухкар-тинный комплексный чертёж линии пересечения поверхностей Ф и (;
      Задача №10. Построить двухкар-тинный комплексный чертёж точек встречи кривой линии m и поверхно-сти Ф;

      Задача №11. Построить двухкар-тинный комплексный чертёж плоскос-ти (, касательной к поверхности Ф;
       Задача №12. Построить двухкар-тинный комплексный чертёж двух со-пряженных поверхностей;

       Задача №13. Построить двухкар-тинный комплексный чертёж конгру-энции нормалей к заданной кривой по-верхности Ф;

       Задача №14. Построить двухкар-тинный комплексный чертёж ортого-нально-сопряжённых кривых поверх-ностей;

      Задача №15 Построить двухкар-тинный комплексный чертёж кривой линии m, эквидистантной поверхнос-ти Ф.

       Задача №16. Построить двухкар-тинный комплексный чертёж эквиди-стантных поверхностей Ф и (.
       Вполне очевидно, что в каждом из приведенных в общем виде условий как прямых, так и обратных задач содер-жится определённое количество кон-кретных условий, характер которых за-висит от вида элементов, вступающих во взаимодействие, от их положения в пространстве и от характера связей ме-жду ними. При их решении, как и пре-жде, следует помнить, что в простран-стве объекты располагаются так или иначе, подчиняясь конкретным услови-ям такого расположения, а на комплек-сном чертеже информация о соблю-дении  этих  условий  кодируется   соот-

ветствующими графическими признака-
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Рис.16.1. Варианты  графического
решения задач на принадлежность точек и прямых линий к поверхностям
ми как основой изобразительных свой-ств ортогональных проекций изобра-женных взаимосвязанных элементов.
       Как и прежде ( см. главу 10 ) реше-нию прямых задач целесообразно пре-дпослать решения обратных, которые будут различны по форме, но одина-ковы по содержанию.

16.1. Графическая технология решения задач на взаимную принадлежность точек, линий и поверхностей
       Исходя из принципа взаимности от-ношений принадлежности для графиче-ского решения этой группы задач мож-но сформулировать их следующие кон-кретные условия: 

      Задача № 5.1. Построить двухкар-тинный комплексный чертёж точки А, принадлежащий поверхности Ф.
      Задача №5.2. (взаимная задаче 5.1). Построить двухкартинный комп-лексный чертёж поверхности Ф, про-ходящей через точку А;

     Задача № 5.3. Построить двухкар-тинный комплексный чертёж прямой линии а, принадлежащей поверхности Ф;

      Задача № 5.4. ( взаимная задаче 5.3). Построить двухкартинный комп-лексный чертёж поверхности Ф, про-ходящей через прямую линию а.
       Вполне очевидно, что содержани-ем процесса решения этих задач явля-ется графическое моделирование гео-метрических условий принадлежности точки и прямой к поверхности (см. гл.5, рис.5.46).

       Решение задачи №5.1 основано на соблюдении условия 4 принадлежнос-ти точки к поверхности (см.рис. 5.41, а), утверждающего, что точка тогда прина-длежит поверхности, когда она принад-лежит линии, заведомо принадлежа-щей этой поверхности.
       Вид линии, заведомо принадлежа-щей поверхности, зависит от вида по-верхности и её положения в простран-стве ( рис. 16.1, а – д ).

а ) Ф ( П1(((А1(l1((Ф1(, А2(l2  (рис.

      16.1, а);
б) Ф – о.п.( (А1 (( l1(Ф1((, А2((l2(Ф2(
     ( рис.16.1, б );
в) ( i(Ф((П1((А1((( l1(S1((Ф1((,
    А2 ( ( l2(S2) (рис.16.1, в);
г) Ф–о.п.((А1((( l1 (S1)((, A2(( l2(S2)
    ( рис.16.1, г );

д ) Ф – сфера (((А1(а1) (Ф1)(, [ А2 ( 

      ( (а2 ( Ф2)].   ( рис.16.1, д ).
Выводы из решений:

       1. Если поверхность Ф занимает в пространстве проецирующее положе-ние, то её вырожденная проекция за-ведомо содержит одну из искомых про-екций принадлежащих ей точки А и пря-мой линии l, что является достаточным графическим признаком принадлежно-сти точки А и прямой l к данной по-верхности Ф ( рис.16.1, а );

       2. Если прямолинейчатая поверх-ность Ф занимает в пространстве об-щее положение, то для решения задачи 5.1 необходимо прежде графически промоделировать одну из её образую-щих l, а на ней – условие принадле-жности искомой точки к этой образу-ющей ( рис. 16.1 б, в, г );

       3. Если задана сферическая повер-хность Ф или поверхность вращения, то прежде на ней следует выделить одну из её параллелей-окружностей а или b, а затем графически промоделировать условие принадлежности точки А к этой параллели ( рис. 16.1,г);

       4. Если криволинейчатая поверх-ность занимает в пространстве общее положение, то на её комплексном чер-теже достаточно выделить один из эле-ментов её линейного каркаса, на кото-ром графически промоделировать ус-ловие принадлежности искомой точки к этому элементу;

       5. На криволинейчатой поверхно-сти прямую линию графически смоде-лировать невозможно, так как эту ситу-ацию невозможно представить геомет-рически.

Решение задачи №6

       Общей формулировке этой задачи на принадлежность линии к поверхнос-ти может соответствовать множество конкретных условий, содержание кото-рых определяется видами конкретных линий на конкретных поверхностях.

      Примерами могут служить винтовые линии на поверхностях цилиндра, кону-са и шара, сферическая линия одина-кового ската, параллели и меридианы на сфере (см. рис.12.50 - 12.57) и др.
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Рис. 16.2. Графическое решении задачи на принадлежность заданного эллипса е к заданной конической поверхности Ф
      Условия задач на построение ком-лексных чертежей этих линий конкре-тизируют общее условие задачи №6.

       Так как линии на поверхностях яв-ляются кривыми, то для их изображе-ния следует смоделировать, согласно условиям 4 и 5 (рис.5.46) , необходимое и достаточное количество точек, при-надлежащих этой поверхности и опре-деляющих искомые линии.

      Задача №6.1. Построить двухкар-тинный комплексный чертёж задан-ного эллипса а, принадлежащего по-верхности заданного конуса Ф.
Анализ условия:

         Известно, что эллипс задаётся бо-льшой АВ и малой CD осями, которые взаимно перпендикулярны и делят друг друга пополам. Так как по условию эти оси заданы в натуральную величину, то на поверхности они должны занимать положения линий уровня. Большая ось-фронтальна, а малая – горизонтальна. 
       Так как между значениями длин малой и большой осей данного эллипса существует определённое отношение, то на поверхности конуса оно одно-значно, ибо диапазон изменения ко-леблется от нуля, когда большая ось совпадает с очерковой образующей и эллипс вырождается в прямую линию, и стремится к единице, когда большая ось становится горизонтальной и эл-липс превращается в окружность.
Р е ш е н и е:

       1. Приняв очерковые образующие фронтальной проекции данного конуса за геометрическое место концов А и В большой оси АВ, зафиксировать неско-лько положений её фронтальной про-екции;

       2. На каждом из этих положений от-метить их середины как вырожденные в точки фронтальные проекции соот-ветственных им малых осей CD и соединить их непрерывной линией с2 ;

       3. По с2 построить с1 линии с по её точкам, принадлежащим соответству-щим параллелям конуса Ф;
       4. Пересечь линию с1 парой пря-мых, параллельных и симметричных оси х12 и удалённых друг от друга на ве-личину малой оси СD. Точки их пере-сечения определяют горизонтальные проекции С1 и D1 концов малой оси ис-комого положения данного эллипса. По
С1D1  определяется C2D2, по С2D2 –A2B2 (засечками),по А2В2– А1В1, а также А3В3.
      Фронтальная проекция искомого по-ложения заданного эллипса на задан-ной конической поверхности является наклонным отрезком прямой линии, а горизонтальная и профильная проек-ции – эллипсами, оси которых опреде-лены произведенными построениями.
      Если на криволинейчатой нераз-вёртываемой поверхности вращения необходимо провести, допустим, винто-вую линию а, то эту поверхность сле-дует прежде аппаратом центрального подвижного проецирования топологи-чески преобразовать в развёртывае-мую цилиндрическую поверхность Ф(, на последней построить цилиндриче-скую винтовою линию а(, которую затем обратным проецированием определить  на данной поверхности Ф.

       Задача №6.2. Построить двухкар-тинный комплексный чертёж четы-рёхвитковой винтовой линии а на поверхности псевдосферы ( рис. 16.3).
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Рис. 16.3. Графическая модель

винтовой линии на поверхности

псевдосферы
Анализ условия:

       Так как параллели поверхности псевдосферы являются гомотетичными окружностями, то изменяемым аппара-том центрального подвижного проеци-рования (см.рис.15.94,б) их можно спроецировать в конгруэнтные и равно-отстоящие друг от друга окружности нормальных сечений поверхности ци-линдра Ф(, соосного с поверхностью Ф. После этого на поверхности Ф( следует построить цилиндрическую винтовую линию а( (см.рис.12.53), точки которой, являясь узлами линейного каркаса Ф(, обратным проецированием преобразо-вываются в соответственные точки ли-нейного каркаса Ф, определяющие ис-комую линию а.

Р е ш е н и е:

       1. Высоту А2В2 фронтальной прое-ции поверхности Ф   разбить  на  4  рав-

ные части, проведя через полученные деления горизонтально фронтальные проекции b2 параллелей-окружностей этой поверхности;

       2. На продолжении i2 под Ф2 изо-бразить произвольный прямоугольник как фронтальную Ф2( проекцию повер-хности прямого кругового цилиндра Ф(, соосного с поверхностью Ф;
       3. Разбить высоту Ф2( на 4 равные части и изобразить 3 её промежуточные

параллели b2(. Одинаковость расстоя-ний между b на поверхности Ф и между b( на поверхности Ф( предопределяет характер получаемого результата; 

       4. Считая параллели b( централь-ными проекциями параллелей b повер-хности Ф, определить положения фрон-тальных проекций S2(,S2(,…S2( центров их проецирования;

       5. На Ф(2 построить проекцию а2( 4-витковой цилиндрической винтовой ли-нии а( (см. рис.12.50, 12.53);

       6. Зная положения фронтальных проекций S21, S22,…S25 подвижного цен-тра S обратным проецированием пост-роить меридианы с(, соответственные образующим поверхности Ф( ;

       7. Расстояния между b2 разбить по 8 равных частей и, проведя горизонта-льно фронтальные проекции проме-жуточных параллелей поверхности Ф и получить топологический  образ  линей-
ного каркаса поверхности Ф;
       8. Последовательно соединяя фро-нтальные проекции узловых точек ли-нейного каркаса поверхности Ф, соот-ветственных   точкам   винтовой   линии

а2(, получить фронтальную проекцию а2
 искомой винтовой линии а на поверх-ности псевдосферы Ф;
       9. Моделируя графически отноше-ния принадлежности точек линии а к поверхности Ф, построить горизонталь-ную проекцию а1 линии а на Ф1.

16.2. Графическая технология

решения задач на взаимное 

пересечение плоскостей и поверхностей

Решение задачи №7

Предварительные замечания.

        Так как, согласно условию, во вза-имнодействие вступают плоскость ( и поверхность Ф, то на форму его резу-льтата влияет как их положение отно-сительно П1 и П2, так и их взаимное ра-сположение. При этом разнообразие условий конкретных задач определя-ется видами пересекаемых поверхнос-тей.

       Задача №7.1. Построить двухкар-тинный комплексный чертёж линии пересечения призматической поверх-ности Ф и плоскости ( ;
       Задача №7.2. Построить двухкар-тинный комплексный чертёж линии пересечения цилиндрической поверх-ности Ф и плоскости (;
       Задача №7.3. Построить двухрар-тинный комплексный чертёж линии пересечения пирамидальной поверхно-сти Ф и плоскости (;
       Задача №7.4. Построить двухкар-тинный комплексный чертёж линии пересечения конической поверхности Ф и плоскости (;
       Задача №7.5. Построить двухкар-тинный комплексный чертёж линии пересечения плоскости ( и поверхно-сти вращения второго порядка.

Решение задачи №7.1

       Рассмотрение различных сочета-ний положений поверхности и плоскос-ти требует применения системной та-блицы Кэли ( рис. 16.4 ).

      В связи с тем, что рассматриваются преимущественно двухкартинные комп-
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Рис. 16. 4. Варианты решения
позиционных задач на пересечение
плоскостей с призматическими

поверхностями
лексные чертежи этих сочетаний, то в эту таблицу условно не внесены про-фильные плоскости уровня и профиль-но-проецирующие поверхности, требу-ющие построения трёхкартинных комп-лексных чертежей.
        В ы в о д ы   и з   р е ш е н и я

    1. Если плоскость ( и поверхность Ф являются проецирующими одного на-правления ( п.п. 1.1, 1.5, 2.2 и 2.4 ), то они пересекаются по прямым m, парал-лельным рёбрам поверхности, одни  из 

проекций которых являются точкам  пе-
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Рис. 16.5. Фигура сечения призмы Ф
плоскостью (  родственна  фигуре её основания
ресечения их вырожденных проекций, а вторые совпадают с направлением ли-ний связи;

       2. Если плоскость ( и поверхность Ф являются проецирующими разных направлений ( п.п. 1.2, 1.4, 2.1 и 2.5 ), то разноименные проекции m1 и m2  ис-  комой линии m их пересечения совпа-дают с соответствующими вырожден-ными проекциями данных плоскости ( и поверхности Ф  , т.е., m1 (Ф1, m2 ((2.
       3. Если плоскость ( занимает про-фильно-проецирующее положение, а поверхность Ф – горизонтально-проеци-рующее, то горизонтальная проекция m1  совпадает с вырожденной в линию  проекцией Ф1 поверхности Ф, а фрон-тальная m2 строится на основе графи-ческого моделирования отношения при-надлежности фигуры m  к  плоскости  (
(  п.п. 1.3, 2.3):

((П3  ( Ф(П1 ( m1 ( Ф1, m2( (2.
       4. Если плоскость ( является прое-цирующей, а поверхность Ф – общего положения, то одна из проекций линии их пересечения совпадает с вырожден-ной в прямую линию проекцией этой плоскости, а вторая проекция строится на основе графического моделирова-ния отношения при-надлежности её то-чек к поверхности Ф ( п.п.3.1, 3.4, 3.5);

((П1 ( П2 ), а Ф -
о.п. ( m1 ( (1,

        ( m2 ( (2 ),
m2(Ф2, ( m1(Ф1).
       5. Если плоско-

сть ( - общего по-ложения, а поверх-ность Ф проециру-ющая (п.п.1.6,2.6), то одна из проек-ций линии их пере-сечения совпадает с фигурой вырож-денной проекции поверхности, а её другая      проекция строится  по прина-

длежности её точек к плоскости (.

( - о.п., Ф(П1 (П2) ( m1 ( Ф1, ( m2(Ф2),
m2((2 ( m1( (1 ).
       6. Если плоскость ((П3 или  обще-
го положения, и поверхность Ф -общего 
положения, то решение задачи сводит-ся к построению точек встречи её рёбер

с этой плоскостью (п.п. 3.3, 3.6) (см рис. 10.27).

       Следует особо отметить, что фигу-ра   сечения   поверхности   плоскостью  

родственна  фигуре её основания  так как направление родства совпадает с рёбрами поверхности, а осью родства является линия пересечения секущей плоскости с плоскостью основания по-верхности.
       Это обстоятельство определяет рациональную технологию графическо-го построения фигуры плоского сечения призматической поверхности по алго-ритму теоремы Дезарга ( рис.16.5 ).

Решение задачи №7.2

       Согласно условию, в этой задаче плоскость ( пересекается с цилиндри-ческой поверхностью Ф. В отличие от многогранной призматической поверх-ности она является кривой, выступа-ющей как предел, к которому стремится вписанная в неё призматическая пове-рхность при бесконечном увеличении числа её граней.

       Отсюда следует, что в сечениях цилиндрических поверхностей плоско-стями, не совпадающими с направле-нием их образующих, всегда будут по-лучаться кривые линии, точками кото-рых позиционно являются точки встре-чи её образующих с секущими плоско-стями.

       Так как призматическая поверхно-сть является многогранным прототипом

цилиндрической, то по своему содержа-нию технологии графического построе-ния линии их пересечения плоскостями различного положения принципиально одинаковы, а по форме различаются тем, что в сечении призматической по-верхности получается плоская ломаная линия, а в сечении цилиндрической поверхности – плоская кривая линия.

     Отсюда следуют общие в ы в о д ы:
       1. Линии пересечения цилиндриче-ских поверхностей различного вида и положения в пространстве плоскостями различного положения строятся по точкам встречи последних с необходи-мым и достаточным числом прямоли-нейных образующих этих поверхнос-тей;       
       2. Точки пересечения  с плоскостью

 тех образующих  поверхности, которые  
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Рис. 16.6.  Варианты графических

           решений позиционных задач на

            пересечение плоскости с

             цилиндрической поверхностью
рые проецируются  в  очерки  проекций этой  поверхности,  являются   точками исчезновения  видимости  искомой  ли-нии пересечения. Эти точки относятся к числу опорных, равно как наивысшие и наинизшие, а также наилевейшие и наи
правейшие точки  проекции этой линии.

       3. Выводы, вытекающие из анализа решения задачи №7.1, справедливы для приведенных  на рис. 16.6 решений задачи №7.2.

       4. Фигура сечения плоскостью ци- линдрической поверхности родственна
фигуре её основания.
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    Рис. 16.7.  Варианты решения позиционных задач на пересечения 

     плоскости с пирамидальной 

                 поверхностью

Р е ш е н и е   з а д а ч и  № 7.3

       Согласно условию, в этой задаче плоскость ( пересекается с поверхнос-тью пирамиды Ф. В отличие от призма-тической пирамидальная поверхность имеет  собственную вершину  и две  по-

лы, состоящие из треугольных граней.

       В результате пересечения любой пирамидальной поверхности плоскос-тью, не проходящей через  вершину, но пересекающей все  рёбра,   получается

плоский многоугольник, вершинами  которого являются точки встречи этих рёбер с секущей плоскостью.

Рис. 16.8.  Варианты решения
позиционных задач на пересечение
плоскости  с конической

поверхностью
Р е ш е н и е   з а д а ч и  №7.4

(рис. 16.8)

        Согласно условию, в этой задаче плоскость ( пересекает коническую по-верхность Ф. Так как  эта  поверхность

прямолинейчата и имеет две полы, то

 по содержанию решения эта задача не 
отличается  от вышеприведенных,  так
как искомые линии их пересечения ст-роятся по точкам встречи образующих с  секущей  плоскостью.  Различия  этих
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линий по форме определяются особен-ностями расположения секущей плос-кости по отношению к  образующим  ли-
ниями поверхности (см. рис.12.13).
          Если поверхность  прямого круго-
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Рис. 16.9. Окружности как конические сечения
(
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Рис. 16.11. Фрагмент А рис.16.10
вого конуса пересекается плоскостями различного положения, то в результате получаются алгебраические кривые ли-нии второго порядка или коники: окруж-ность, эллипс, парабола и гипербола.
       1.Окружность как коническое се-чение лежит в плоскости, перпендику-лярной к оси вращения поверхности Ф и называется её нормальным сечени-ем. В качестве такового, как правило, выступает основание этой поверхности (рис.16.8, п.п. 1.1 -2.5). Последователь-ные сечения плоскостями, параллель-ными плоскости основания, называют-ся параллелями конической поверхнос-ти. Все эти параллели подобны осно-ванию поверхности, а потому подобны друг другу (рис.16.9).
       2. Эллипс как коническое сечение лежит в плоскости, пересекающей все образующие одной полы поверхности и не перпендикулярной к оси её враще-ния ( рис.16.8, п.п.1.2, 1.3, 1.6, 3.4, 3.6).
       Так как эллипс – замкнутая плоская кривая, то её ортогональные проекции строятся по точкам встречи образую-щих поверхности с секущей плоскос-тью (рис.16.10).
       Начинать построение проекций эл-липса  следует с их опорных точек, к числу которых относятся:

       2.1. Вершины А1 и В1  как концы бо-льшой оси горизонтальной проекции m1 искомого эллипса m. Располагаются на горизонтальной проекции u1 линии наи-большего уклона u секущей плоскости (, проходящей через ось вращения і поверхности Ф и пересекающей в этих точках эту поверхность. Строятся по их проекциям А2 и В2, первая из которых является наинизшей, а вторая – наивы-сшей точками фронтальной проекции m2  искомого эллипса m.
    А2=u2 (1222)(32S2;  B2 = u2 (1222)(S242.
       2.2.Малая ось C1D1 проекции m1 эл-липса m является горизонталью h плос-кости (, проходящей через середину о его большой оси АВ. Точки C1 и D1 определяются в пересечении этой гори-зонтали с параллелью e поверхности конуса Ф  на высоте  точки о.
C1D1 = h1 ( e1.
       2.3.По осям А1В1 и C1D1 cтроится m1  

по графическому алгоритму рис.12.26. Горизонтальная проекция m1 линии m
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Рис. 16.10. Ортогональные  проекции  эллипса как конического сечения

полностью видима.

       2.4. Фронтальная проекция m2  ли-нии m видима не полностью. Точки 52 и 62 исчезновения её видимости принад-лежат её очерковым образующим и ст-роятся по горизонтальным проекциям 51 и 61 точек пересечения m1  с проекци-ей  главного меридиана поверхности Ф.
       2.5. Точки касания 71 и 81  вертика-льных линий связи к линии m1  называ-ются соответственно её левой и пра-вой точками. Проекции 72 и 82  точек 7 и 8 линии m являются соответственно наилевейшей и наиправейшей точками фронтальной проекции m2 искомой ли-нии m.
       2.6. Фронтальные проекции А2В2  и C2D2 большой и малой осей искомого эллипса являются сопряженными диа-метрами его фронтальной проекции m2 и они этот эллипс задают по графичес-кому алгоритму рис.12.28.
      Если плоскость ( вращением вокруг оси i повернуть до фронтально-проеци-рующего положения (1 и вписать над ней в поверхность конуса шар Данделе-на ( ( см. рис.12.14 ), то он коснется её в фокусе F1 искомого эллипса, а плос-кость линии его касания к Ф пересечет (  по  директрисе d1 ( рис. 16.11 ).
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Рис. 16.12. Ортогональные проекции параболы как конического сечения
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Рис. 16.13. Фрагмент В рис. 16.12.

       F2 и  d2 симметричны относительно малой оси CD эллипса m и на основе этого строятся их ортогональные про-екции. 
      3. Парабола как коническое сече-ние лежит в плоскости (, которая па-раллельна одной из образующих пове-рхности Ф. Для задания такого положе-ния этой плоскости её фронтальный след f2(01 прежде следует расположить, допустим, параллельно левой очерко-вой образующей ( рис.16.12 ), а затем вращением вокруг оси i её горизонталь-ный след h01( повернуть на некоторый угол, выведя тем самым плоскость ( из проецирующего положения в общее.
       Построение проекций обыкновен-ных точек параболы следует выпол-нять способом вспомогательных гори-зонтальных плоскостей уровня, кото-рые пересекают плоскость ( по её горизонталям, а поверхность Ф – по её соответственным параллелям-окружно-стям. 

       Изобразительно горизонтальная проекция m1 параболы m симметрична относительно её оси, совпадающей с горизонтальной проекцией u1 линии на-ибольшего уклона u плоскости (, про-ходящей через ось вращения поверхно-сти Ф. Проекция m1  полностью видима. 

       К числу особых точек параболы от-носятся её вершина А, фокус F и осно-вание К директрисы  d.

     3.1. Вершина А позиционно является точкой встречи линии u с поверхностью Ф. Её фронтальная проекция А2 являет-ся наивысшей точкой фронтальной про-екции m2 параболы m, а горизонталь-ная А1 принадлежит u1.
       3.2. Фокус F позиционно является точкой касания шара Данделена ( к плоскости (. Графически фронтальная проекция о2 центра о шара (  строится как точка пересечения биссектрисы уг-ла между вырожденным следом (21 се-кущей плоскости ( и правой очерковой образующей l2 проекции Ф2 поверхности Ф с  проекцией i2 оси вращения Ф. Про-екция F2 фокуса F находится на u2 на уровне её вспомогательной проекции F21 ( рис.16.13 ).
       3.3.Основание К директрисы d  ле-жит в плоскости кривизны окружности касания шара (  к поверхности Ф и в (.
       3.4. Точка 32 исчезновения видимо-сти фронтальной проекции m2 парабо-лы m cтроится по её горизонтальной проекции 31  в пересечении m1 с гори-зонтальной проекцией главного мери-диана поверхности Ф.
       4. Гипербола как коническое сече-ние лежит в плоскости (, параллель-ной двум образующим и пересекающей две полы поверхности Ф. Поэтому кон-структивно она имеет две ветви, две асимптоты и две директрисы.
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Рис.16.14. Ортогональные проекции гиперболы как конического сечения

       Так как ((П1, то m11,m12 ( n11,n12 ( d11,d21 ( (1, где m1,m2,– ветви гипер-болы, d1 и d2 – её директрисы, а  n1, n2 –её асимптоты  ( рис.16.14 ).
      Фронтальные проекции вершин, фо-кусов и директрис строятся при помощи проекций (2 шаров Данделена, вписан-ных в Ф и касательных к (  в фокусах гиперболы. Директрисы принадлежат плоскостям кривизны параллелей каса-ния ( к Ф, а асимптоты являются про-екциями на ( образующих Ф, парал-лельных (.
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Рис.16.15. Варианты  решения позиционных задач на пересечение плоскости с поверхностями вращения второго порядка
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Рис. 16.16. Невырожденная

проекция сечения сферы
 горизонтально-проецирующей плоскостью
Р е ш е н и е    з а д а ч и   № 7.5

(рис. 16.15)
Анализ условия:
       Согласно условию, в этой задаче плоскость ( пересекает поверхности вращения второго порядка – сферу, эл-липсоид, параболоид и однополостный гиперболоид. Так как они образованы вращением кривых линий второго поря-дка, то они криволинейчаты. Поэтому точками искомых линий пересечения этих поверхностей с секущими плос-костями различного положения будут точки встречи с ними соответствующих элементов их линейного каркаса.
       Конструктивно линейные каркасы поверхностей вращения любого вида представляют собой пространственные системы их меридианов, компланарных с осью вращения и параллелей-окруж-ностей, плоскости кривизн которых пер-пендикулярны к этой оси. 
       Позиционно меридианы являются линиями пересечения этих поверхнос-тей плоскостями, проходящими через их ось, а параллели – линиями их пере-сечения плоскостями, перпендикуляр-ными к этой оси.
      Так как данные поверхности образу-ются вращением кривых 2-го порядка вокруг их осей симметрии, то их после-довательные положения образуют под-системы конгруэнтных меридианов их линейного каркаса, а точки этих линий в процессе вращения образуют подсисте-мы параллелей-окружностей разного радиуса. Окружности конструктивно яв-ляются наиболее простыми линиями и поэтому для решения поставленной за-дачи целесообразно применять вспо-могательные секущие плоскости уров-ня, перпендикулярные к соответствен-но проецирующим осям заданных по-верхностей вращения
       На рис. 16.15 приведены варианты решения позиционных задач на пересе-чение поверхностей вращения 2-го по-рядка, оси которых занимают проециру-ющие положения, с плоскостями как частного, так и общего положения.
       Ортогональные проекции искомых линий пересечения обладают рядом конструктивных    и     изобразительных 

свойств. 
       1. С ф е р а Ф является поверх-ностью постоянной положительной кри-
визны, фигурой любого плоского сече-ния которой является окружность. Поэ-тому:

       1.1. Если сфера Ф пересекается плоскостью ( частного положения, то одна из проекций искомой окружности является прямой линией, совпадающей с вырожденной проекцией этой плоско-сти ( рис.16.15, п.п. 1.1,1.2);
       1.2. Если секущая плоскость ( за-нимает положение уровня, то проекция m1(2) лежащей в ней окружности m на соответствующей плоскости проекций будет окружностью  в  её  натуральную  величину ( рис.16.15, п.п. 1.3, 1.4 );
      1.3. Если секущая плоскость ( зани-мает то или иное проецирующее поло-жение, то невырожденная проекция фи-гуры сечения является эллипсом, боль-шая ось которого вертикальна, а малая – горизонтальна и совпадает соответ-ственно с вырожденной проекцией эк-ватора (п.1.1) или главного меридиана  (п.1.2) пересекаемой сферы Ф.
       В связи с тем, что очерки ортого-нальных проекций сферы конгруэнтны, их можно привести в тождественное расположение и на таком совмещенном комплексном чертеже построить невы-рожденную проекцию окружности сече-ния в виде эллипса (рис. 16.16).
       К особым точкам этой проекции от-носятся наивысшая А2 и наинизшая В2, точки как её вершины, а также точки 12 и 22 исчезновения её видимости на очерковой линии n2, которые находятся  в проекционной связи с точкой пересе-чения вырожденной проекции m1  с го-ризонтальной проекцией n1 главного меридиана сферы.
       Фронтальные проекции C2 и D2 кон-цов малой оси эллипса m2 находятся в проекционной связи с точками пересе-чения  вырожденной проекции (1 с про-екцией е1 экватора е  сферы Ф.
       Промежуточные точки эллипса m2 строятся на основе моделирования от-ношения их принадлежности к горизон-талям а поверхности сферы Ф.
      1.4. Если сфера пересекается плос-костью общего положения, то окружно-сть сечения, располагаясь в этой плос-кости, проецируется на П1 и П2 в эл-липсы m1 и m2, параметры  которых  оп-
ределяются особенностями расположе-ния плоскости (  к  параллелям сферы.
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Рис.16.17.  Невырожденная проекция сечения вытянутого эллипсоида вращения горизонтально-проецирующей плоскостью
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Рис.16.18. Невырожденная проекция сечения сжатого эллипсоида вращения фронтально-проецирующей плоскостью
      К числу конструктивных свойств ор-тогональных проекций окружности об-щего положения относятся положения их осей, проходящих через проекции её центра. Большие оси её эллиптических проекций совпадают с теми проекциями линий уровня, которые не параллельны оси х12, а малые – совпадают с соответ-ствующими проекциями линий наиболь-шего уклона плоскости её кривизны, перпендикулярными к одноименным проекциям её линий уровня (см. рис. 12.43).
       2. Э л л и п с о и д   в р а щ е н и я ( с вертикальной осью может быть вы-тянутым (рис.16.15, п.п.2.1, 2.3, 2.5) или сжатым (рис.16.15, п.п. 2.2,2.4). По сво-ему содержанию графическое решение задачи на пересечение этих поверхнос-тей с проецирующими плоскостями не отличается от вышеприведенного ре-шения с участием сферы.  

       Различия между этими решениями по форме определяются конструктив-ными особенностями пересекаемых по-верхностей.
       Если совместить проекции о1 и о2 центров проекций (1 и (2 эллипсоида (, то очерк n1 его горизонтальной про-екции со следом (1 секущей плоскости ( впишется в очерк n2 его фронтальной проекции. В итоге получается двойная монопроекция исходного условия, ре-шение которого отличается простотой и компактностью ( рис.16.17).
       Если секущая плоскость ( перпен-дикулярна к оси і вращения вытянутого эллипсоида (, то она пересекает его по 
параллели-окружности m соответству-ющего радиуса (рис. 16.15, п.2.3).

       Если секущая плоскость ( фрон-тальна и не проходит через вертикаль-ную ось вращения сжатого эллипсоида, то фигура фронтальной проекции ли-нии их пересечения подобна очерку фронтальной проекции поверхности и графически строится на основе моде-лирования отношения принадлежности точек этой линии и это поверхности (рис.16.15, п.2.4).
       Если секущая плоскость ( занима-ет общее положение, то она пересекает вытянутый эллипсоид вращения по эл-липсу,  отношения  длин  осей  которого 

зависит  от  положения  этой  плоскости

по отношению к его оси вращения.
       В общем случае задача п.2.5 реша-ется с применением вспомогательных горизонтальных плоскостей уровня, а изобразительные свойства ортогональ-ных проекций получаемого эллипса описываются особенностями рис.12.46.
       3. Параболоид вращения ( явля -ется полуоткрытой поверхностью, система линейного каркаса которой оп-ределяется подсистемой конгруэнтных парабол-меридианов и конкурентных с ними  подобных между собой паралле-лей-окружностей. Вид линии пересече-ния его плоскостью ( зависит от её по-ложения по отношению к оси вращения поверхности.
       3.1. Если секущая плоскость ( па-раллельна оси i вращения поверхности, (, то она параллельна некоторому её меридиану, проходящему через эту ось, а поэтому линия m их пересече-ния подобна ему и является параболой (рис.16.15, п.п. 3.1,3.4).

      3.2. Если секущая плоскость ( пер-пендикулярна к оси i вращения поверх-ности (, то фигурой сечения является окружность m как одна из параллелей его линейного каркаса (рис.16.15 п.3.3).
       3.3. Если секущая плоскость ( пе-ресекает ось вращения поверхности под острым углом, то она пересекает все её меридианы и линией пересече-ния полуоткрытой поверхности явля-ется замкнутая линия – эллипс. 
      Если плоскость ( занимает фронта-
льно-проецирующее положение, то её вырожденная проекция (2 содержит в себе фронтальную проекцию m2 иско-мой линии пересечения, а её горизон-тальная проекция m1 строится на осно-ве графического моделирования отно-шения принадлежности точек линии m к поверхности параболоида.
       Если секущая плоскость ( занима-ет в пространстве общее положение и пересекает все меридианы параболо-ида, то искомой линией их пересечения
является эллипс общего положения.
      Ортогональные проекции этого эл-липса  строятся графически с помощью вспомогательных секущих горизонталь-ных плоскостей, которые пересекают поверхность по её параллелям, а пло-скость ( - по её горизонталям.  Пересе-

каясь, эти линии определяют  проекции
искомой линии m пересечения плоско-сти ( и поверхности ( (рис.16.15,п. 3.5)

       4. Однополостный  гиперболоид    вращения (  является открытой пове-рхностью, образованной вращением либо гиперболы вокруг её мнимой оси, либо прямой линии, скрещивающейся с этой осью. Поэтому сечение этой пове-рхности плоскостью (, походящей че-рез ось, является меридиональной ги-перболой (рис.16.15. п.4.1), а сечение плоскостью, параллельной оси,- гипер-болой, которая родственна меридиана-льной гиперболе (п. 4.4).

Если плоскость ( перпендикулярна к оси вращения поверхности (, то она пересекает её по окружности m как одной из параллелей её линейного кар-каса.

       Если плоскость ( пересекает ось под острым углом, то она пересекает все меридианы поверхности ( и в ито-ге линией их пересечения является замкнутая кривая – эллипс (п. 4.2)

        Если секущая плоскость  занимает общее положение, то она также пере-секает всем меридианы поверхности ( в точках эллипса m общего положения.

Ортогональные проекции этой линии строятся при помощи вспомогательных секущих плоскостей уровня, пересека-ющих поверхность ( по её паралле-лям, а плоскость ( - по её горизон-талям, которые, в свою очередь, пере-секаясь, определяют точки искомой ли-нии пересечения плоскости ( и поверх-ности (.
О б щ и е   в ы в о д ы  и з  р е ш е н и я

з а д а ч и   7.5

       1. Если поверхность вращения с вертикальной осью любого вида пере-секается плоскостью частного поло-жения, то одна из ортогональных про-екций линии их пересечения совпадает с вырожденной проекцией секущей плоскости, а вторая строится на ос-нове графического моделирования от-ношения принадлежности точек этой линии к заданной поверхности.

       2. Если секущая плоскость зани-мает в пространстве общее положе-ние, а ось  пересекаемой  поверхности

 вертикальна, то для решения пози-ционой задачи на построение линии их

пересечения следует принимать та-кие вспомогательные секущие плоско-сти, которые пересекали бы данную поверхность по её параллелям.

Пересечение поверхности с подобными параллелями плоскостью общего положения
       К числу закономерных поверхностей с подобными параллелями относятся трёхос-ный эллипсоид, эллиптические параболо-ид, одно- и двухполостный гиперболоиды а также те поверхности «по замыслу архитек-тора», нормальные сечения которых не являются окружностями, но подобны друг другу ( рис 16.19 ).

       Если две подобные фигуры лежат в па-раллельных плоскостях, то в пространстве  существует центр их подобия, который, по-добно центру проецирования, преобразо-вывает одну фигуру в другую. 

	[image: image19.png]VIR

L/
n& v \/ // ,.1._
——- - A - -—AN
~
4 — 7 A0\ © ]
, 7 48 - A
‘N X 7 — = < ~ N
& AR 2 ZZ = NE /4
X |l =\/__ 1)
N L TS Y AN - - Yy
b H W I \ X
\ W~ | =11/ " A OO\ Y/
Ry L1/ / S / ] ANAM\NER § ~ \\\\\s.
.20 \\\:\#m -= I/ oo Y @vﬁﬁw@/ 4ﬁl.
\ = — S R— T - 4« §~«m¢5 \
——- .é\\%\ e .@:. ,
_XAY _ - _ N _ - _ - X aﬁ\! s»a\» bms oA
sl i _ A\ _ //%Q / s&..» \n
S S S— S S E







Рис.16.19.  Графическое решение позиционной задачи на пересечение  поверхности с 

подобными  параллелями  плоскостью  общего

положения
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Рис.16.20. Геометрическая модель построения точек встречи прямой линии общего положения с цилиндрической поверхностью
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Рис.16.21.  Геометрическая модель построения точек  встречи проецирующей прямой с конической поверхностью
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Рис.16.22.  Геометрическая модель построения точек  встречи линии уровня и общего положения с конической поверхностью
       Если принять некоторую линию m( за пределами поверхности Ф, подобную  всем её  параллелям, за ту, в которую из своих центров подобия спроецируются эти парал-лели, то она станет вырожденной проекци-ей Ф( всей поверхности Ф. В силу собира-тельного свойства этой проекции с нею сов-падает вырожденная проекция m1( искомой линии m их пересечения.
       Для построения ортогональных проек-ций m1 и m2  искомой линии пересечения m плоскости ( (а || b) и заданной поверхнос-ти Ф необходимо:
       1. определить фронтальную проекцию S2n центра подобия между эллипсом m( и некоторой параллелью с поверхности Ф для чего соединить между собой две соот-ветственные точки этих линий прямой ли-нией и отметить искомую точку её пересе-чения с проекцией i2  оси i;
       2. из центра S2n cпроецировать на m( горизонталь h2n, компланарную с паралле-лью с поверхности Ф, в h1n(, которая пере-секает m( в точках 31( и 41( как вспомога-тельных проекциях искомых точек пересе-чения горизонтали hn плоскости ( и парал-лели с поверхности Ф ; 
       3. по 31( и 41( построить 32( и 42( на  m2(
и эти проекции из центра S2n cпроециро-вать на с2 ( h2n во фронтальные проекции 32 и 42  точек 3 и 4 искомой линии m пересе-чения плоскости ( и поверхности Ф;
       4. по фронтальным проекциям 32 и 42 точек 3 и 4  искомой линии пересечения построить их горизонтальные 31 и 41 проек-ции на основе графического моделирова-ния отношения принадлежности этих точек к секущей плоскости;

       5. Алгоритм из произведенных 4-х дей-ствий повторить необходимое и достато-чное число раз и одноименные проекции полученных точек соединить под лекало, получив тем самым искомые ортогональ-ные проекции m1 и m2 искомой линии пе-ресечения m плоскости ( и поверхности Ф с подобными друг другу  параллелями.
В ы в о д ы   и з    р е ш е н и я:

       1. Рассмотренный аппарат установ-ления конструктивных взаимно-однозна-чных соответствий между принятой не-подвижной фигурой m( и подобными ей параллелями поверхности Ф является статичным аналогом аппарата центра-льного подвижного проецирования (см.рис. 6.11,16.3) с переменным главным рассто-янием, который делает любую поверхно-сть с подобными друг другу параллелями киноперспективной и проецирующей;              

        2. Способность  аппарата  централь-
ного подвижного проецирования с изменя-емым главным расстоянием преобразо-вывать неразвёртываемые поверхности вращения в развёртываемые, вырождать поверхности, плоскими сечениями кото-рых являются центральные проекции на-перёд заданной линии, в эту линию, и нао-борот, линию преобразовать в поверх-ность говорит о том, что, с одной сто-роны, он является конструктивным аппа-ратом топологических преобразований одних поверхностей в другие, а с другой – эффективным аппаратом конструирова-ния широкого класса киноперспективных поверхностей и решения позиционных  за-дач над ними.
16.3. Графическая технология решения задач на пересечение прямой линии с поверхностью

( рис.16.23 )

Решение  задачи  №8

       Предварительные замечания.

        Так как, согласно условию, во вза-имодействие вступают прямая линия и поверхность, то особенности графичес-кого построения общих для них точек определяются как их положением в пространстве, так и видом пересекае-мых поверхностей.
       Так как многогранные поверхности являются прототипами кривых, то в ус-ловие задачи №8 введем поверхности цилиндрические, конические общего положения. и вращения с вертикаль-ной осью.

       Задача №8.1. Построить двухкар-тинный комплексный чертёж точек встречи прямой линии а с поверхнос-тью цилиндра Ф;

       Задача №8.2 Построить двухкар-тинный комплексный чертёж точек встречи прямой линии а с поверхнос-тью конуса (;
       Задача №8.3. Построить двухкар-тинный комплексный чертёж точек встречи прямой а с поверхностью вращения ( с вертикальной осью.

Решение задачи №8.1

(рис.16.23, п.п.1.1 -1.5)

       Согласно условию этой задачи, во взаимодействие вступают прямые ли-нии частного и общего положений с прямолинейчатыми цилиндрическими поверхностями общего положения.

        Если прямые  занимают проециру-

ющее  положение, то  их  вырожденные
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Рис. 16.23.  Варианты решения позиционных задач на пересечение прямой линии с кривыми поверхностями
в точки  проекции, в силу  и х  собирате-

льного свойства, содержат в себе одно-

именные проекции искомых точек их встречи с   заданными   поверхностями. 
Недостающие проекции этих точек сле- дует строить моделируя их  принадлеж-

ность  к  заданным  поверхностям ( п.п.

1.1,1.2).
       2. Если прямые занимают положе-ния линий уровня, параллельных осно-ваниям поверхностей, то их следует за-ключать в плоскости  уровня, рассекаю-
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Рис. 16.24. Геометрическая модель 

построения точек  встречи  проецирующей прямой с поверхностью вращения
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Рис. 16.25.  Геометрическая модель построения точки встречи горизонтальной  прямой  а   

с поверхностью  вращения
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Рис.16.26.  Геометрическая модель построения точек встречи прямой общего положения с поверхностью

вращения

щие  эти  поверхности  по  линиям,  кон-
груэнтным их основаниям. Эти линии пересекут заданные прямые в искомых точках их встречи с заданными поверх-ностями ( п.п.1.3,1.4 ). 

       3. Если прямая и поверхность зани-мают общее положение, то эту прямую следует заключить в такую плоскость общего положения, которая пересечет эту поверхность по двум образующим.

       Для этого необходимо (рис.16.21):

       3.1. Концы отрезка А и В прямой а спроецировать на плоскость любого ос-нования данной поверхности по напра-влению её образующих и построить соответствующие следы А( и В( прое-цирующих прямых;
       3.2. Соединив А( с В( прямой а(,  отметить точки М1(  и N1(  её  пересече-

ния с основанием поверхности; 
       3.3. Образующие l поверхности Ф, выходящие из М1( и N1(, пересекают прямую а в искомых точках М и N её встречи с поверхностью Ф.
       Графическое моделирование этого геометрического алгоритма самоочеви-дно.
Решение задачи №8.2.

(рис. 16.23, п.п.2.1- 2.5)

       Согласно условию этой задачи, во взаимодействие вступают прямые част-ного  и  общего  положения  с  прямоли-

нейчатыми коническими поверхностя-ми, оси которых занимают в простран-стве общее положение.
       1. Если прямые занимают проеци-рующие положения, то их вырожден-ные проекции, в силу собирательного свойства, содержат в себе соответству-ющие проекции искомых точек встречи этих прямых с заданными поверхностя-ми. Недостающие проекции этих точек строятся на основе графического моде-лирования их принадлежности к задан-ной поверхности, т.е., к тем её образу-ющим, которые проходят через эти точ-ки ( п.п.2.1,  2.2 ).
       2. Если прямые в пространстве за-нимают положения линий уровня или общее положение, то каждая из них, в паре с вершиной S заданной поверх-ности ( определяет вспомогательную плоскость (, пересекающую эту повер-хность по двум образующим, которые, в свою очередь,  пересекают прямую  а  в 
искомых точках М и N её встречи с по-верхностью (  ( п.п.2.3 – 2.5). В данном случае плоскость основания поверхнос-ти является вспомогательной секущей плоскостью проецирующего положения, пересекающей поверхность конуса по его основанию m, а секущую плоскость ( - по прямой А( В(, которая, в свою очередь, пресекает это основание в то-чках 1 и 2 начала образующих 1S и 2S, дающих в пересечении с а искомые то-чки М и N ( рис.16.23).
       Графическое моделирование этой геометрической ситуации самоочевид-но.
Решение задачи №8.3

(рис.16.23, п.п.3.1 – 3.5)
       Согласно условию этой задачи, во взаимодействие вступают прямые част-ного и общего положения с криволиней-чатыми поверхностями вращения с вертикальной осью. Линейный каркас этих поверхностей состоит из конгру-энтных криволинейных меридианов различной формы и подобных друг дру-гу параллелей-окружностей, плоскости которых в данном случае горизонта-льны. Будучи наиболее простыми на поверхности вращения, они использу-ются для рационального решения пос-тавленной задачи.
       1. Если прямые занимают проеци-рующие положения, то их вырожден-ные в точки проекции содержат в себе соответствующие проекции искомых то-чек встречи этих прямых с заданными поверхностями. Недостающие проек-ции этих точек строятся на основе гра-фического моделирования отношения их принадлежности в заданной поверх-ности, т.е., к тем её параллелям, кото-рые проходят через эти  точки  ( п.п.3.1,

3.2)  (рис.16.24).
       2. Если прямая а горизонтальна, то плоскость уровня (, проходящая через неё, пересечет поверхность вращения ( по её параллели-окружности b, с ко-торой прямая а пересечется в искомых точкам М и N встречи этой с заданной поверхностью ( п.3.3) (рис.16.25).
       3. Если прямая а фронтальна или общего положения, то её следует за-ключить в поверхность однополостного гиперболоида вращения, соосную с  за-

данной поверхностью и  пересекающую
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Рис. 16.27. Геометрическая модель построения линии пересечения двух многогранных поверхностей
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Рис.16.28. Геометрическая модель построения линии пересечения многогранной и кривой поверхностей
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Рис.16.29.  Геометрическая модель построения линии пересечения двух кривых поверхностей
её  по  параллелям-окружностям,  кото-
рые, в свою очередь, пересекают дан-ную прямую а в искомых точках её встречи с данной поверхностью ( ( п.п. 3.4, 3.5) ( рис. 16.26).

16.4. Графическая технология решения задач на взаимное пересечение двух поверхностей

Предварительные замечания

       Существование большого разно-образия поверхностей как многогран-ных, так и кривых, которые попарно мо-гут вступать в отношения взаимного пе-ресечения, требует систематизации этих  пар  по положению и виду вспомо-гательных секущих посредников, входя-щих в алгоритм построения линии их пересечения. 
Возможные варианты сочетаний

пересекающихся поверхностей:

       1. Многогранные + многогранные;
       2. Многогранные + кривые;
       3. Кривые + кривые.
       1.Если пересекаются многогранные поверхности с многогранными, то они, независимо от их вида, пересекаются по пространственным ломаным лини-ям, вершинами которых являются точки встречи рёбер одной поверхности с гра-нями второй и наоборот, а её звеньями – линии пересечения граней второй по-верхности с гранями первой и наобо-рот.
       Позиционные задачи на пересече-ние прямой с плоскостью и двух плос-костей между собой являются тривиа-льными (см.п.10.4, 10.8), решение кото-рых основано на методе вспомогате-льных секущих плоскостей (см.рис.5.43)
       Так как линии пересечения граней двух многогранных поверхностей явля-ются звеньями искомой пространст-венной линии их пересечения, соединя-
ющими соответственные точки встречи ребер одной поверхности с гранями другой и наоборот, то практически ре-шение такого рода задач сводится к не-обходимому и достаточному числу дей-ствий по реализации алгоритма постро-ения точки встречи прямой линии с плоскостью ( рис.16.27).
       2. Если пересекаются многогран-ные поверхности с кривыми, то каждая грань первых является плоскостью, пе-ресекающей в  своих  пределах  вторые

( см. рис. 16.28).  А  пределами   граней
многогранных поверхностей   являются их рёбра, т.е., прямые  линии  ( см. рис. 16.23).
       Грани пересекают кривые поверх-ности преимущественно по кривым ли-ниям, а рёбра – в точках. Поэтому ли-нии, получаемые в пределах каждой грани, являются звеньями искомой про-странственной линии пересечения двух поверхностей с точками излома в точ-ках встречи рёбер первой с поверхно-стью второй. В свою очередь, точки звеньев искомой линии, промежуточ-ные между точками её излома, являют-ся точками встречи соответствующих элементов линейного каркаса кривой поверхности с гранями многогранной.
       В итоге получается, что линии пе-ресечения многогранных поверхностей с кривыми строятся по точкам встречи рёбер первой поверхности со второй и образующих линий второй с гранями первой. Эти задачи относятся к числу тривиальных и для получения искомого результата их решения следует повто-рять необходимое и достаточной число раз (рис. 16.28).

       3. Если пересекаются две кривые поверхности, то линией их пересечения является пространственная кривая. Её следует строить по точкам, которые конструктивно должны быть точками пересечения двух линий, принадлежа-щих как некоторому секущему эти по-верхности посреднику, так и каждой из них ( рис.16.29). Эта идея лежит в ос-ове метода вспомогательных секущих посредником, сущностью которого яв-ляется следующий алгоритм(рис.16.30):

       1. Две данные поверхности Ф и ( пересечь третьей поверхностью (;
       2. Построить линию а пересечения поверхности ( и поверхности Ф;

       3. Построить линию b пересечения поверхности ( с поверхностью (;
       4. Построить точки встречи М, N,… пересечения линий а и b.
       Цикл из этих 4-х операций следует повторить необходимое и достаточное число раз и полученные точки соеди-нить в соответствующем порядке, полу- чив в итоге искомый результат. 
       Рациональность графического ре-шения этой задачи зависит от правиль-ности   выбора   вспомогательной  секу-
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Рис. 16.30.  Геометрическая идея метода вспомогательных секущих посредников
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Рис.16.31. Пересечение двух

 конических поверхностей, плоскости оснований которых пересекаются
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Рис.16.32. Применение вспомогатель-ных секущих конических поверхностей
для построения линии пересечения

сферы и эллиптического конуса
щей поверхности, которая должна  пе-ресекать данные поверхности Ф и (  по наиболее простым линиям а и b. 
16.4.1. Зависимость вида секущих посредников от вида пересекающихся поверхностей
       1. Если пересекаются две прямоли-нейчатые кривые поверхности между собой, прямолинейчатые с многогран-ными или многогранные между собой, то наиболее простыми линиями их ли-нейных каркасов являются прямые. Поэтому в данном случае в качестве вспомогательных секущих посредников необходимо применять плоскость (.
       Эта плоскость должна пересекать обе данные поверхности по прямым ли-ниям, которые, в свою очередь, должны пересекаться в точках искомой линии их взаимного пересечения. Поэтому по-ложение секущей плоскости в прост-ранстве определяется положением об-разующих или рёбер этих поверхнос-тей. 

Возможные варианты:

       а) образующие или рёбра данных поверхностей занимают одно- или раз-нонаправленное проецирующее поло-жение. В этом случае в применении вспомогательной секущей плоскости нет необходимости, так как вырожден-ные проекции проецирующих поверхно-стей, в силу их собирательного свой-ства, содержат одну соответствующую проекцию линии их пересечения, а вторую её проекцию следует строить на основе моделирования отношения при-надлежности её точек ко второй непро-ецирующей поверхности.

       К числу таких поверхностей отно-сятся цилиндрические и призматичес-кие.

      Если образующие или рёбра этих поверхностей занимают в пространстве общее положение, то существует неко-торая плоскость ( их параллелизма, по отношению к которой все вспомогате-льные секущие плоскости ( должны быть параллельны ( рис.5.44, в ).

       б) Если пересекаются  цилиндриче-ские (призматические) с коническими (пирамидальными) поверхностями, то плоскости  (  должны  проходить  через 

прямую   линию  с,   проходящую  через

вершину конуса (пирамиды) паралле-льно образующим цилиндра или рёб-рам призмы. При этом секущие плоско-сти должны задаваться их следами, проходящими через след К (следы К, L) этой прямой  на плоскости (плоскостях) оснований данных поверхностей ( см рис. 5.46 ).

       в) Если пересекаются две пирами-дальные, пирамидальная с конической или две конические поверхности, то вс-помогательные секущие плоскости ( должны проходить через прямую s, со-единяющую их вершины. Если эта пря-мая не параллельна плоскости ком-планарных оснований данных поверх-ностей, то она её пересекает в точке К, через которую следует проводить необ-ходимое и достаточное количество сле-дов плоскостей (, пересекающих осно-вания поверхностей в точках, из кото-рых начинаются те их образующие, ко-торые, в свою очередь, пересекаются в точках искомой линии пересечения (см.рис.5.45, г).

       Если плоскости оснований данных поверхностей не параллельны, то они пересекаются по некоторой прямой d, а прямая s, соединяющая их вершины, пересекает плоскость одного основания в точке К, а второго в точке L. Соответ-ственно следы секущих плоскостей (, выходя из К,  пересекают основание первой поверхности и, дойдя до линии d, преломляются на ней, после чего, направляясь к  L, пересекают основа-ние второй поверхности. Из точек пере-сечения этих следов с основаниями данных поверхностей начинаются те их образующие, которые, пересекаясь, оп-ределяют точки искомой линии их пе-ресечения (рис.-16.31). 
       Если прямая s параллельна плос-кости оснований данных поверхностей, то следы секущих плоскостей ( на плоскости этих оснований параллель-ны этой прямой и друг другу и распола-гаются между своим крайним секущим по отношению в фигуре одного основа-ния положением и касательным по от-ношению к фигуре второго и наоборот (см.рис.5.45, в ).

       2. Если пересекаются поверхности вращения общего вида с цилиндричес-кими, коническими поверхностями об-щего вида или с их многогранными про-
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Рис.16.33.  Применение вспомогатель-
ных сферических поверхностей для
построения линии пересечения  двух
поверхностей вращения
Рис.16.34. Варианты решения позици-
онных задач на взаимное пересечение
двух призматических поверхностей.
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тотипами ( призматическими или пира-мидальными), то в качестве вспомога-тельных секущих посредников следует применять цилиндрические или кони-ческие поверхности.

        В первом случае параллель повер-хности вращения служит направляю-щей для цилиндрического посредника, образующие которого параллельны об-разующим данной цилиндрической по-верхности. Поэтому они пересекаются по паре параллельных прямых, кото-рые начинаются в точках пересечения оснований этих поверхностей и пересе-кают выделенную параллель поверх-ности вращения в точках искомой ли-нии пересечения ( см. рис. 5.47.б )

     Во втором случае параллель повер-хности  вращения   служит  направляю-
щей вспомогательного «совершинного» конического посредника, основание ко-торого пересекает основание данной конической поверхности в точках, из ко-торых начинаются их общие образую-щие,   пересекающие   выделенную  па-
раллель поверхности вращения в точ-ках искомой линии их пересечения (рис. 16.32).

       3. Если пересекаются две поверх-ности вращения с пересекающимися осями, то точку пересечения последних можно принять за центр вспомогатель-ных секущих сферических посредников. Будучи соосными с каждой из данных  поверхностей, секущие сферы пересе-кают их по параллелям-окружностям, которые, располагаясь на этих сферах, пересекаются к точках искомой линии пересечения данных поверхностей (рис.16.33).

16.4.2. Пересечение двух призматических поверхностей

      Так как на содержание процесса ре-шения задачи на построение линии пе-ресечения двух призматических повер-хностей их «гранность» на влияет, то для простоты их формы примем обе поверхности    3-х    и    4-х гранными 

(рис. 16. 34).
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Рис.16.35.  Графическое решение

 позиционной задачи на пересечение двух призматических поверхностей
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Рис.16.36.  Построение линии  m
пересечения  двух  призматических поверхностей Ф  и (  по её двум косоугольным  проекциям  m1Ф и m1(
    Пример 16.1  Построить комплексный чертёж пересекающихся призматических поверхностей Ф и ( ( рис.16.35). 
       Анализ условия:  Рёбра 4-хгранной по-верхности Ф  и 3-хгранной поверхности ( в пространстве занимают общее положение, а между собою скрещиваются. Поэтому су-ществует некоторая плоскость( паралле-лизма этих образующих, относительно ко-торой все вспомогательные секущие плос-
кости (1, (2,… (n  должны быть параллель-ны.

       Решение: 1. Через произвольную точку А пространства провести прямые р и q, со-ответственно параллельные рёбрам повер-хностей (  и Ф;
       2. Построить горизонтальный след (1  плоскости(  по горизонтальным следам Р1 и Q1  прямых р и q, проведенных через точку А;

       3. Заключить ребро с поверхности (  в первую вспомогательную секущую плоско-сть (1 , горизонтальный след (11 которой проходит через основание ребра с парал-лельно (1  и пересекает основание поверх-ности Ф в точках 11 и 12. Эти точки явля-ются началами линий пересечения плоско-сти (1 с гранями а n и a e поверхности Ф, параллельных её ребрам и пересекающих ребро с  поверхности (  в  точках 1 и 2  ис-комой линии пересечения  m  поверхностей
(  и Ф.
       Горизонтальные проекции 11 и 21  этих точек являются вершинами треугольников, подобных треугольнику А1 Р1 Q1  плоскости параллелизма (.
       4. Фронтальные проекции 12 и 22 точек 1 и 2 находятся на с2 в прямой проекцион-ной связи с их горизонтальными проекци-ями и являются вершинами треугольников, подобных треугольнику А2 Р2 Q2  плоскости параллелизма (;
       5. Аналогично построению точек 1 и 2 встречи ребра с поверхности (  следует построить остальные точки 3, 4,….9, 10 встречи ребер одной поверхности с граня-ми второй и наоборот. По технологии реше-ния задачи прежде строятся их горизонта-льные проекции, а затем – фронтальные.

       6. Порядок соединения проекций вершин линии m и определение видимо-сти её звеньев (на основе графического способа условных разверток) [ 17 ].

       6.1. на свободном месте чертежа, ря-дом с проекциями исходного условия с построенными проекциями точек искомой линии m изобразить фигуры наложения ус-ловных разверток боковых поверхностей Ф и (. При этом желательно, чтобы рёбра, по которым мысленно разрезаются эти пове-рхности, не содержали точек искомой ли-нии m. Для поверхности ( это ребро а, для поверхности Ф  - ребро d. Их проекции дол-жны быть крайними на соответствующих фигурах наложения условных разверток;

       6.2. заштриховать проекции невидимых граней каждой поверхности. У поверхности Ф  на горизонтальной проекции невидимы грани k n и n d, а на фронтальной проекции – грани n k и k e. У поверхности ( на виде сверху невидима грань а с, а на виде спе-реди – грани а с и а b. Точки и линии, лежащие в невидимых гранях, – невидимы.

       6.3. нанести на построенные сетки рё-бер условных развёрток соответствующие проекции построенных точек встречи на основе графического моделирования того, что каждая точка лежит на ребре одной по-верхности, но в грани другой и наоборот;

       6.4. соединить проекции нанесенных точек от ребра к ребру в пределах каждой грани с учётом её видимости. В итоге получается замкнутая ломаная линия, по-рядок чтения точек которой определяет по-рядок соединения соответствующих проек-ций вершин искомой линии m пересечения данных призматических поверхностей Ф и (, рёбра которых занимают в пространстве общее положение.
       Для повышения наглядности верхнее основание  поверхности Ф  на  виде  сверху

 условно не показано.
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Рис.16.37. Графическое решение

позиционной задачи на пересечение

призматической и пирамидальной поверхностей.
16.4.3. Пересечение призматических  и пирамидальных поверхностей
       Общие замечания. Логика систем-ного исследования требует рассмотре-ния всех вариантов сочетания пересе-кающихся поверхностей, расположен-ных так или иначе в пространстве.
       Анализ рис.16. 34  показывает,  что 

если одна или обе пересекающиеся призматические поверхности занимают проецирующие положения, то соответ-ственно одна или обе проекции иско-мой линии их пересечения, в силу соби-рательного свойства их вырожденных проекций, как бы содержатся в исход-ном условии. В случае необходимости следует графически промоделировать отношение принадлежности точек иско-мой линии к той поверхности, образу-ющие которой занимают в пространст-ве общее положение.
       Анализ рис.16.35 показывает, что фигуры оснований поверхностей Ф и (
общего положения в пределах между крайними положениями горизонталь-ных следов (11  и  (1 n вспомогательных 

секущих плоскостей ( являются косоу-гольными проекциями на П1 искомой линии m по направлениям  образующих

этих поверхностей ( рис.16. 36). В этом случае получается, что фигуры основа-ний данных поверхностей в пределах их участков m11 и m1n также обладают собирательными свойствами, благода-ря чему полученный дважды косоуголь-ный комплексный чертёж линии m об-ладает свойством обратимости, позво-ляющим построить эту линию по её двум косоугольным проекциям.
       Если пересекаются поверхности призмы Ф и пирамиды (, то фигура ли-нии m их пересечения, как принадле-жащая обеим поверхностям, будет про-ецироваться на плоскую фигуру осно-вания призмы Ф из центра SФ(, удален-ного по направлению её образующих в бесконечность, а на плоское основание пирамиды ( – из её конечно располо-женной  вершины S.
       Так как обе поверхности прямоли-нейчаты, то параллельно-косоугольная проекция m1Ф искомой линии m распо-ложится на линии основания поверх-ности Ф  в пределах наложения на неё косоугольной проекции линейного кар-каса пирамиды (, а её центральная проекция m1(  совпадёт с фигурой осно-вания пирамиды (. Эти две проекции определяют обратным проецированием искомую линию m.
       Пример 16.2.. Построить комплекс-ный чертёж пересекающихся призмати-ческой Ф и пирамидальной поверхности ( с некомпланарными основаниями ( рис. 16. 37).
       Решение: 1. Построить проекции d1, d2 линии d пересечения оснований поверх-ностей Ф и (;
       2. Спроецировать вершину S пирамиды 
( по направлению рёбер призмы Ф на пло-скость её основания в точку К, a на плос-кость своего основания в точку L и изобра-зить их на комплексном чертеже;

       3. Построить косоугольные проекции линейного каркаса пирамиды ( на грани двугранного угла оснований данных повер-хностей. При этом проекции ребер пирами-ды, идущие в проекцию L вершины S, изла-мываются на ребре d и направляются в проекцию К вершины S на основание приз-мы Ф;

       4. Точки пересечения проекций ребер пирамиды с фигурой основания призмы яв-
лются косоугольными проекциями искомых точек встречи ребер пирамиды с поверхно-стью  призмы и  наоборот,  точки  пересече-
ния проекций ребер призмы из  вершины  S
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Рис.16.38.  Графическое решение

позиционной задачи на пересечение двух пирамидальных поверхностей
на плоскость основания пирамиды  с  фигу-
рой этого основания являются централь-ными проекциями точек встречи рёбер при-змы с поверхностью пирамиды.

       5. Построенные проекции вершин ис-комой пространственной ломаной линии m пересечения данных поверхностей соеди-нить между собой с учётом видимости, пользуясь способом условных разверток (см. рис.16.35).
16.4.4. Пересечение двух 

пирамидальных  поверхностей
       Пример 16.3. Построить комплек-сный чертёж двух пересекающихся пи-рамидальных поверхностей Ф и ( с не-компланарными основаниями  (рис. 16.38).

       Решение: 1. Построить проекции d1 и d2
линии пересечения d плоскостей основа-ний данных поверхностей;
       2. Соединить вершины S1 и S2 поверх-ностей Ф  и (  прямой линией s;
       3. Построить проекции К1, К2 точки вст-

речи К линии s с плоскостью ( основания поверхности ( и аналогично – проекций L1, L2 точки L встречи линии s с плоскостью ( основания поверхности Ф; При этом  пози-ционно точка L является проекцией верши-ны S2 пирамиды ( на плоскость основания пирамиды Ф из её вершины S1, а  точка  К –

проекцией вершины S1 пирамиды Ф на пло-
скость  основания  пирамиды (  из её  вер-
шины S2;
       4. Из вершины S1  поверхности Ф  спро-ецировать на плоскость её основания ли-нейный каркас пирамиды (. Для этого на П1  через К1  и проекции А1 В1 С1  вершин А,В и С основания пирамиды ( провести пря-мые до пересечения с проекцией  d1 ребра d и полученные точки соединить с точкой L1. Участок m1Ф наложения проекции линей-ного каркаса поверхности ( на фигуру про-екции основания поверхности Ф является горизонтальной проекцией центральной проекции искомой линии m из центра S1  на плоскость ( ;
       5. Из вершины S2 поверхности ( спрое-цировать на плоскость её основания ли-нейный каркас поверхности Ф. Для этого на П1  через L1 и проекции D1, E1, и F1 провести прямые до пересечения с проекцией d1  ре-бра d и полученные точки соединить с точ-кой К1. Участок m1( наложения проекции линейного каркаса пирамиды Ф на фигуру проекции основания пирамиды ( является горизонтальной проекцией центральной проекции искомой линии m из центра S2 на плоскость (;
       6. По соответственным проекциям то-чек полученных вырожденных проекций m1Ф и m1( искомой линии m построить её горизонтальную проекцию m1 .Для этого до-статочно проекции этих соответственных точек на проекциях оснований данных пи-рамид соединить с проекциями их вершин и полученные точки пересечения принять за искомые;
       7. Построенные горизонтальные проек-ции точек встречи ребер одной поверхнос-ти с гранями второй и наоборот соединить с учетом видимости между собой пользуясь способом условных разверток.
       8. Фронтальную проекцию m2 следует строить с учетом видимости на основе графического моделирования отношения принадлежности её вершин к соответст-вующим рёбрам данных пересекающихся поверхностей.
16.4.5. Пересечение призматической

 и цилиндрической поверхностей
      Общие замечания. Обе поверхности прямолинейчаты и каждая из них или обе могут занимать проецирующее по-ложение. В первом случае одна из про-екций искомой линии пересечения сов-падает с вырожденной в линию проек-цией этой поверхности, а вторая стро-ится на  основе  графического  модели-рования отношения её принадлежности

ко второй   из  заданных  поверхностей.
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Рис.16.39.  Графическое решение позиционной задачи на пересечение

призматической и цилиндрической

поверхностей
       Во втором случае ортогональные проекции искомой линии пересечения совпадают с вырожденными разнои-менными проекциями данных поверх-ностей и поэтому на их комплексном чертеже никаких графических операций не производится (см. рис.16.34, п. 2.1).

       Если же элементы линейных кар-касов данных поверхностей занимают в пространстве общее положение, то они имеют общую плоскость параллелизма (. 
       Вспомогательные секущие плоскос-ти (, параллельные плоскости (, рас-секают данные поверхности по пря-мым, которые, в свою очередь, пересе-каются в точках искомой линии пересе-чения.

       По содержанию графическое реше-ние позиционной задачи на пересече-ние цилиндрической и призматической поверхностей не отличается от реше-ния задачи на  пересечение  двух  приз-

матических поверхностей (см. рис.16. 35), а по форме отличается криволи-нейностью звеньев пространственной линии m с точками излома в точках вст-

речи ребер призмы с поверхностью  ци-

линдра. К числу опорных относятся точ-

ки излома линии  m и  точки  исчезнове-

ния видимости её эллиптических зве-ньев на очерковых образующих орто-гональных проекций цилиндрической поверхности. 

       Пример 16.4. Построить двухкартин-ный комплексный  чертёж  пересекающих-ся призматической Ф и цилиндрической ( поверхностей с некомпланарными основа-ниями (рис. 16.39).
       Решение: 1. Построить проекции n1 и n2
линии пересечения n плоскостей ( и ( ос-нований поверхностей Ф и (, занимающих в пространстве фронтально-проецирующее положение;

       2. Через произвольную точку А прост-ранства провести прямые, соответственно параллельные образующим цилиндра Ф и рёбрам призмы ( до пересечения в точках Р и Q с плоскостями ( и ( их оснований. Эти прямые определяют плоскость ( пара-ллелизма линейных каркасов этих повер-хностей;
       3. Построить горизонтальные проек-ции р1 и q1 линий пересечения плоскости ( с плоскостями ( и (;
       4. Провести крайние положення (11 и (1n горизонтальных следов вспомогатель-ных секущих  плоскостей  (,  параллельных 

(, определив тем самым на основаниях данных поверхностей  совпадающие с ними косоугольные проекции m1( и m1Ф искомой линии m  их пересечения;

       5. Построить проекции 11 и 21 точек встречи 1 и 2 ребра b призмы Ф с по-верхностью  цилиндра ( . Для этого через вершину В1 горизонтальной проекции осно-вания поверхности Ф  прежде проводится след (11 по плоскости ( параллельно следу q1 плоскости (  до пересечения с ребром n, а затем – след (11 вспомогательной се-кущей плоскости ( на плоскости (, па-раллельный следу р1 плоскости ( до пе-ресечения с оcнованием поверхности ( в точках 111 и 211, из которых начинаются проекции образующих поверхности (, пе-ресекающие проекцию b1 ребра b в ис-коомых проекциях 11 и 21 его точек встречи с поверхностью (. 

       Фронтальные проекции 12 и 22 этих точек строятся на основе графического моделирования их принадлежности к b2.
       6. Проекции всех остальных, как  опор-ных, так и промежуточных точек искомой линии m пересечения данных поверхно-стей строятся аналогично построению то-чек 11 и 21 ;
       7. Видимость проекций точек линии пе-ресечения определяется видимостью обра-зующих данных поверхностей, в пересече-нии которых эти точки лежат.

Рис.16.40. Графическое решение

позиционной задачи на пересечение

двух цилиндрических поверхностей
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16.4.6. Пересечение пирамидальной  

и цилиндрической  поверхностей
       Общие замечания. Так как призма-тическая поверхность является много-гранным прототипом цилиндрической, то графическое решение позиционной задачи на пересечение пирамидальной и цилиндрической поверхностей по сво-ему содержанию не отличается от ре-шения задачи на  пересечение пирами-дальной и призматической поверхнос-тей (см. рис.16.37), а по форме отлича-ется криволинейностью звеньев иско-мой линии m их пересечения, которые изламываются в точках встречи рёбер пирамиды с поверхностью  цилиндра.
       Поэтому для решения подобного рода задач следует руководствоваться решением примера 16.2 ( рис.16. 37).
16.4.7. Пересечение конической и призматической поверхностей
       Так как пирамидальная поверхно-сть является многогранным прототипом конической, а призматическая – много-гранным прототипом цилиндрической, то как по форме, так и  по  содержанию  решение этой задачи не отличается от решения задачи на пересечение пира-мидальной и цилиндрической поверх-ностей ( см. выше, а также рис.16.37).
16.4.8. Пересечение  двух  

цилиндрических  поверхностей
       Общие замечания. Так как образу-ющие каждой из данных поверхностей между собою параллельны, то в про-странстве существует некоторая плос-кость (, относительно которой они так-же параллельны. Поэтому пересечение этих поверхностей плоскостями (, па-раллельными плоскости (, выделяет из семейств их образующих те, которые, будучи компланарными, пересекаются в точках искомой линии пересечения этих поверхностей.
       Если уподобить параллельные об-разующие данных поверхностей прое-цирующим лучам, то, независимо от по-ложения в пространстве, они проеци-руют точки искомой линии их пересече-ния на линии их оснований, придавая последним собирательные свойства. Это уподобление унифицирует реше-ние поставленной задачи для любого положения образующих в пространст-ве. Если образующие одной из поверх-ностей совпадают с направлением ор-тогонального   проецирования, то  одна

из проекций искомой линии пересече-ния совпадает с вырожденной в линию проекцией этой поверхности, а вторая строится на основе графического моде-лирования отношения принадлежности её точек ко второй из заданных поверх-ностей.
       Если оба семейства образующих совпадают с разноименными направ-лениями ортогонального проецирова-ния, то обе искомые проекции линии их пересечения совпадают с соответству-ющими вырожденными проекциями их поверхностей и при этом никаких гра-фических построений на комплексном чертеже не производится.
       Если образующие обеих поверхно-стей занимают в пространстве общее положение, то для решения задачи на построение линии их пересечения сле-дует прибегать к услугам вспомогате-льных секущих плоскостей (, пралле-льных плоскости их параллелизма (.
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Рис.16.41. Геометрические модели
различных вариантов пересечения
цилиндрических поверхностей общего
положения
       Пример 16.5. Построить двухкартин-ный комплексный чертёж пересекающихся цилиндрических поверхностей Ф и ( с ком-планарными основаниями ( рис.16.40 ).
       Решение:  1. Через произвольную точ-ку А пространства провести прямую р и q, соответственно параллельные образую-щим поверхностей ( и Ф до пересечения в точках Р и Q с плоскостью их оснований и изобразить их на комплексном чертеже. Эти прямые определяют плоскость (  пара-ллелизма образующих данных поверхно-стей, которая пересекает плоскость их ос-нований по прямой Р1Q1.  
       2. Провести крайние положения (11 и (1n  горизонтальных следов вспомогатель-ных секущих плоскостей (,  между которы-ми с линиями оснований данных поверхно-стей совпадают вырожденные косоуголь-ные проекции m1( и m1Ф линии m  их пере-сечения;

       3. Отметить точки 11 и 21 пересечения следа (11  с основанием поверхности Ф и точку 31  его касания к основанию поверхно-сти (;

       4. Из отмеченных точек провести про-екции образующих до их взаимного пе-ресечения в точках 41 и 51  горизонтальной проекции искомой линии m. При этом треу-гольники 21 31 41  и 11 31 51  подобны треуго-льнику Р1  Q1 А1;    
       5. По горизонтальным проекциям 41 и 51  точек 4 и 5 линии m построить их фрон-тальные проекции как вершины треугольни-ков 22 32 42 и 12 32 52, подобных треугольни-ку Р2 Q2 A2 фронтальной проекции (2 плос-кости параллелизма (;
       6. Отметить точку 291 касания горизон-тального следа (1n  плоскости (n к основа-нию поверхности Ф и точки 231 и 241  его пе-ресечения с основанием поверхности (;
       7. Из отмеченных точек провести про-екции образующих до их взаимного пересе-чения в точках 251 и 261  горизонтальной проекции искомой линии m;
       8. Через точку 221 касания очерковой образующей горизонтальной проекции Ф1  провести след промежуточной плоскости ( и построить на этой образующей точки 271  и 281  исчезновения видимости m1;
       9. Промежуточные точки горизонталь-ной проекции m1 линии m строятся анало-гично построениям вышепостроенных то-чек;
      10. По горизонтальным проекциям точек линии m построить их фронтальные проек-ции, включая дополнительные построения точек исчезновения видимости линии m2 на
очерковых образующих обеих поверхнос-тей;

       11. Для определения порядка соедине-ния проекций построенных точек следует воспользоваться способом «обхода основа-ний», суть которого состоит в том, что соот-ветственные точки оснований данных по-верхностей между крайними положениями следов секущих плоскостей являются дву-мя вершинами треугольников, подобных треугольнику Р1 Q1 A1 проекции (1 плоскос-ти параллелизма (. Их третьими верши--нами являются проекции точек искомой ли-нии пересечения. 
       Если вместо нескольких таких треуго-льников представить один подвижный де-формирующийся треугольник, одна верши-на которого «обходит» одно основание, вторая – другое, то тогда третья вершина опишет в пространстве искомую линию пе-ресечения данных поверхностей. При этом обход оснований по их участкам m1(  и m1Ф вершинами подвижного треугольника дол-жен завершиться в том положении, с ко-торого он начался (на рис.16.40 порядок об-хода показан стрелками).
       12. Фронтальная проекция m2 искомой линии пересечения m строится на основе соблюдения условия 5 принадлежности линии к поверхности ( см. рис. 5.41, с.51).
       В общем случае две цилиндричес-кие поверхности пересекаются по про-странственной кривой линии m, харак-тер которой зависит от расположения их оснований по отношению к парал-лельным следам (11 …,(1n вспомогате-льной секущей плоскости ( (рис. 16.41, а - г):

       1. Если крайние положения следов плоскости ( касаются основания одной поверхности и пересекают основания второй, то искомая линия пересечения состоит из линии входа одной поверх-ности в другую и линии выхода одной поверхности из другой (рис. 16.41,а);

       2. Если одно крайнее положение следа секущей плоскости касательно по отношению в основанию первой поверхности и пересекает основание второй, а её второе крайнее положение касательно по отношению к основанию второй поверхности и пересекает ос-нование первой, то искомая линия их пересечения является гладкой про-странственной линией 4-го порядка (см. рис.16.40 и 16.41,б );
       3. Если одно крайнее положение следа секущей плоскости касательно к основанию первой поверхности и  пере-
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Рис. 16.42. Золотой эллиптический крестовый свод как «кокон» пирамиды

фараона Хеопса
секает основание второй поверхности, а её другое крайнее положение каса-тельно к обеим основаниям, то искомая пространственная линия пересечения двух цилиндрических поверхностей имеет одну узловую точку  самопере-сечения ( рис.16.41, в );

       4. Если оба крайних положения следа секущей плоскости ( каратель-ны к основаниям обеих поверхностей, то в общем случае искомая простран-ственная линия m имеет две узловые точки самопересечения (рис.16.41, г), а в частном, когда обе поверхности опи-саны вокруг сферы или эллипсоида, она распадается на две плоские кри-вые 2-го порядка, которые пересека-ются в точках пересечения тех образу-ющих обеих поверхностей, по которым они касаются крайних положений секу-щей плоскости (см. рис.5.48 – 5.50).

       В частности, если фигуры поперечных сечений пирамиды фараона Хеопса вписы-ваются в конгруэнтные золотые полуэл-липсы е1 и е2, то последние можно считать направляющими поверхностей двух конгру-энтных золотых эллиптических цилиндров Ф, которые, пересекаясь, образуют вокруг пирамиды своеобразный гипотетический «кокон» в виде золотого эллиптического крестового свода. 

       При этом фокальные прямые поверх-ностей эллиптических цилиндров этого сво-да образуют фокальную плоскость (, а эл-липсы е1 и е2 можно считать меридианами золотого эллипсоида вращения как лини-ями его касания к цилиндрическим поверх-ностям эллиптического крестового свода.

       Примечательно то, что двойная дирек-трисная плоскость ( эллиптических граней крестового свода проходит через вершину S пирамиды (  Александра Голода, описан-ной вокруг двух сфер, диаметры которых выдержаны в золотой пропорции высоты пирамиды Хеопса ( КF: FO = 0,382 : 0,618 ) (см. рис.5.86).
       Следует ожидать, что в пространстве сооружения такой структуры энергетика форм двух пирамид, дополненная оптичес-кими и акустическими свойствами эллипти-ческих сводов, создаст особую атмосферу пребывания в нем.
16.4.9. Пересечение цилиндрической и конической поверхностей

       Технология графического решения позиционных задач  на  построение   линий пересечения цилиндрических по-верхностей  с  коническими  аналогична

технологии решения задач на пересе-чение призматических поверхностей с пирамидальными (см. рис.16.37).

       Так как обе поверхности прямоли-нейчаты, то их следует рассекать по образующим вспомогательными секу-щими плоскостями, содержащими пря-мую линию, проходящую через верши-ну конуса и параллельную образующим цилиндра. При этом характер получа-емой линии их пересечения зависит от положения фигур оснований этих пове-рхностей относительно крайних поло-жений следов вспомогательных секу-щих плоскостей (  ( рис. 16.43, а – г).
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Рис.16.43. Геометрические модели различных

вариантов пересечения цилиндрической и

конической поверхностей
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Рис.16.44. Графическое решение

позиционной задачи на пересечение двух конических поверхностей

16.4.10. Пересечение двух конических поверхностей

       Графическая технология решения позиционных задач на построение ли-ний пересечения двух конических по-верхностей аналогична решению задач на пересечение двух пирамидальных поверхностей (см. рис.16. 38 ).
        Пример 16.6. Построить двухкартин-
ный комплексный чертёж двух пересека-ющихся конических поверхностей Ф и ( с не компланарными основаниями (рис.16. 44).
       Решение: 1. Построить проекции n1 и n2 линии n пересечения плоскостей оснований ( и ( заданных конических поверхностей Ф и (;

       2. Соединить вершины S1 и S2 этих по-верхностей прямой линией s и построить проекции точек её встречи М и N с плоскостями ( и (.  При  этом   позиционно 

точка М является проекцией вершины S1 конуса Ф  на плоскость (  основания повер-

хности (  из  её  вершины  S2,  а  точка  N --
проекцией вершины S2 на плоскость осно-вания конуса Ф из его вершины S1;
       3. Из вершины S1  поверхности Ф спро-ецировать на плоскость её основания ли-нейный каркас конуса (, а из вершины S2 поверхности ( - спроецировать на плоско-сть её основания линейный каркас поверх-ности Ф. Для этого на чертеже через N1 следует провести по плоскости ( след (11 вспомогательной секущей плоскости (, ка-сательный к основанию конуса Ф, который, изламываясь на ребре n и стремясь в точку М, пересекает основание конуса (. Анало-гично из точки М следует провести след (1n, касательный к основанию конуса ( и пересекающий основание конуса Ф.

       4. Из полученных на основаниях по-верхностей точек касания и пересечения их крайними положениями следов секущей плоскости (  провести их образующие, ко-торые, будучи соответственно компланар-ными, пересекутся в точках искомой линии m  их  пересечения;

       5. Провести промежуточные положе-ния следов секущей плоскости через осно-вания очерковых образующих каждой про-екции обеих поверхностей и определить на них точки исчезновения видимости проек-ций искомой линии m;

       6. В случае необходимости провести промежуточные положения следов плоско-сти ( на гранях ( и ( двугранного угла с ребром n, на котором эти следы изла-мываются;
      7. Соединять проекции точек искомой кривой линии m следует так, чтобы в точках исчезновения видимости она была бы касательна к соответствующим очерковых образующим поверхностей Ф  и (;
       8. Видимость проекций участков линии m между точками её исчезновения опре-деляется видимостью образующих, кото-рые пересекаются в этих точках. Если обе образующие видимы, то точка их пересе-чения также видима. В противных случаях точки их пересечения невидимы.
16.4.11. Пересечение сферы с

цилиндрической поверхностью

       В отличие от прямолинейчатых ци-линдрической и конической поверхнос-тей сферическая криволинейчата и от-личается тем, что фигура любого её плоского сечения является окружнос-тью. Поэтому образующие цилиндри-ческих поверхностей необходимо за-ключать в плоскости уровня, в которых окружности их сечения сферы изобра-жаются в натуральную величину.
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Рис.16.45.  Графическое решение

позиционной задачи на пересечение сферы с поверхностью горизонтально-проецирующего цилиндра
	[image: image46.png]





Рис.16.46.  Графическое решение

позиционной задачи на пересечение  сферы с поверхностью фронтально расположенного цилиндра

       Пример 16.7. Построить двухкартин-ный комплексный чертёж пересекающихся поверхностей шара ( и горизонтально-проецирующего цилиндра Ф ( рис.16.45 ).

       Анализ условия: 1. Так как пересекаю-щиеся поверхности являются кривыми, то линия их пересечения будет пространст-венной кривой;

       2. Так как цилиндрическая поверхность Ф прямолинейчата, то точки встречи её об-разующих с сферой ( будут точками иско-мой линии m  их пересечения;

       3. Так как поверхность Ф занимает в пространстве горизонтально-проецирую-щее положение, то её вырожденная в ли-нию горизонтальная проекция Ф1, в силу собирательного свойства, содержит в себе горизонтальную проекцию m1 искомой ли-нии m. Поэтому решение задачи сводится к построению фронтальной проекции m2 этой линии путём графического моделирования отношения принадлежности точек линии m к поверхности  шара (.
       Решение:  1. Через необходимое и дос-таточное количество точек горизонтальной проекции m1 линии m провести фронталь-ные параллели а11… а1n;

       2. Построить фронтальные проек-ции а21…а2n этих параллелей в виде концентрических окружностей;

       3. По точкам линии m1  построить то-чки линии m2 и соединить их плавной кри-вой линией. 

       Пример 16.8.  Построить двухкартин-ный комплексный чертёж пересекающихся поверхностей шара ( и фронтально рас-положенного цилиндра Ф ( рис.16.46 ).
       Анализ условия:  Так как образующие цилиндрической поверхности Ф являются фронтальными линиями уровня, то их соот-ветственные пары определяют фронталь-ные плоскости (, пересекающие сферу ( по её фронтальным параллелям а11…а1n. 
       Поэтому поставленную задачу следует решать методом вспомогательных секущих плоскостей (, рассекающих поверхность ( по окружностям а, а поверхность Ф – по  её образующим b.
       Решение: 1. В пределах горизонталь-ной проекции Ф1  цилиндрической поверх-ности Ф провести горизонтально горизонта-льные следы (11…(1n ;     
       2. Построить фронтальные проекции а11…а1n линий пересечения ( и ( ;
      3. Построить фронтальные проекции b21 …b2n линий пересечения ( и Ф;

       4. Последовательно отметить точки пе-сечения фронтальных проекций компланар-ных  линий а  и b  и  соединить  их  плавной 

кривой линией m2 c учетом их видимости;

       5. По фронтальной проекции m2 линии m построить её горизонтальную проекцию m1  на основе графического моделирования отношения принадлежности её точек как к поверхности Ф, так и к поверхности (.

       Пример 16.9. Построить двухкартин-ный комплексный чертёж пересекающихся поверхностей шара ( и  цилиндра Ф обще-го положения ( рис.16.47 ).
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Рис. 16.47.  Графическое решение позиционной задачи на пересечение сферы с поверхностью цилиндра общего положения

       Анализ условия: Так как образующие поверхности цилиндра Ф занимают в про-странстве общее положение, то их можно  заключать только в проецирующие плоско-сти, пересекающие сферу по окружностям, которые проецируются на П1 и П2  в эллип-сы. Для того, чтобы воспользоваться прое-кциями параллелей сферы в их натураль-ную величину, следует преобразовать дан-ный комплексный чертёж способом замены плоскостей   проекций,  расположив  новую 

фронтально-проецирующую плоскость про-
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Рис.16.48.  Графическое решение позиционной задачи на пересечение   соосных сферы и поверхности конуса вращения
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Рис.16.49.  Графическое решение позиционной задачи на пересечение сферы и поверхности конуса вращения с фронтальной плоскостью симметрии
екций П4  параллельно образующим цилин-дрической поверхности Ф.  Проекция повер-хностей Ф и ( на П4 в паре с их проекцией на П2 приводят к условию примера 16.8 (см. рис.16.46), решение которого приводит к построению фронтальной проекции m2 ис-комой линии m. Её горизонтальная проек-ция m1 строится на основе графического моделирования отношения принадлежно-сти её точек к поверхности сферы.

       Решение: 1. Провести ось х24  паралле-льно фронтальным проекциям образующих поверхности Ф;
       2. Построить проекции Ф4 и (4 по зако-нам способа замены плоскостей проекций;

       3. Построить проекции m4 и m2 по алго-ритму решения примера 16.8;

       4. По m2 построить m1 моделируя отношение точек линии m к поверхности (.

16.4.12. Пересечение  сферы  

с конической  поверхностью

Предварительные рассуждения

       В отличии от однообразных сфер раз-ных радиусов многообразие конических по-верхностей определяется видом их разно- образных направляющих линий. Поэтому различаются конические поверхности вра-щения, эллиптические, параболические, об-щего вида и т.д. Их конструктивно объе-диняет пересечение всех образующих в ве-ршине. Это обстоятельство исключает воз-можность рационального применения таких вспомогательных секущих плоскостей, ко-торые пересекали бы поверхность конуса по её образующим, а сферу по окружно-стям в положениях линий уровня. Поэтому наиболее просто решаемые задачи должны содержать в условии сферу и поверхность конуса вращения. Тогда вспомогательные секущие плоскости можно расположить так, чтобы они пересекали обе поверхности по их параллелям, которые, пересекаясь, оп-ределят точки искомой линии пересечения этих поверхностей.

       Если же со сферой пересекается кони-ческая поверхность общего вида, то парал-лели сферы, параллельные основанию ко-нуса, следует заключать во вспомогатель-ные «совершинные» с ним  конические по-верхности. Линии пересечения поверхнос-тей этих конусов пересекают выделенные параллели сферы в точках искомой линии её пересечения с данной конической пове-рхностью общего вида (см. рис.16.51)

      Пример 16.10. Построить двухкартин-ный комплексный чертеж пересекающихся сферы ( и соосной с ней поверхности конуса вращения Ф ( рис.16.48 ).

       Решение: Так как соосные поверхности 

вращения пересекаются по их параллелям, то приведенное графическое решение этой задачи не требует комментариев.

      Пример 16.11. Построить двухкартин-ный комплексный чертёж системы пере-секающихся поверхностей шара ( и кону-са вращения Ф с фронтальной плоскос-тью симметрии  ( ( рис. 16.49).
       Решение: 1. Отметить точки 12, 22 пе-ресечения и 32 касания очерковых образую-щих фронтальной проекции обеих поверх-ностей и построить их горизонтальные про-екции 11, 21  и 31  на горизонтальном следе (1   плоскости симметрии (;

       2. Рассечь данные поверхности неско-лькими положениями (1 …(n  вспомогате-льной горизонтальной плоскостью (;
       3. Последовательно построить горизон-тальные проекции компланарных  паралле-лей обеих поверхностей и отметить точки их пересечения, которые соединить плав-ной кривой m1 с учетом её видимости;

       4. По m1 построить m 2.
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Рис.16.50. Графическое решение позиционной задачи на пересечение сферы и поверхности конуса вращения с общей горизонтально- проецирующей плоскостью симметрии
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Рис.16.51.  Графическое решение

позиционной задачи на пересечение

сферы с конической поверхностью

произвольного вида

      Пример 16.12. Построить двухкартин-ный  комплексный чертёж  системы пере-секающихся поверхностей шара ( и кону-са вращения Ф с горизонтально-проеци-рующей плоскостью симметрии ( (рис.16. 50).

       Решение: 1. Заменить плоскость П2 на плоскость П4 , параллельную плоскости ( и построить на П4 вспомогательные проек-ции (4  и Ф4  поверхностей (  и Ф;

       2. Построить проекции m1 и m4  линии  m пересечения поверхностей ( и Ф по ал-горитму решения примера 16.11;

       3. По m1  построить m2 на основе моде-лирования отношения принадлежности её точек к фронтальным проекциям соответ-ствующих параллелей сферы.

       Пример 16.13. Построить двухкар-тинный комплексный чертёж системы пересекающихся поверхностей шара ( и конуса Ф произвольного вида ( рис. 16.51 ).

       Решение: 1. Принять эква-тор а (а1, а2) сферы ( за на-правляющую линию вспомога-тельной конической поверхно-сти (, вершина которой сов-падает с вершиной S конуса Ф;

       2. Из вершины S конуса ( спроецировать экватор а сфе-ры (  на плоскость основания b ( b1 , b2) конуса Ф и постро-ить её проекцию а1(( как осно-вание этого конуса;

       3. Отметить точки 11,21,31, 41  пересечения а1( с b1, сое-динить их с S1 и отметить на а1 соответствующие точки исчезновения видимости гори-зонтальной проекции m1  иско-мой линии m пересечения данных поверхностей Ф и ( ;
       4. По построенным точкам исчезновения видимости гори-зонтальной проекции искомой линии m построить на а2 их фронтальные проекции; 
       5. Для построения доста-точного количества точек го-ризонтальной проекции m1 ис-комой    линии  m  необходимо  
достаточное число раз произ-вести те геометро-графичес-кие операции, которые описа-ны в п.п. 2 - 4;
       6. Горизонтальные проекции построен-ных точек соединить гладкими кривыми линиями m1 с учетом их видимости между точками её исчезновения;
       7. По точкам пересечения горизон-тальной проекции с1  главного меридиана с сферы (  с m1 построить на с2 точки исчез-новения видимости фронтальной проекции m2 искомой линии m;
       8. По горизонтальным проекциям точек линии m построить их фронтальные проек-ции на основе графического моделирова-ния отношения их принадлежности к соот-ветствующим параллелям сферы или обра-зующим вспомогательных конусов типа (;
       9. Соединить построенные фронталь-ные проекции точек линии m гладкими кри-выми линиями с учетом их видимости меж-ду точками её исчезновения и получить фронтальную проекцию m2 искомой линии m пересечения поверхностей шара ( и ко-нуса общего вида Ф.
       Совершенно очевидно, что техно-логия графического решения примера 16.13 способом вспомогательных секу-щих конических поверхностей справед-лива для решения позиционных задач на построение линии пересечения с ко-ническими поверхностями любого вида любых поверхностей вращения, оси ко-торых перпендикулярны к основаниям этих конусов. 

16.4.13. Пересечение поверхностей Каталана с цилиндрической  поверхностью ( рис.16. 52 – 16. 54)

Предварительные соображения
       Пересекающиеся по условию пове-рхности цилиндра, цилиндроида, коно-ида и гиперболического параболоида являются прямолинейчатыми, но  толь-ко цилиндрическая может занимать ли-бо ортогонально, либо косоугольно-проецирующее положение. В первом случае её вырожденная в линию про-екция, а во втором – её основание об-ладает собирательным свойством, бла-годаря которому информация об одной из проекций искомой линии пересе-чения содержится в исходном условии, а вторая строится на основе графичес-кого моделирования отношения её при-надлежности к поверхности Каталана.

      Пример 16.14. Построить двухкартин-

ный комплексный чертёж пересекающихся поверхностей цилиндра Ф общего положе- ния и цилиндроида ( ( рис.16.52 ).
       Решение: 1. Рассечь поверхность Ф по линии m1A горизонтальной плоскостью (, проходящей через плоскую направляющую b  поверхности (;
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Рис. 16.52.  Графическое решение позиционной задачи на пересечение поверхностей цилиндра Ф и цилиндроида (
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Рис.16.53.  Графическое решение позиционной задачи на пересечение поверхностей цилиндра Ф и коноида (
     2. Спроецировать точки 1, …6 концов образующих поверхности (, принадлежа-щих её направляющей а  по направлению образующих поверхности Ф на плоскость ( и пос-троить её проекции а2( и а1( ;
       3. Соединить начала 11...61  образующих l пове-рхности (  с косоуголь-ными проекциями11(…61(
на ( их концов на направ-ляющей а; 

       4. Отметить точки пе-ресечения косоугольных проекций образующих по-верхности ( с сечением m1A поверхности Ф ;
       5. Из отмеченных то-чек обратным проециро-ванием по направлению образующих      цилиндра

построить горизонталь-ные проекции точек искомой линии пересе-чения m данных поверхностей  Ф  и (;
       6. По m1 построить m2 линии m на     основе графического моделирования отно-шения принадлежности её точек к образую-щим как поверхности Ф, так и (.
      Пример 16.15. Построить двухкартин-ный комплексный чертёж пересекающихся поверхностей цилиндра Ф и коноида (
 [ а, b,( l || ((П1 ) ] ( рис. 16.53 ).
       Решение: 1. Спроецировать прямоли-нейную направляющую а поверхности (  на П1 в ряд а1( косоугольных проекций её коллинейных точек по направлению обра-зующих поверхности Ф;
       2. Соединить горизонтальные проекции 
начал образующих поверхности (  на её направляющей b с горизонтальными проек-циями их концов на а1( и получить тем самым их косоугольные проекции на плос-кость основания m1A  цилиндра Ф;
       3. Отметить точки пересечения косо-угольных проекций образующих поверхно-сти ( с фигурой m1Ф  основания поверхно-сти Ф как косоугольные проекции на П1 то-чек искомой линии m;
       4. Обратным проецированием получен-ных на m1Ф точек на соответствующие про-екции образующих поверхности (  получить горизонтальные проекции точек искомой линии m пересечения поверхностей Ф  и (;
       5. Соединить горизонтальные проекции точек линии m и получить её горизонталь-ную проекцию m1  с учетом её видимости;

      6. По m1  построить m2 моделируя при-надлежность её точек к поверхности (.
      Пример 16.16. Построить двухкартин-ный комплексный чертёж пересекающихся поверхностей цилиндра Ф и гиперболи-ческого параболоида (  (рис.16.54.)
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Рис.16.54. Графическое решение позиционной задачи на пересечение поверхности цилиндра Ф и гиперболического параболоида (
       Графическая технология решения этой задачи полностью соответствует техноло-гии решений двух предыдущих задач и поэ-тому не требует дополнительных поясне-ний.

16.4.14. Пересечение поверхностей Каталана с конической поверхностью (рис.16.55)
Предварительные соображения

       У прямолинейчатых поверхностей Каталана смежные образующие при-надлежат параллельным плоскостям и попарно скрещиваются, а у конической поверхности они пересекаются в вер-шине. Позиционно точки линии их пере-сечения являются точками встречи об-разующих одной поверхности с другой и наоборот, но технологически целесо-образно строить искомую линию по точ-кам встречи образующих поверхностей Каталана с конической поверхностью. Практически каждая из этих образу-ющих в паре с вершиной конуса задаёт вспомогательную секущую плоскость, которая пересекает поверхность конуса по двум её образующим, пересекаю-щим образующую поверхности Ката-лана в точках её встречи с конической поверхностью (см. рис.16. 22, 16. 23).
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Рис.16.55. Графическое решение позиционной задачи на пересечение поверхностей конуса Ф и гиперболического параболоида (
Поэтому  решение данной  задачи сво-дится к построению необходимого и достаточного количество точек встре-чи образующих данной поверхности Ка-талана с данной конической поверхно-стью.
      Пример 16.17. Построить двухкартин-ный комплексный чертёж пересекающихся 
Поверхностей   конуса  Ф и  гиперболичес-кого     параболо-ида( (рис.16.55).
Анализ условия:

       Так   как  по-верхность       (  имеет два семе-йства     попарно скрещивающих-ся образующих, то   следы   (11, (12…(1n вспомо-гательных  секу-щих  плоскостей
(,   на   плоскос-

ти      основания

 m1Ф  поверхнос-ти Ф образуют 2 пучка прямых 2-го порядка.  Эти пучки огибаются ветвями   гипер-болы,  асимпто-тами которой яв-ляются   горизонтальные   следы  k11  и   k12  плоскостей   параллелизма  двух  семейств образующих поверхности (.
       Позиционно эти асимптоты являются геометрическими местами следов прямых, проходящих через вершину S конуса Ф и параллельных образующим каждого семей-ства поверхности (. Эти следы в парах со следами самих образующих определяют соответствующие следы вспомогательных секущих плоскостей (, которые пересекают

основание m1Ф конуса Ф  в точках-началах тех его образующих, которые пересекают соответственные образующие поверхности 
( в точках искомой линии их пересечения. Этот анализ определяет порядок решения.

       Решение: 1. Построить горизонтальные следы 11,21,31…образующих обеих семей-ств поверхности (;
       2. Построить горизонтальные следы 1(1 0(,… прямых, проходящих через вершину S поверхности Ф и параллельных каждой образующей каждого семейства поверхно-сти (;
       3. Соединить соответственные следы типа 11  и 11( прямыми линиями и отметить точки их пересечения с основанием m1Ф  по-верхности Ф;
       4. Соединить полученные на m1Ф точки с S1  прямыми и отметить точки их пересе-чения с соответствующими проекциям об-разующих поверхности ( как точки гори-зонтальной проекции m1 искомой линии m пересечения данных поверхностей Ф  и (;
       5. Фронтальную проекцию m2 искомой линии m следует строить на основе графи-ческого моделирования отношения принад-лежности её точек к образующим поверх-ности (.
Обобщение решения позиционных задач

на пересечение конической поверхности

с любыми прямолинейчатыми поверхностями

      Из анализа и решения задачи на пере-сечение конической поверхности с поверх-ностью гиперболического параболоида вы-текает следующее обобщение на случаи пересечения поверхности конуса любой ст-руктуры с любой прямолинейчатой повер-хностью (см. рис.15.27 -15.54):
      Если коническая поверхность Ф пере-секается с какой бы то ни было прямоли-нейчатой поверхностью (, то линия их пересечения состоит из точек встречи образующих поверхности ( с поверхнос-тью Ф.

       Это обобщение отражает единое со-держание технологии решения подобного рода позиционных задач, форма графи-ческой реализации которых определяется конструктивными особенностями пересека-ющихся поверхностей.

16.4.15. Пересечение двух поверхностей вращения

(рис.16.56 – 16.63)
Предварительные соображения

      Поверхности вращения являются систе-мами последовательных положений линии, вращающейся  вокруг  прямолинейной  оси.
       Так как образующие линии этих поверх-ностей могут быть как прямыми, так и кри-выми, а последние – как плоскими, так и пространственными, закономерными или  случайного вида, а их оси - параллельны-ми, пересекающимися или скрещивающи-мися, занимающими в пространстве как общие, так и частные положения, то потен-циально существует множество вариантов условий позиционных задач на построение линий их пересечения.

       Очевидно, что решение любой из этих задач определяется применением такого вспомогательного посредника, который пе-ресекает обе поверхности по окружностям.
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Рис.16.56.  Графическое решение позиционной задачи на пересечение двух поверхностей вращения Ф и (  с вертикальными осями
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Рис.16.57. Графическое решение позиционной задачи на пересечение двух поверхностей Ф и  ( вращения с фронтальными пересекающимися осями 
      Пример 16.18. Построить двухкартин-ный комплексный чертёж двух пересекаю-щихся поверхностей вращения Ф и ( с вертикальными осями i1 и i2 , равноудалён-ными от П2  (рис.16.56).
       Решение: 1. Фронтальная плоскость уровня (, задаваемая параллельными ося-ми вращения, пересекает обе поверхности по очерковым линиям их фронтальных проекций в точках 12 и 22, горизонтальные проекции 11 и 21  которых располагаются на горизонтальном следе (1 плоскости (;
       2. Проекции промежуточных точек ли-нии пересечения строятся при помощи нес-кольких положений (1, (2,…, (n вспомога-тельной горизонтальной секущей плоскости (, пересекающей обе поверхности по окру-жностям а  и b;
       3. Плоскость ( в положениях (1 и (3 пересекает прежде Ф, а затем - ( по их экваторам, на горизонтальных проекциях которых проекция m1  линии m их пересе-чения теряет видимость. 

       4. Соединив одноименные проекции по-строенных точек с учетом их видимости, по-лучаем проекции m1 и m2 искомой линии пересечения m поверхностей Ф  и (.
      Пример 16.19. Построить двухкартин-ный комплексный чертёж поверхностей вращения Ф и ( с пересекающимися осями і1 и і2, равноудалёнными  от П2 ( рис.16.57).
       Решение: 1. Принять фронтальную проекцию о2 точки о пересечения фронта-льных  осей  данных поверхностей за центр концентрических окружностей различного радиуса R2(, изображающих вспомогатель-ные секущие сферы (;
       2. Так как  сферы ( соосны с каждой из заданных поверхностей, то они пересекают их соответственно по параллелям а и b, которые, в свою очередь, пересекаются в искомых точках трёх поверхностей: Ф, ( и (. Поэтому на чертеже следует из о2 ради-усом R2(  провести окружность, которая пе-ресечёт очерки данных поверхностей в то-чках, попарно определяющих фронтальные проекции а2 и b2 их параллелей, пересека-ющиеся в точках А2 ( В2 фронтальной про-екции m2  искомой линии пересечения m;
       3. Повторить операции п.2 необходи-мое и достаточное число раз, и соединить полученные проекции точек плавной кривой искомой линией m2;
       4. Горизонтальную проекцию m1 иско-мой линии m пересечения данных поверх-ностей вращения строить на основе графи-ческого моделирования отношения при-надлежности её точек к поверхности Ф, горизонтальные проекции параллелей кото-рой проецируются на П1  в окружности.
       Графическое решение позиционных задач на пересечение двух поверхнос-тей вращения со скрещивающимися осями является очень громоздким. Их принципиальное решение может быть получено путем преобразования одной из заданных поверхностей аппаратом центрального подвижного проецирова-ния (см. рис.16.19) в проецирующую, собирательное свойство вырожденной проекции которой позволит построить проекции искомой линии их пересече-ния на основе моделирования отноше-ния   принадлежности  её  точек ко  вто-

рой , не преобразованной поверхности.
16.4.16. Частные случаи пересечения

поверхностей шара, цилиндра и конуса
       В общем случае эти поверхности в раз-личных сочетаниях пересекаются по прост-ранственным кривым 4-го порядка или би-квадратной кривой. В частных случаях их расположения эта кривая распадается на две плоские кривые второго  порядка. Их позиционные свойства описываются рядом утверждений:

       Утверждение 16.1. Если две поверх-ности второго порядка пересекаются по одной плоской кривой линии, то они име-ют и вторую плоскую кривую линию пере-сечения  (рис.16.58).
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Рис.16.58.  Пересечение  поверхностей  шара и конуса  по  двум  окружностям
       Утверждение 16.2. ( о двойном сопри-косновении). Две поверхности второго по-рядка, имеющие в двух их общих точках общие касательные плоскости, пересека-ются между собой по двум кривым линиям второго порядка.
       Теорема о двойном соприкосновении применяется для решения задач на постро-ение круговых сечений тех поверхностей второго порядка, которые их имеют, При этом  пользуются  сферой,  имеющей  двой-
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Рис. 16.59.  Пересечение  поверхностей эллиптического цилиндра и шара по двум окружностям.
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Рис. 16.60. Применение теоремы Монжа к конструированию узлов трубопроводов
 ное  соприкосновение  с  данной поверхно-стью (рис.16.59)

       Любые плоскости, параллельные круго-вому сечению эллиптическому цилиндра, пересекают его по окружности. Такие сече-ния называются антипараллельными.
     Теорема Монжа (см. рис.5.48, 5.49) яв-ляется частным случаем теоремы о двой-ном соприкосновении. Её используют при конструировании трубопроводов с примене-нием цилиндрических и конических поверх-ностей, описанных вокруг сферы (рис.16. 60).
     Утверждение 16.3. Если пересекающи-еся поверхности второго порядка имеют общую плоскость симметрии, то линия их пересечения проецируется на эту плос-кость в виде кривой линии второго поря-дка ( рис.16. 61 – 16. 63).
	[image: image61.png]





Рис. 16.61. Фронтальная проекция линии пересечения поверхностей двух цилиндров -- равнобокая гипербола
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Рис.16. 62. Фронтальная проекция линии пересечения двух конических поверхностей --гипербола
       Так как пространственные линии пере-сечения двух поверхностей 2-го порядка, которые на виде спереди выглядят как кри-вые линии 2-го порядка, то можно утвер-ждать, что они принадлежат фронтально-проецирующим поверхностям соответст-венно гиперболического и параболического ( рис.16.61 – 16.63 ) цилиндров.
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Рис. 16. 63. Фронтальная проекция линии пересечения поверхностей конуса и цилиндра  с параллельными осями вращения --

-- парабола
       Таким образом, в результате решения позиционной задачи на построение линии пересечения двух поверхностей второго по-рядка возникает система из трёх поверх-ностей – двух заданных и одной фронталь-но-проецирующей.
Общие  выводы:
        1. Позиционные задачи на пересече-ние двух поверхностей любой структуры являються наиболее общими случаями об-разования двухэлемнтных пространст-венных систем;

       2. Все позиционные задачи на пересе-чение двух поверхностей решаются об-щим методом вспомогательных секущих посредников, конкретный вид которых определяется структурой пересекающих-ся поверхностей;

       3. Системное понимание природы про-ектируемого объекта предусматривает дальнейшее   установление  связей  между 

его объёмами по вышеприведенной техно-логии.
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Рис. 16. 64. Геометрическая модель пересечения кривой линии а с кривой

поверхностью Ф
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Рис. 16.65.  Графическое решение позиционной задачи на пересечение кривой линии а с поверхностью цилиндра Ф
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Рис. 16.66.  Графическое решение позиционной задачи на пересечение кривой линии а с поверхностью

 конуса Ф
16.5. Графическая технология решения позиционных задач на пересечение кривых линий с поверхностями
Общие  положения

       Кривую линию а можно назвать ис-кривлённой прямой, а кривую поверхно-сть Ф ,– искривлённой или деформиро-ванной плоскостью (. Отсюда следует, что рассматриваемая задача является обобщением вышерассмотренного (см. п.10.7 ) случая пересечения прямой ли-нии с плоскостью. Поэтому, обобщая алгоритм её решения, получаем алго-ритм   решения   поставленной   задачи (рис.16.64 ):
      1. заключить данную линию а во вс-помогательную секущую поверхность (. Если линия а – плоская кривая, то по-верхность ( - плоскость её кривизны;

При этом вид секущего посредника оп-ределяется видом данной поверхности, с которой он должен пересекаться по наиболее простой линии b;
      2. построить линию b пересечения  поверхности Ф со вспомогательной се-кущей поверхностью ( ;

      3. отметить точки M, N, Р,… пересе-чения линий а и b. Эти  точки  являются 

искомыми точками встречи данной  кри-

вой линии а с данной кривой поверхно-стью Ф.
     Пример 16.20. Построить двухкартин-ный комплексный чертёж пересекающихся кривой линии а  и  цилиндрической  поверх-ности Ф  (рис.16.65).
       Решение: . 1 Заключить кривую а в ци-линдрическую поверхность (, образующие которой параллельны образующим повер-хности Ф и построить её след а1(  на плос-кости основания поверхности Ф. Эта опера-ция равносильна косоугольному проециро-ванию линии а на плоскость основания по-верхности Ф;
       2. Отметить точки М1(, N1( пересечения а1( с основанием Ф1 ( цилиндра Ф;
       3. Обратным проецированием точек M1( и N1( на а1 построить горизонтальные про-екции M1  и N1  искомых точек встречи;

       4 . По М1  и N1  построить M2 и N2 на а2 и определить видимость проекций линии а.
      Пример 16.21. Построить двухкартин-ный комплексный чертёж пересекающихся кривой линии а и конической поверхности Ф ( рис.16.66 ).
        Решение: 1.  Из  вершины  S  конуса  Ф
как из центра спроецировать кривую линию а на плоскость его основания Ф и построить на ней след а1( конической поверхности (;

       2. Отметить точки M1(, N1 (, P1( пересе-чения следа а1( с основанием Ф1( конуса Ф;
       3. Соединить полученные точки на Ф1( с S1  и отметить горизонтальные проекции М1, N1, P1  искомых точек встречи линии а и поверхности Ф;
       4. По горизонтальным проекциям точек встречи линии а и поверхности Ф построить их фронтальные проекции M2,N2,P2 и опре-делить видимость проекций линии а.
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Рис. 16. 67.  Графическое решение позиционной задачи на пересечение кривой линии а с поверхностью вращения Ф
      Пример 16.22. Построить двухкартин-ный комплексный чертёж пересекающихся кривой линии а и поверхности вращения Ф ( рис.16.67).

      Решение: 1.Заключить линию а в повер-хность (, образованную её вращением во-круг оси і поверхности Ф;

       2. Построить очерки е1   горизонтальной и с2 фронтальной проекций поверхности вращения (;

       3. Построить фронтальные проекции m2 и n2 параллелей m и n, определяемые точками пересечения фронтальных очерков поверхностей Ф  и (;

       4. Отметить точки пересечения M2 и N2 проекций m2  и n2 параллелей m и n с а2  и по ним построить горизонтальные проекции

M1 и N1 искомых точек встречи а  и Ф
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Рис. 16.68.  Графическая модель плоскости (, касательной к поверхности сжатого эллипсоида Ф, состоящей из эллиптических точек
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Рис. 16.69.  Графическая модель плоскостей ( и (, касательных к поверхности цилиндра Ф, состоящей из параболических точек
16.6.  Графическая технология решения позиционных задач на касание плоскости и поверхности и сопряжение поверхностей

16.6.1.  Касание  плоскости  и поверхности
       Определение 16.1. Плавное соеди-нение двух элементов эвклидова про-странства (плоскости и поверхности, двух поверхностей), при котором об-щий для них элемент принадлежит ка-сательной к ним плоскости называ-ется их касанием.
       Если плоскость (  касательна к по-верхности Ф, то, в зависимости от стру-ктуры последней их общим элементом может быть одна её обыкновенная точ-ка ( см. рис.5.59 ), одна её прямолиней-ная образующая ( см. рис.5.63, две пе-ресекающиеся прямые (  см. рис.5.58,б) или одна плоская кривая ( см. рис.5.58).

       Утверждение 16.4.  Плоскость (, заданная двумя пересекающимися пря-мыми, каждая из которых касательна к поверхности Ф в её обыкновенной точке А, является плоскостью, каса-тельной к поверхности.
       Отсюда следует общий порядок по-строения плоскости, касательной к по-верхности ( рис.16.68 ):

       1.Через точку А (А1, А2) поверхнос-ти Ф (Ф1,Ф2) провести параллель а (а1, а2) и меридиан b (b1 ,b2);

       2. Через точку А (А1, А2) провести прямую t 1 (t11, t21), касательную к парал-лели а (t11(b1, t12(t11) и прямую t2 ( t21, t22), касательную к меридиану b (t21( t11,  f22( A2 (12 = t22( ( i2 ).

       Плоскость ( ( t1(t2) является иско-мой.

       Определение 16.2. Поверхность, все точки которой располагаются по одну сторону от плоскости, касате-льной к ней в любой её обыкновенной точке, называется выпуклой.
       Точки выпуклой поверхности явля-ются эллиптическими, по виду эллипти-ческой индикатрисы Дюпена ( см. рис.5. 65).

       Пример 16.23. Построить двухкар-тинный чертёж плоскости (, касатель-ной к цилиндрической поверхности Ф (рис. 16.69 ).
       Решение: 1. Через точку А (А1, А2) про-вести прямую е (е2, е1), параллельную об-разующим  поверхности Ф и построить  точ-

ку А( (А2(, А1( ) её встречи с  плоскостью  ос-

нования n (n1, n2) поверхности Ф;
       2. Через   точку А1(  провести  касатель-

ные а1 и b1 к основанию n1 проекции Ф1  по-верхности Ф и отметить точки 11 и 21  их ка-сания; 

       3. Через точки 1 (11,12) и 2 (21,22) про-вести образующие l1 и l2 поверхности Ф, ко-торые попарно с  прямой е и касательными а и b определяют искомые плоскости ( и (, касательные к поверхности Ф.
      Утверждение 16.5 Если одна из прямых, определяющих плоскость (, касательную к поверхности Ф в обы-кновенной точке А совпадает с её об-разующей, то такая поверхность яв-ляется развёртываемой.
      К числу таких поверхностей отно-сятся торсовые – цилиндрические, ко-нические и с ребром возврата.

       Все точки торсовых поверхностей являются параболическими, по виду ин-дикатрисы Дюпена ( см. рис. 5.68)

     Пример 16.24. Построить двухкартин-ный комплексный чертёж плоскостей ( и (, проходящих через точку А и касатель-ную к конической поверхности Ф (рис.16. 70).
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Рис. 16.70. Графическая модель плоскостей

( и (, проходящих через точку А и касательных к конической поверхности Ф
       Решение: 1.Из вершины S (S1,S2) cп-роецировать точку А (А1 , А2) на плоскость основания n поверхности Ф и построить её проекции А2(  и А1( ;
       2. Из А1( провести касательные t11 и t12 к проекции n1  основания n конуса Ф и отме-тить проекции 11  и 21  точек касания;
       3. Соединить точки касания 11, 21  с S1 и
построить 12S2, 22S2.  Треугольники S A(1  и
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Рис.16.71.  Графическая модель плоскости (, касательной к поверхности вращения Ф, состоящей из гиперболических точек
(
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Рис.16.72.  Графическая модель двух вертикальных цилиндрических поверхностей, сопряженных двумя плоскостями
S A( 2 определяют искомые плоскости ( и (, касательные к поверхности Ф.

     Пример 16.25. Построить двухкартин-ный комплексный чертёж плоскости ( касательной к поверхности вращения Ф в её обыкновенной точке А  (рис.16.71)
       1. Провести параллель а (а2, а1) и меридиан b (b1 , b2). Так как b1 на чертеже – радиальная прямая, то b2 строится по b1  на основе графического моделирования отно-шения принадлежности её точек к поверх-ности Ф;
       2. Через точку А (А1, А2) провести каса-тельную  t1 ( t11, t21)  к  параллели   а (а1, а2):

(t1(11 A1, t2 ( a2.) и касательную t2 (t12, t22) к
меридиану b (b1, b2): ( t12(11 A1 , t22 (12A2);

      Касательные t1 и t2 к линиям а и b на поверхности Ф определяют искомую плос-кость (, касательную к этой поверхности.
     Плоскость (, касательная к поверхности Ф  в обыкновенной точке А, пересекает её по кривой m, проекции m1 и  m2 которой строятся по графической технологии по-строения линии пересечения плоскости и поверхности вращения ( см. п.16.2).
      Утверждение 16.6. Если плоскость, касательная к поверхности в её обык-новенной точке, пересекает её, то такая поверхноcть является двояко-выпуклой.
       К числу таковых относятся прямо-линейчатые поверхности Каталана, по-верхности о 3-х направляющих, с на-правляющей плоскостью, а также пове-рхности каналовые, циклические, кино-перспективные и многие из числа пове-рхностей вращения.
       Все обыкновенные точки двояко-выпуклых поверхностей являются ги-перболическими, по виду их индика-трисы Дюпена (см. рис. 5.66).

16.6.2. Сопряжения  поверхностей

       Определение 16. 3. Плавный пере-ход одной поверхности в другую при помощи третьей, промежуточной по-верхности или плоскости, касающихся обеих поверхностей, называется их сопряжением.
       Вполне очевидно, что структуры со-прягаемых поверхностей должны со-держать элементы, задающие сопряга-ющую плоскость или поверхность.

     Наиболее простыми являются вари-анты сопряжения торсовых  поверхнос-

тей плоскостями  и  такими  же  поверх-

ностями, сопряжения двух сфер повер-хностями цилиндров и конусов, поверх-ностей вращения сферами, прямо- и криволинейчатых поверхностей пере-ходными поверхностями, элементы ли-нейных каркасов которых сопрягают со-ответствующие элементы линейных каркасов сопрягаемых поверхностей.

       Если концептуально представить графическую конструкцию из сопряжен-ных линий на плоскости ортогональной или косоугольной проекцией некоторой пространственной геометрической кон-струкции, то последняя окажется систе-мой сопряженных поверхностей. Такая пространственная интерпретация плос-костных построений весьма плодотвор-на в деле развития конструктивно-ком-позионного мышления будущих архи-текторов и дизайнеров.

Сопряжение цилиндрических поверхностей плоскостями
       Две цилиндрические поверхности можно сопрячь плоскостями в том слу-чае, если их образующие соответствен-но параллельны (рис. 16.72, 16.73)
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Рис.16.73. Графическая модель двух наклонных цилиндрических поверхностей, сопряженных двумя плоскостями

       Для графического моделирования двух цилиндрических поверхностей, со-пряженных плоскостями, следует преж-де изобразить внешнее сопряжение двух окружностей прямыми линиями и, приняв окружности  за горизонтальные проекции цилиндров, сопрягающие их прямые за проекции сопрягающих пло-скостей, а точки их сопряжения за про-екции линий сопряжения плоскостей с поверхностями, построить их искомые фронтальные проекции.
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Рис. 16.74.  Графическая модель вертикальных цилиндрических поверхностей Ф и (, сопряженных цилиндрической поверхностью (
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Рис.16.75.  Графические модели конических поверхностей Ф и (, сопряженных цилиндрической поверхностью (
Сопряжение поверхностей цилиндров цилиндрическими поверхностями (рис.16.74)
      Ортогональный чертёж горизонта-льной окружности можно понимать как вырожденную проекцию вертикальной цилиндрической поверхности или косо-угольной параллельной проекции пове-рхности наклонного цилиндра. При этом центр окружности следует пони-мать как соответствующую проекцию бесконечно удалённой вершины этого цилиндра.

       При таком понимании нетрудно изобразить вид спереди на две верти-кальные цилиндрические поверхности Ф и (, сопряженные цилиндрической поверхностью ( (рис.16.74).

       Если исходные поверхности Ф и ( с параллельными образующими накло-нны, то и сопрягающая их цилиндриче-ская поверхность ( соответственно на-клонна. Эту ситуацию, по аналогии с вышеописанной, нетрудно геометриче-ски представить и, соответственно, гра-фически изобразить.

Сопряжение конических поверхностей цилиндрическими

(рис.16.75, а, б)
       Если понимать горизонтальные проекции двух окружностей как про-екции горизонтальных оснований со-прягаемых конических поверхностей вращения Ф и ( одинаковой конусно-сти и высоты , а их центры принять за проекции вершин этих конусов, то на их поверхностях можно выделить такие соответственные пары параллельных образующих, которые определят сопря-гающую их наклонную цилиндрическую поверхность (. К числу таких пар отно-сятся образующие, принадлежащие плоскости симметрии обеих поверхно-стей, проходящей через их оси. При этом вершины поверхностей могут располагаться как по одну (см. рис.16. 75,а), так и по обе стороны от плоскос-ти их оснований (см рис.16.75,б).

      В первом случае основанием сопря-гающей поверхности ( будет полуокру-жность, сопрягающая основания дан-ных поверхностей, а во втором – полу-окружность, сопрягающая вершину од-но поверхности с основанием  второй  и

наоборот.

Сопряжения конических поверхностей плоскостями
(рис.16.76 – 16.78))
       Для графического моделирования двух конических поверхностей Ф и (, одинаковой конусности, вершины кото-рых расположены по одну сторону от их оснований, сопряженных двумя пло-скостями ( и (, следует прежде изо-бразить внешнее сопряжение двух ок-ружностей прямыми линиями, затем принять  эти  окружности  за  основания
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Рис. 16.76.  Графическая модель двух конических поверхностей Ф  и (, сопряженных двумя плоскостями внешним образом

сопрягаемых поверхностей, прямые, касательные к ним, - за горизонтальные следы касательных плоскостей ( и (, а 
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Рис.16.77.  Геометрическая модель конических поверхностей Ф  и ( , сопряженных двумя плоскостями внутренним образом

точки их касания к окружностям – за на-чала  тех  пар  параллельных  образую-

щих  данных поверхностей,  по которым
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Рис. 16.78. Графическая модель конических поверхностей Ф  и (, сопряженных плоскостями ( и (  внутренним образом
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Рис.16.79.  Графическая модель двух конических поверхностей Ф  и ( , сопряженных конической поверхностью (  внутренним образом

плоскости ( и ( их касаются.

       Будучи непараллельными между собой, плоскости ( и ( пересекаются по прямой линии е, соединяющей вер-шины поверхностей Ф  и (.

       Если две конические поверхности Ф и ( одинаковой конусности сопря-гаются двумя плоскостями ( и ( внут-ренним образом (рис. 16.77), то их вер-шины должны располагаться по разные стороны от плоскости их оснований, а прямые,   касательные   к   основаниям,

должны проходить через точку К пере-сечения прямой е, соединяющей вер-шины поверхностей, с плоскоcтью их оснований.

       Для графического моделирования двух конических поверхностей Ф и (, разной высоты, но одинаковой конусно-сти, сопряженных плоскостями ( и ( внутренним образом (рис.16.78) следу-ет прежде изобразить план двух го-ризонтальных окружностей разного ди-аметра, сопряженных внутренним обра-зом двумя пересекающимися прямыми.
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После этого следует принять  окружно-сти за основания  конических поверхно-стей Ф и (, вершины которых распо-лагаются по разные стороны от плос-кости их основания, сопрягающие их прямые - за следы искомых сопрягаю-щих плоскостей ( и (, а  точки  касания 

1, 2, 3, 4 – за начала линий  их  касания  к поверхностям Ф  и (  и изобразить их фронтальную проекцию. 
Сопряжения конических поверхностей коническими поверхностями (рис.16.79 - 16.81)
      Если замкнутую коробовую кривую, состоящую из сопрягающих друг друга дуг окружностей  принять за  основание 
а некоторой поверхности (, то ею явит-ся поверхность, состоящая из двух пар сопряжённых и равнонаклонённых к  их

	[image: image81.png]





Рис..16.80. Геометрическая модель четырёх сопряженных конических поверхностей на основе  четырёхцентрового овала
Рис.16.81.  Графическая модель четырёх сопряженных конических поверхностей на основе четырёхцентрового  овала
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Рис.16.82. Геометрическая модель
торсовой поверхности  одинакового
ската
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Рис.16.83.   Геометрическая модель золотого эллиптического торса
основаниям конгруэнтных конических поверхностей Ф1, Ф2 и ( 1, (2, проекция-ми вершин которых являются центры сопряжения образующих это основание дуг.
       Как и коническая, поверхность ( имеет две полы. Нижняя образована полными фрагментами поверхностей Ф1 и Ф2, сопряженными с неполными фрагментами поверхностей (1 и (2, ко-торые пересекаются по гиперболичес-кому гребню m, сопрягающему в вер-шинах S1 и S2 очерковые образующие фронтальной проекции поверхностей Ф1 и Ф2. Верхняя пола образована пе-ресекающимися по гиперболическому гребню n  верхними полами фрагмен-тов поверхностей Ф1 и Ф2. При этом фигура основания верхней полы, ле-жащей в горизонтальной плоскости  ве-ршин поверхностей (1 и (2, конгруэн-тна фигуре нижней полы, но развёрну-та по отношению к ней на 90(.

       Между верхней и нижней полами существует переходная поверхность ( как некий тетраэдр с коническими гра-нями, двумя гиперболическими и четы-рьмя прямолинейными рёбрами. Вер-шинами этого тетраэдра являются вер-шины сопрягающихся конических пове-

рхностей  Ф1, Ф2 и (1, (. 2 
        Если вершина S подвижной кони-ческой поверхности перемещается по пространственной линии m, то возника-ет огибающая её положения торсовая поверхность одинакового ската (рис.82)
16.6.3.  Огибание поверхностей
(рис. 16.82 – 16.86)
       Определение 16.4. Процесс формиро-вания поверхности Ф, линейный каркас ко-торой состоит из линий её касания к по-следовательным положениям образующей поверхности ( и линий, эквидистантных к траектории её движения, называется огибанием этих положений.
      Определение 16.5. Поверхность (, ко-торая занимает в пространстве ряд по-следовательных положений, называется образующей, а поверхность Ф, которая огибает эти положения, называется оги-бающей.
       Вполне очевидно, что, касаясь, огиба-ющая поверхность Ф последовательно со-прягает смежные положения образующей поверхности (.
       Примером огибающих являются повер-хности трубчатые и каналовые (см.рис.15. 100–15.104), которые образованы огибани-ем последовательных положений сферы соответственно постоянного или перемен-ного радиуса.  К числу огибающих поверх- ностей относятся также торсовые поверх- ности одинакового ската, получаемые при проектировании поверхностей откосов зем-ляных сооружений путём огибания после-довательных положений конической пове-рхности Ф, вершина S которой перемеща-ется по проектной плоской или простран-ственной бровке m (рис.16.82).

       Если в качестве формообразующего элемента принять не линию проектной  бровки, а плоскую лекальную кривую а, то радиусы основания подвижного конуса ( будут приобретать значения радиусов кри-визн линии а в точках касания. Если линия а – эллипс, то центры этих оснований – на его большой оси (рис.16.83).

Так как угол (( наклона образующих конуса ( в процессе его движения не изменяется, то с изменением диаметра основания пропорционально изменяется его высота, а

вершина описывает гиперболический гре-бень q, через точки которого проходят про-должения образующих нижней полы, фор-мирующие переходную поверхность ( и верхнюю полу поверхности Ф.
       Особый интерес представляют торсо-вые поверхности, направляющими  которых являются золотые эллипс и гипербола.

      Пример № 16.26. Построить трёхкар-тинный комплексный чертёж поверхнос-ти Ф, огибающей последовательные по-ложения подвижного конуса ( с углом на-клона образующих  (( = 51( 50(, основание 

которого касательно изнутри линии золо-того эллипса а  (рис.16.83, 16.84).
Рис. 16.84.  Графическая модель поверхности Ф,  огибающей последовательные положения конуса (,
основание которого касательно
изнутри линии золотого эллипса
	[image: image84.png]a

|
V

|
N~

/.

K123







Анализ условия:

       Аналогичная задача решалась при рас-смотрении геометрии  торсовых  поверхно-стей и изобразительных свойств их  проек-ций (см.Глава 15, п.15.1.3, рис.15.10-15.13).
Тогда в качестве формообразующей была принята трёхэлементная линейная струк-тура из трёх перпендикулярных прямых, од-на из которых играла роль образующей, вторая – роль касательной к направляющей кривой, а третья,- роль нормали к этой кри-вой в точке касания. 
     В настоящей задаче формообразующим элементом является поверхность подвиж-ного конуса вращения (, основание которо-го изнутри касается линии золотого эллип-са а, служащего основанием нижней полы двухпольной искомой поверхности Ф. Эта поверхность, огибая последовательные по-ложения подвижного конуса, сопрягает их.
       Решение: 1. Взяв на проекции а1 ряд точек типа V1 , симметрично расположен-ных относительно большой и малой осей эллипса, провести из них нормали к а1 как биссектрисы углов между радиусами-векто-рами эллипса, соединяющими эти точки с его фокусами F11  и F12 ;

       2. Обогнуть построенные нормали и изобразить эволюту m1 золотого эллипса а;
       3. Приняв точки пересечения симме-тричных относительно большой оси эллип-са нормалей за центры вписанных в эллипс окружностей оснований подвижного конуса, изобразить их. При этом окружность макси-мального радиуса касательна к эллипсу а1 в вершинах С1 и D1 его малой оси, а окруж-ности минимального радиуса касательны к эллипсу в вершинах А1 и В1 его большой оси. Центрами последних являются верши-ны М1 и N1  эволюты m1 эллипса а1;
       4. По   плану    оснований    подвижного  

нуса ( построить очерки его фронтальных проекций, отметив   положения  их  вершин,
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Рис.16.85. Геометрическая модель

переходной поверхности между полами

золотого эллиптического торса
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Рис.16.86. Геометрическая модель

   золотого гиперболического торса
определяющих фронтальную проекцию q2 гребня q нижней полы поверхности Ф;
       5. По двум проекциям нижней полы по-строить её третью, профильную  проекцию;
       6. Так как директрисы d1 и d2 эллипса а являются его неотъемлемыми конструк-тивными элементами, провести через них под углами (( две наклонные плоскости ( и ((, образующие двугранный директрис-ный угол с горизонтальным ребром n и изобразить его три проекции;

       7. Продлив образующие l нижней полы поверхности Ф  за гребень q, изобразить её верхнюю полу, пересекающую горизонталь-ную плоскость ( , в которой лежит эллипс  b, конгруэнтный эллипсу а, но развернутый по отношению к нему на 90(;

       8. Обогнуть продолжения фронтальных и профильных проекций образующих верх-ней полы, изобразив тем самым проекции m2 и m3 их пространственного ребра воз-врата m;
       9. По проекциям р1 и р2 гребня р верх-ней полы поверхности Ф построить его профильную проекцию р3 в натуральную величину. Четыре ребра возврата m и два гребня р и q образуют переходную повер-хность между полами поверхности Ф как некий тетраэдр с криволинейными рёбра-ми, грани которого имеют вид косых цилин-дров о трёх направляющих, так как их обра-зующие пересекают три направляющие кривые – два гребня q и р и эллипс а. 
       10. Так как эллипс b основания верх-ней полы поверхности Ф  имеет свои дирек-трисы d3 и d4, то они индуцируют свой дву-гранный директрисный угол, ребро е кото-рого в паре с ребром n двугранного дирек-трисного угла нижней полы формируют не-кий тетраэдр (, стабилизирующий всю кон-струкцию.  И.т..д.

        Директрисные углы нижней и верх-ней полы, пересекаясь образуют дирек-трисный тетраэдр  Δ, грани которого пере-секают полы поверхности Ф по некоторым кривым, которые подлежат дальнейшему исследо-ванию. И  т.д.
11.       11. В итоге максимально точно произве-денных графических построений получа-ются три проекции золотого эллиптического торса, изобразительные свойства которых несут в себе информацию о позиционных и метрических свойствах его идеальной фор-мы. Эта информация подлежит выявлению и изучению с целью практического приме-нения.

           Позиционно она интересна полным со-ответстием сруктурному расположению точек прямой Эйлера в профиле пирамиды фараона Хеопса, композиционно может применяться как мансардное завершение зданий эллиптической формы, стропильная система которого, в силу прямолинейности его элементов проста и технологична, а тот факт, что метрически она выдержана в пропорциях золотого сечения говорит о совершенстве её дизайнерской формы. Эта форма может завершаться криволинейным гребнем или дополняться элементами пе-реходной поверхности вплоть до создания её верхней полы. 
        Так как эллипс обладает способностью фокусировать в одном фокусе лучи и вол-ны, испускаемые из второго фокуса, то сле-дует ожидать, что пространство, ограничен-ное  поверхностью с эллиптическими па-раллелями, будет обладать интересными оптическими и акустическими свойствами. 

     Пример 16.27. Описать конструктив-ные свойства золотого гиперболического торса (рис.16.86) и изобразительные сво-йства его ортогональных проекций.. 
Конструктивные свойства линейного каркаса золотого гиперболического торса

       В отличие от замкнутой линии золотого эллипса линия золотой гиперболы имеет две разомкнутые ветви, которые содержат по одной несобственной точке. Это озна-чает, что образуемая на её основе поверх-ность одинакового ската является открытой 

и способной к неограниченному продолже-

нию.

      Как и прежде,  формообразующим  эле-

Рис.16. 87.  Графическая модель 

золотого гиперболического торса
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ментом является поверхность подвижного конуса вращения, центр основания которо-го перемещается по мнимой оси гипербо-лы, а основание касательно к её ветвям. При этом его вершина может быть как по одну, так и по другую сторону от его осно-вания. Рассматривая оба варианта, получа-ем поверхность, зеркально симметричную относительно всех трёх координатных пло-скостей. Значение минимального диаметра основания этого конуса равно длине дейст-вительной оси АВ гиперболы, а его верши-на определяет вершины С и D двух кон-груэнтных гиперболических гребней b1 и b2, как линий пересечения соответствующих полостей искомой поверхности Ф, огибаю-щей последовательные положения подвиж-ного конуса. При продолжении смежных  образующих этих полостей в обратную сто-рону они пересекаются в точках, определя-ющих 4 гребня m  поверхности Ф.
       При продолжении за пределы гребней m смежные образующие поверхности Ф  окажутся касательными  к 4  парам  огибаю-
щих раздвоенных рёбер возврата q. 
       Продолжение  полостей поверхности Ф за пределы гребней b формирует геометри- ческие конструкции, горизонтальные сече-ния которых являются фигурами, образо-ванными двумя пересекающимися гипербо-лами n, соответственно эквидистантными  ветвям направляющей гиперболы а. Экви-дистантность линий а и n определяется равноудалённостью их соответственных то-чек по направлениям образующих поверх-ности, которые равнонаклонены к паралле-льным плоскостям их кривизн.

       Отличительной особенностью структу-ры золотого гиперболического торса явля-ется наличие в нем двух пар параллельных 
директрисных плоскостей типа  ( и (,  кото-рые,  пересекаясь,   образуют  поверхность директрисной призмы, а также пирамидаль-ной асимптотной 4-гранной поверхности ( с вершиной в точке о,  рёбрами  которой  слу-жат соответственно асимптоты  гипербол а и b. Пересекаясь между собой, эти  элемен-ты торса образуют его  гранные  структуры,
и в итоге получается довольно сложная, но 
строго закономерная и гармоничная  прост-
ранственная прямолинейчатая конструкт-ция.

.Изобразительные свойства горизонтальной проекции золотого гиперболического торса

       Исходным условием для построения го-ризонтальной проекции торса Ф является золотая гипербола а. Основания её дирек-трис d11 и d12 разбивают действительные полуоси оА  и оВ  в золотой пропорции, а асимптоты повторяют профиль пирамиды фараона Хеопса.

       1. Так как поверхность Ф является от-крытой и способной к неограниченному продолжению, то очерком её горизонталь-ной проекции является графическая конст-рукция, состоящая из ветвей направляю-щей гиперболы а в сочетании с её норма-лями, изображающими образующие повер-хности Ф;
       2. Проекции прямолинейных образую-щих поверхности соединяют проекции цент-ров основания подвижного конуса с точка-ми их касания к ветвям направляющей ги-перболы а;

       3. Нормали гиперболы а1 , симметрич-ные относительно оси о1 х1,  попарно пере-секаются в точках горизонтальных проек-ций m1  4-х гребней соответственно 4-х пол искомой поверхности.

       4. Продолжения горизонтальных проек-ций этих образующих формируют горизон-тальные проекции q1 двухветвевых рёбер возврата q. На рис.16.87 из 4-х показано одно. Коснувшись ветвей ребер возврата, образующие, продолжаясь дальше, форми-руют вторые полы этих 4-х полостей, но в своей совокупности не образуют поверхно-сть, подобную исходной.
Изобразительные свойства фронтальной проекции золотого гиперболического 

торса

       1. Очерк фронтальной проекции повер-хности Ф  складывается из нескольких вза-имосвязанных элементов: двух пар проек-ций (2 и (2 параллельных фронтально-про-ецирующих директрисных плоскостей ( и (, фронтальной проекции а2 горизонталь-ной гиперболы а и очерковых образующих подвижного конуса максимальной высоты, проходящих через фронтальные проекции точек касания его основания к направля-ющей гиперболе а и фронтальные проек-ции его вершин выше и ниже плоскости хоу;
       2. Фронтальные проекции точек каса-ния основания подвижного  конуса и поло-жений его вершин определяют фронталь-ные проекции образующих 4-х полостей то-рса Ф, на  которых  в проекционной  связи с 

горизонтальными проекциями m1 гребней m строятся их фронтальные проекции m2;
       3. Продолжения фронтальных проек-ций образующих торса в противоположную от гребней сторону определяет точечный ряд фронтальной проекции b2 гребня b, ле-жащего в плоскости zoy;

       4. Горизонтальные сечения попарно пе-ресекающихся по гребню b полостей торса образуют замкнутые фигуры из пересека-ющихся ветвей гипербол, эквидистантных ветвям направляющей гиперболы а, так как их точки равноудалены по направлениям их общих нормалей.

       5. Фронтальные проекции F21, F22 и F23, F24  фокусов гипербол а и b являются вер-шинами соответственно малой и большой осей золотого эллипса f2 и одновременно вершинами двух профилей пирамиды фа-раона Хеопса с общим  основанием и др. 

Изобразительные свойства профильной проекции золотого гиперболического 

торса

       1. Очерк профильной проекции поверх-ности Ф формируется профильными проек-циями её элементов, изображенных на ви-дах сверху и спереди. Представляет собой графическую конструктивную систему, сю-жетной частью которой являются гипербо-лические ветви b1 3  и b23 гребня с их дирек-трисами е13 , е23 и асимптотами q13 и q23, дополненные профильными проекциями го-ризонтальных сечений n3  и профильными проекциями образующих, попарно пересе-кающихся в точках профильных проекций m3 гребня m;
       2. Фокусы F33 и F43 гиперболических ветвей b13, b23 гребня b являются верши-нами ромба, стороны которого ортогональ-но сопряжены с его асимптотами и образу-ют два профиля пирамиды фараона Хеоп-са. Концы малой диагонали этого ромба удалены от о3 на расстояния, равные рас-стояниям от F11 и F21 до о1;

       3. Интересно отметить, что так как фро-нтальная и профильная проекции рассмот-ренных ромбов конгруэнтны, то они могут изображать либо составную поверхность вращения из двух конусов, либо октаэдр, составленный из двух пирамид Хеопса, ква-дратное основание которых описано вокруг фокальной окружности гиперболы а, а гра-ни занимают соответственно фронтально- и профильно-проецирующее положения.

       4. Фокусы F11 F21 гиперболы а также яв-ляются вершинами ромба, подобного фо-кусному, а длина его малой диагонали рав-на длине действительной оси C3D3 гипер-болы b3 гребня b и др.
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Рис. 16.88. Графическая модель прямой а, перпендикулярной в сфере Ф в её обыкновенной точке А
      Общие выводы: 1. Произведенный ст-руктурный   анализ  конструктивных  осо-
бенностей линейных каркасов поверхнос-тей золотых торсов раскрывает широ-кие формообразующие возможности испо-льзования золотой пропорции при проек-тировании пространственных систем, обладающих гармоничными формами;

       2. Органичное сочетание золотой пропорциональности внутренней формы золотых торсов с симметричностью их внешней формы возводит их визуальную форму в ранг художественной, ибо «соче-тание симметрии и золотого сечения яв-ляется выскоорганизованной формой, спо-собствующей наиболее ясному выраже-нию содержания, наилучшему зрительному восприятию и появлению у зрителя ощу-щения красоты» [47].
       3. Равнонаклонённость прямолиней-ных образующих золотых торсов к плос-кости кривизны их направляющих золо-тых коник определяет креативность их формы благодаря наличию криволиней-ного гребня и пространственных рёбер возврата.

       Эллиптические в плане дома без торсо-

вой кровли выглядят незавершенными.
16.6.4. Графические решения позиционных задач на взаимную перпендикулярность прямых и плоскостей  к поверхностям  и кривых поверхностей между собой

(рис.16.88 -16.90)

       Отношение перпендикулярности различных элементов эвклидова прос-транства порождается группой III акси-ом конгруэнтности или движения и в общем виде описано в гл. 5, п. 5.5.3. Графические решения позиционных за-дач на взаимную перпендикулярность двух прямых, прямой линии и плоскости и двух плоскостей приводились в гл. 10, п.10.9. Теперь последовательно рас-смотрим графические решения трех ви-дов позиционных задач:
       1-й вид задач – на перпендикуляр-ность прямой к поверхности;

       2-й вид задач – на перпендикуляр-ность плоскости к поверхности и
        3-й вид задач – на перпендикуляр-ность двух поверхностей.

Позиционные задачи на взаимную 

перпендикулярность прямой линии и кривой поверхности

       Утверждение 16.6. Если прямая линия р перпендикулярна  к плоскости 
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Рис. 16.89. Графическая модель прямой а и плоскости (,  перпендикулярных к эллипсоиду вращения Ф
( в обыкновенной точке А её  касания

к кривой поверхности Ф, то она пер-пендикулярна к этой поверхности.

а([( ( ( Ф ) ( А ( Ф ] ( а (Ф.

       Задача 16.27. Построить двухкар-тинный комплексный чертёж прямой p, перпендикулярной к сфере Ф в её обыкно-венной точке А (рис. 16. 88).
      Решение:  1. Через точку А на сфере Ф провести горизонтальную параллель b (b2, b1) и фронтальную параллель с (с1, с2);

       2. Через точку А  провести плоскость (  ( f ( h ), касательную к поверхности Ф . При этом f1 ( A1 A2, f2 ( o2 A2;  h2 (A1A2, h1 (o1A1.
       3. Из точки А восставить перпендику-ляр р к плоскости (: ( р1( h1, p2 ( f2 ), кото-рый является  искомым перпендикуляром к поверхности Ф и её нормалью  в точке А.
      Утверждение 16.7. Многообразием нормалей к сферической поверхности яв-ляется связка радиусов всех окружностей 

большого круга, проходящих через все её точки.
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Рис. 16.90. Ортогонально-сопраженные линии:
      а – прямые t1  и t2;

       б – софокусные параболы 
       в – софокусные гипербола  и эллипс 
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Рис.16.91. Геометрическая модель ортогонально-сопряженных  конических поверхностей Ф и (
      Пример 16.29. Построить двухкартин-ный комплексный чертёж прямой р, пер-пендикулярной к поверхности эллипсоида вращения Ф и проходящей через произво-льную точку А пространства  (рис.16.89)
      Решение: 1. Вращением вокруг і по-вернуть точку А  до  совпадения  с  плоскоc-
тью главного меридиана l эллипсоида Ф. Для этого :  і1А1 ( ( і1А11(А1А2); 

                      А2( (А1 ( А1 А2).
       2.Взять на очерке фронтальной прое-кции l2 эллипсоида Ф несколько точек и соединив их с его фокусами, провести бис-сектрисы образовавшихся углов как соот-ветствующих нормалей к эллипсу l2 в этих точках (на рис.16.89 условно не показаны);

       3. Обогнуть продолжения проведенных нормалей и получить тем самым эволюту е2 эллипса l2 как очерк фронтальной проек-ции (2 фокальной поверхности ( эллипсо-ида Ф;
       4. Из точки А21 провести проекцию р21 прямой р,  касательно к е2 и отметить точки 52 её пересечения с i2 и К21 – с l2, а А1  соединить с о1 ( i1;
       5. Соединить А2 с 52 и определить на А252 положение К2 – проекции основания перпендикуляра р к поверхности Ф;
       6. По К2 на А1 о1  определить К1 как го-ризонтальную проекцию основания норма-ли р(Ф.

       7. Плоскость ( (p x q) ( Ф.
        Определение 16.6.  Поверхность (, образованная вращением эволюты е элли-пса l эллипсоида Ф вокруг оси его враще-ния называется фокальной поверхностью этого эллипсоида.
       Утверждение 16.8 Многообразием ка-сательных к фокальной поверхности ( данной поверхности  вращения Ф  являет-

ся конгруэнция нормалей поверхности Ф.
       Правило 1. Для того, чтобы постро-ить комплексный чертёж конгруэнции нормалей к поверхности вращения, необ-ходимо построить проекции её фокальной поверхности, а затем изобразить необхо-димое и достаточное количество прямых, которые касательны к ней.
Позиционные задачи на перпендикулярность плоскости к кривой поверхности

       Так как кривую поверхность можно счи-тать искривлённой плоскостью, то алгоритм решения данной задачи сводится к графи-ческому моделированию условия перпенди-кулярности двух плоскостей: 

( ( ( р( () ( ( ( (.

       Обобщая это условие на случай пер-пендикулярности плоскости и поверхности,

можно утверждать, что:
( ( ( р(( ) ( ( (Ф.    Отсюда

       Правило 2 Для того, чтобы пост-роить комплек. сный чертёж плоскости, перпендикулярной к кривой поверхности, необходимо изобразить нормаль этой по-верхности и любая плоскость, проходя-щая  через  эту  нормаль,  будет   искомой
(рис.18.89).
       Если поверхность Ф прямолинейчата, а плоскость ( перпендикулярна ко всем её образующим, то она называется нормаль-ной, а фигура сечения поверхности этой плоскостью называется её нормальным сечением.
       Среди множества прямолинейчатых поверхностей только к  цилиндрическим мо-жно провести плоскость, перпендикулярную ко всем её параллельным образующим. 

       Плоскости, перпендикулярные к осям поверхностей вращения не являются нор-мальными, так как фигуры их сечения, за исключением горловин и экваторов, не со-держат нормалей к этим поверхностям. 

Позиционные задачи на взаимную перпендикулярность двух кривых поверхностей

       Если элементы линейных каркасов двух данных поверхностей взаимно перпен-дикулярны, то такие поверхности ортого-нально сопряжены.
       Отсюда следует, что для проектирова-ния ортогонально-сопряженных поверхнос-тей необходимо иметь ортогонально-сопря-женные плоские линии их линейных карка-сов. 

       Определение 16.7. Ортогонально-со-пряжёнными являются стороны прямого угла и те кривые линии, которые касате-льны  к ним в его вершине (рис.16.90, а - в)
       К числу ортогонально-сопряженных от-носятся также софокусные коники (рис.5. 78,а,б) - параболы между собой и гипербол-лы с эллипсами при условии, что пересе-каясь, их ветви касаются сторон прямого угла с вершиной в точке их пересечения.

      Наиболее простыми являются ортогона-льно-сопряженные поверхности, образо-ванные вращением ортогонально-сопря-женных линий. 

       Если вращать прямоугольный треуго-льник вокруг его гипотенузы, то его катеты образуют две ортогонально-сопряженные конические поверхности ( рис.16.91).

       Если вращать прямую линию и орто-гонально-сопряженную с ней дугу окружно-сти вокруг компланарной с ними оси, про-ходящей через центр этой окружности, то получится коническая поверхность, ортого-нально-сопряженная   со  сферической  или 

коническая   со   сферическим   основанием
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Рис. 16.92.  Геометрические модели 

ортогонально-сопряженные поверхности вращения:
      а –  коническая Ф и сферическая ( 
      б –сферическая Ф и сферическая (
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Рис.16.93.  Геометрическая модель поверхности, образованная вращением двух ортогонально-сопряженных парабол вокруг их фокальной хорды
(рис.16.92, а) 

       Если вращать две ортогонально-сопря-женные окружности вокруг линии их цент-ров, то получится геометрическая конст-рукция из двух ортогонально-сопряженных сфер (рис.16.92, б).
       Если вращать ортогонально-сопряжён-ные параболы (см. рис.16.90,б ) вокруг их фокальной хорды CD, то получится геоме-рическая система из веретенообразного за-мкнутого параболоида ( и двух его откры-тых полостей Ф, поверхностей двух асимп-тотических конусов ( и поверхности дирек-трисного цилиндра ( (рис.16.93).
       Если вращать две ортогонально-сопря-женные параболы с их директрисами во-круг оси их симметрии (см.рис.16.90,б) то получится геометрическая конструкция из двух ортогонально-сопряженных параболо-идов вращения Ф и (, поверхностей двух ортогонально-сопряженных конусов (, ка-сающихся обеих параболоидов по линии m их пересечения, а также двух директрисных плоскостей (, проходящих через вершины L и K конусов (, которые на рис.19. 94 ус-ловно не показаны. 
       Если вращать ортогонально-сопряжен-ные эллипс n и гиперболу m с их дирек-трисами d1, d2 и асимптотами t1 и t2 вокруг действительной оси гиперболы, совпадаю-щей с большой осью эллипса (см. рис. 16. 90,в), то получится геометрическая кон-струкция из ортогонально-сопряжённых вы-тянутого эллипсоида вращения Ф и двупо-льного гиперболоида вращения (, до-полненная двумя парами параллельных директрисных плоскостей ( (одна из кото-рых на рис.16.95 условно не показана) и двупольной конической асимптотной повер-хностью ( ( рис.16. 95,б ).
       Если вращать ортогонально-сопряжен-ные эллипс и гиперболу с их директрисами и асимптотами (см. рис.16.90,в) вокруг мни-мой оси гиперболы, совпадающей с малой осью эллипса, то получится геометрическая конструкция из ортогонально-сопряженных сжатого эллипсоида Ф и однопольного ги-перболоида вращения (, дополненная двумя поверхностями директрисных цилин--дров (  и (  и одной конической асимп-тотной поверхностью (, которая вместе с директрисным цилиндром(  на рис.16.95,а)

 условно не показана.
        Если ортогонально сопрягаются трёх-осный золотой эллипсоид Ф с софокусным двупольным эллиптическим гиперболоидом 
(, то к ним присоединяется также золотой, но однополостный эллиптический гипербо-лоид (  (рис.16.96). Получаемая  геометри-

ческая конструкция как система имеет  дос-

таточно  сложную,  но  сгармонизированную
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Рис. 16.94.  Геометрическая модель  системы двух ортогонально-сопряженных параболоидов  вращения
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Рис.16.95. Варианты геометрических моделей ортогонально-сопряженных поверхностей эллипсоида и гиперболоида вращения
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Рис. 16.96. Геометрическая модель золотого эллипсоида Ф и золотых гиперболоидов (  и (
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Рис.16.97. Графическая модель ортогонально-сопряженных золотого эллипсоида Ф и золотых гиперболоидов
( и (
золотой пропорцией структуру, которая вк-лючает в себя,  помимо  собственно  сопря-

женных поверхностей их директрисные, асимптотные и фокальные  поверхности,  а 
также результаты их взаимодействия.

      Следует отметить,  что  все  соответст- венные элементы линейных  каркасов  этих

поверхностей  взаимно-перпендикулярны  и
эта их позиционная особенность является основным  условием  для  их  графического 

моделирования (рис.16.96).

       Для построения 3-хкартинного компле-ксного чертежа этих поверхностей нужно:

       1. Построить золотой эллипс а эквато-ра и производные от него профильный с и фронтальный b меридианы эллипсоида Ф;
       2. Относительно фокусов экватора и каждого из меридианов построить ортогона-льно-сопряженные с ними гиперболы (см. рис. 12.40);
      3. По горизонтальным и фронтальным проекциям гипербол как меридианов дву-польного эллиптического гиперболоида (, сопряженного с данным эллипсоидом Ф, построить профильную проекцию g3 его сечения профильными плоскостями (1  и (2; 
      4. Построить проекции n1, n2, n3 линии  n пересечения поверхностей Ф и (;

      5. Построить проекции m3, m2, m1 линии m  пересечения  однопольного  эллиптичес-кого гиперболоида (  и эллипс k его  сече-ние горизонтальной плоскостью ( ;  

       6. Построить проекции  всех  директрис и асимптот плоских сечений Ф, (  и (.;
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Рис. 16.98.  Графическая модель двух эквидистантных кривых линий, лежащих в горизонтальной плоскости уровня
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Рис. 16.99. Графическая модель двух эквидистантных линий, лежащих во фронтально-проецирующей плоскости
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Рис.16.100. Графическая модель двух эквидистентных линий, лежащих в плоскости общего положения
       7. Системно осмыслить и объединить полученные результаты в единое целое.
16 6.5. Графические решения позиционных задач на взаимную параллельность линий и кривых поверхностей между собой
Предварительные соображения

       Основным конструктивным свойст-вом отношения параллельности элеме-нтов эвклидова пространства является их равноудаленность по ортогонально-сопряженным или кратчайшим между ними направлениям. Отсюда следует, что в состав позиционных задач на па-раллельность или эквидистантность  линий между собой и к поверхностям или поверхностей между собой органи-чно входят позиционные задачи на по-строение нормалей к линиям и пове-рхностям, по направлениям которых выдерживаются одинаковые расстоя-ния между ними. 

       Необходимость выдерживания оди-наковых расстояний по направлениям нормалей к линиям и поверхностям и прямых углов между нормалями и каса-тельными определяет необходимость применения методов преобразования исходных проекций для решения соот-ветствующих метрических задач.
       Так как  задачи на параллельность прямых линий и плоскостей рассматри-вались выше (см. п.10.9), здесь рассмо-трим следующие задачи:

       1. Построить двухкартинный ком-плексный чертёж двух компланарных, плоских эквидистантных кривых линий а и b, плоскость ( кривизны которых го-ризонтальна;
       2. То же, когда плоскость их кри-визны занимает проецирующее поло-жение;

       3. То же, когда плоскость их криви-зны занимает общее положение;
       4. Построить двухкартинный ком-плексный чертёж двух эквидистантных цилиндрических винтовых линий;
       5. То же, двух конических винтовых линий;

       6. Построить двухкартинный комп-лексный чертёж поверхностей двух эк-видистантных параболических цилинд-ров; 

       7. То же, поверхностей конусов произвольного вида;

       8. То же, двух сферических поверх-ностей;  

        9. То же, двух эллипсоидов вра-щения и

       10. То же, трёхкартинный комплекс-ный чертёж двух трёхосных эллипсо-идов.
Позиционные задачи на эквидистантность двух плоских кривых линий

       Задача №1. Построить двухкатин-ный комплексный чертёж линии b, прохо-дящей через точку А и эквидистантной линии а, принадлежащей горизонтальной плоскости ( её кривизны  ( рис. 16.98 )
       Решение: 1. Взяв на  а1  ряд 11 …51  то-чек, провести через них касательные t и но-рмали n к линии а;
       2. Обогнуть последовательные поло-жения нормалей эволютой е1  линии а1 ;
       3. Из А1 провести касательную t11  к эво-люте е1 , совпадающую с нормалью n1 к а1 и отметить на а1  точку 11   Расстояние от А1 до 11 является дистанцией между а1  и ис-комой линией b1;
       4. На продолжениях нормалей в точках ряда а1 отложить одинаковые расстояния, равные длине отрезка 11 А1  и через полу-ченные точки  В1 , С1  …провести искомую линию b1, эквидистантную данной линии а1. 
       Задача №2. Построить двухкартин-ный комплексный чертёж линии b, прохо-дящей через точку А и эквидистантной линии а, лежащей во фронтально-проеци-рующей плоскости (  ( рис. 16.99 )
       Решение: 1. Выбрав в плоскости  (  ось i(П2, повернуть вокруг неё эту плоско-сть до горизонтального положения и пре-образовать а1 в а11  по алгоритму способа вращения вокруг проецирующей оси;
       2. По алгоритму решения задачи №1 провести вспомогательную проекцию b11 , эквидистантную  к а11  и проходящую через совмещённое положение А11  точки А;
       3. Моделируя отношение принадлежно-сти линии b11 к плоскости (, обратным преобразованием построить искомую про-екцию b1 линии b, эквидистантной линии а, лежащей во фронтально-проецирующей плоскости.
       Задача №3. Построить двухкартин-ный комплексный чертёж линии b, прохо-дящей через точку А и эквидистантной линии а, лежащей в плоскости ( общего положения ( рис. 16.100 ).
     Принцип решения. Так как плоскость ( занимает  в   пространстве  общее  положе-
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Рис. 16.101.  Графическая модель винтовой линии b  эквидистантной цилиндрической винтовой линии а
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Рис.16.102.  Графическая модель конической винтовой линии b,
эквидистантной конической винтовой линии а
ние, то её необходимо преобразовать в го-ризонтальную плоскость уровня вращением вокруг горизонтали h, в совмещенном поло-жении построить вспомогательную проек-цию b11 линии b, эквидистантной данной линии а, и обратным преобразованием, мо-делируя компланарность линий а и b, по-строить их искомые проекции в плоскости ( общего положения.

       Задача №4. Построить двухкартин-ный комплексный чертёж цилиндрической  винтовой линии b, проходящей через точ-ку А и эквидистантной цилиндрической винтовой линии а ( рис.16.101 ).

Анализ условия.

       Так как по условию дана цилиндричес-кая винтовая линия а, то она принадлежит некоторой цилиндрической горизонтально-проецирующей.поверхности Ф, а так как то-чки искомой линии b должны быть удале-ны от соответствующих точек данной ли-нии а на расстояния, равные расстоянию от точки А до поверхности Ф, то таковые будут располагаться на некоторой цилиндричес-кой поверхности (, соосной с поверхностью Ф, радиус основания которой будет равен расстоянию от точки А до их общей оси і. При этом соответствен-ные точки линий а и b будут распола-гаться на соответствующих нормалях к обеим поверхностям. Отсюда сле-дует простое решение:

       1. Через точку А провести нор-маль n (n1, n2) к поверхности Ф и отметить точку А( (A1 (,A2() её пере-сечения с Ф, через которую про-ходит линия а (a1, a2); 

       2. Провести окружность (1     ради-уса А1 i1 , как горизонтальную проек-цию горизонтально-проецирующей поверхности (, с которой совпадает горизонтальная проекция b1 искомой линии b;
       3. По b1  построить b2, точки кото-рой располагаются на фронтальных проекциях нормалей n, проходящих через соответствующие проекции точек линии а2. В своей совокупности эти нормали образуют поверхность прямого винтового коноида.  

 Задача № 5. Построить двухкaр-тинный комплексный чертёж конической винтовой линии b, проходящей  через  то-чку А   и  эквидистантной конической вин-товой линии а. ( рис. 16.102 ).

                    Анализ условия
       Так как по условию дана коническая винтовая линия а, то она принадлежит не-которой конической поверхности вращения Ф, а так как точки искомой линии b должны быть удалены от соответствующих точек  данной линии а на расстояния, равные рас-стоянию от точки А до поверхности Ф, то последние должны располагаться на неко-торой конической  поверхности (,  эквидис-

тантной и сосной с поверхностью Ф.

       Различные точки пространства и ось i вращения конуса Ф определяет пучок плос-костей, пересекающих его поверхность по  равнонаклонённым образующим. Длины перпендикуляров, опущенных из этих точек на компланарные с ними образующие опре-деляют расстояния от них до поверхности Ф. При продолжении они пересекают ось i и в своей совокупности образуют конгруэн-цию нормалей как однопараметрическое множество образующих конических поверх-ностей, ортогонально-сопряженных с дан-ной поверхностью. Поэтому, зная расстоя-ние от точки А до поверхности Ф, следует его выдерживать на протяжении всего про-цесса образования искомой линии b по на-правлениям нормалей к Ф, проходящих че-рез точки её линии а.
       Решение: 1. Повернуть точку А (А1, А2) вращением вокруг оси i до совмещения с фронтальной плоскостью уровня в положе-ние А1  (А11, А21 ); принадлежащее очерку (2 конической поверхности (, на которой ле-жит искомая линия b;

       2. Из А21  опустить перпендикуляр на правую очерковую образующую конуса Ф и продлить его до пересечения с осью i в точ-ке 12, а через проекцию основания перпен-дикуляра провести проекцию параллели по-верхности Ф , на которой лежит та точка ли-нии а, которая соответствует данной точке А искомой линии b;
       3. Повернуть каждую точку линии а во-круг оси i до правой или левой очерковой образующей конуса Ф, провести через по-вернутые положения перпендикуляры к этим образующим, отметить точки их пере-сечения с осью, через которые провести проекции нормалей к Ф, проходящие через точки линии а, и отметить точки их пересе-чения с проекциями параллелей поверх-ности (, проходящих через точки пересече-ния фронтально расположенных нормалей с очерками фронтальной проекции (2 пове-рхности (. Соединив эти точки плавной кривой, получить проекцию b2 искомой ли-нии b, эквидистентной данной линии а.    

4. Горизонтальная проекция b1 линии b строится на основе соблюдения отношения принадлежности её точек к поверхности ( Конструктивно эквидистантные  конические винтовые линии а и b,  погружённые в  кон-

 груэнцию нормалей к поверхностям Ф и (,
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Рис. 16.103.  Графическая модель эквидистантных параболических цилиндров
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Рис. 16.104. Графическая модель эквидистантных эллипсоидов вращения
выделяют из неё повер-хность ( косого гелико-ида.
Выводы  из  решений  задач  № 4 и 5:

       1. Решения позицион-ных задач на построение ортогональных проекций эквидистантных простра-нственных кривых линий предполагают решения задач на построение эк-видистантных поверхно-стей, которым эти линии принадлежат;

       2. Если линия b при-надлежит поверхности (, которая эквидистантна поверхности Ф, то её то-чки равноудалены от по-верхности Ф.
       Задача №6. Постро-ить двухкартинный ком-плексный чертёж повер-хностей вертикальных параболических цилиндр-ров Ф и (, равноудалённых друг от друга на заданное расстояние d ( рис.16.103 ).

       По условию задачи обе поверхности являются горизонтально-проецирующими и поэтому её решение сводится к графиче-скому построению их вырожденных в линии эквидистантных парабол Ф1  и (1. При этом очевидно, что обе параболы будут иметь общую ось симметрии, но разные фокусы и директрисы.
       Решение: 1. Выделить на параболе Ф1 точки 11 , 21 , 31 и провести через них преж-де касательные t11 t12 t13, а затем - перпен-дикулярные к ним нормали n11, n12; n13;

       2. От точек касания по построенным но-рмалям отложить отрезки заданного рас-стояния d и полученные точки соединить гладкой кривой (1 , как горизонтальной про-екции искомой поверхности (, эквидистант-ной заданной поверхности Ф.
       3. По горизонтальным проекциям Ф1 и (1 поверхностей Ф и ( и композиционным соображениям построить их фронтальные проекции Ф2 и (2.

       Откладывая расстояния d по направле-ниям нормалей к заданной параболе, мно-гократно и по обе стороны от неё, можно построить однопараметрическое семейство эквидистантных парабол и соответственно порождаемых ими поверхностей  параболи-ческих цилиндров.

       Задача № 7. Построить двухкартин-ный комплексный чертёж эллипсоида (, эквидистантного эллипсоиду вращения Ф
( рис.16.104 ).

       Решение: 1. Построить эволюту е2 оче-рка а2 фронтальной проекции Ф2 эллипсои-да Ф ( см. рис.12.23);

       2. В точках линии а2 построить ряд нор-малей типа n2, касательных к эволюте е2;

       3. Откладывая по направлениям n2 нор-малей n к очерку а2 одинаковые расстояния d, построить линию b2 очерка фронтальной проекции искомой поверхности (;

       4. Построить очерк с1 горизонтальной проекции (1 искомой поверхности ( как проекцию её экватора с;

       5. Построить ортогональные проекции (2 и (1 фокальной поверхности ( эллип-соида Ф, образованной вращением эволю-ты е2 очерка а2 его фронтальной проекции;

       6. Дополнить очерки ортогональных проекций эллипсоида ( соответствующими проекциями его параллелей и меридианов. 

       Задача № 8. Построить трёхкар-тинный комплексный чертёж поверхнос-ти трёхосного эллипсоида (, эквидистан-тной поверхности золотого трёхосного эллипсоида Ф (рис.16.105).

Анализ условия

       По условию задачи исходный эллипсо-ид Ф задан очерками его проекций – гори-зонтальной проекцией а1 его экватора а, фронтальной b2 и профильной c3 проекция-ми его главных меридианов b и с. Если очерков трёх проекций поверхности трёхос-ного эллипсоида достаточно для его зада-ния на комплексном чертеже, то для реше-ния поставленной задачи будет достаточно задания искомой поверхности ( очерками трех её проекций, эквидистантных соответ-стующим очеркам проекций исходного эл-липсоида Ф. Таким образом, решение дан-ной задачи сводится к построению плоских кривых, эквидистантных данным (см.рис. 16.98 -16.100).

       Решение: 1. По очеркам а1, b2 и с3 по-строить их эволюты, соответственно е1 , m2  и n3. Для этого необходимо:

      1.1. Вписать в очерки проекций эллип-соида Ф ромбы, вершинами которых явля-ются концы их больших и малых осей;

      1.2. Описать вокруг очерков проекций эллипсоида Ф габаритные прямоугольники и из его вершин опустить перпендикуляры на стороны вписанных ромбов. Точки пере-

сечения этих перпендикуляров с осями эл-липтических очерков являются вершинами
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Рис. 16.105. Графическая модель поверхностей двух эквидистантных трёхосных эллипсоидов

       1. На какие виды связей и от-ношений между линиями, плоскос-тями и поверхностями возможны решения позиционных задач?

       2. В чем заключается сущность графической технологии решения позиционных задач на пересечение плоскостей и поверхностей?
       3. В каких случаях можно при-менить теорему Дезарга для реше-ния позиционных задач на пересе-чение поверхностей плоскостями?
       4. В чем заключается сущность графической технологии решения позиционных задач на пересечение прямых линий с поверхностями?
       5. В чем заключается сущность графической технологии решения позиционных задач на пересечение двух поверхностей?
       6. От чего зависят виды и по-ложения вспомогательных секущих посредников для графического ре-шения позиционных задач на пере-сечение двух поверхностей?
       7. Какова схема последователь-ности соединения проекций точек линии пересечения двух многогран-ных поверхностей?
       8. Какова последовательность соединения  проекций  точек   линии 
пересечения двух кривых поверхно-
стей?

В о п р о с ы   д л я   п о в т о р е н и я

9. В каких случаях в качестве вспомога-тельных секущих посредников для решения позиционных задач на пересечение повер-хностей применяются:

          9.1.  цилиндрические поверхности?
          9.2. конические поверхности?
          9.3. сферические поверхности?
       10. В чем заключается конструктивная особенность решения позиционных задач на пересечение цилиндрических и коничес-ких поверхностей с поверхностями Катала-на?
       11. В чем заключается сущность графи-ческой технологии решения позиционных задач на пересечение кривых линий с кри-выми поверхностями?
       12. Каковы геометрические условия ка-сания плоскости и кривой поверхности?

       13. В каких случаях плоскость, касате-льная к поверхности, пересекает её?
       14. Что называется сопряжением двух поверхностей?

       15. Каковы варианты сопряжения тор-совых поверхностей плоскостями и торсо-выми поверхностями?

       16. Как построить трёхкартинный ком-плексный чертёж поверхности из четырёх сопряженных конусов на основе четырёх-центрового овала?
       17. Каковы особенности конструктив-ной структуры золотого эллиптического торса?

       18. Что такое огибание поверхностей?

их соответствующих эволют (см. рис.12.23).

Линии эволют являются линиями астроид, сопрягающих стороны прямых углов между их осями в пределах между их вершинами.

       2. Взять на каждом из очерков необхо-димое и достаточное число точек и провес-ти из них касательные прямые к дугам их эволют; 

       3. На продолжениях касательных к эво-лютам, которые являются нормалями к очерковым эллипсам поверхности Ф, отло-жить одинаковые расстояния и полученные точки соединить гладкими линиями эллип-сов а1(, b1( и с1(. Эти линии, являясь очерковыми соответствующих проекций по-верхности (, эквидистантной поверхности Ф, задают эту поверхность на трёхкартин-ном комплексном чертеже.

       Следует отметить конструктивную осо-бенность этих построений, которая заклю-чается в том, что структура эволют каждого очерка инвариантна по отношению к их эк-видистантным преобразованиям.

	


      19. Каковы изобразительные свойства ортогональных проекций золотого эллипти-ческого торса?

       20. Каковы особенности конструктивной структуры золотого гиперболического тор-са?
       21. Каковы изобразительные свойства ортогональных проекций золотого гипербо-лического торса?

       22. Каково геометрическое условие перпендикулярности прямой линии и плос-кости к кривой поверхности?

       23. Каково геометрическое условие ор-тогональной сопряженности двух кривых поверхностей?

       24. Каковы конструктивные особеннос-ти композиции из ортогонально-сопряжен-ных золотых эллипсоида, одно- и двухполо-стных гиперболоидов?

       25. Каковы изобразительные свойства ортогональных проекций ортогонально-со-пряженных золотых эллипсоида, одно- и двухполостного гиперболоидов?

       26. Каковы геометрические условия эк-видистантности двух плоских кривых линий и изобразительные свойства их проекций?

       27. Каковы геометрические условия эк-видистантности кривых линий и поверхнос-тей и изобразительные свойства их проек-ций?

       28. Каковы геометрические условия эк-видистантности двух поверхностей и изоб-разительные свойства их проекций?
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