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РОЗДІЛ  3
МЕТОДИКА НАВЧАННЯ ПОЗИЦІЙНОЇ СКЛАДОВОЇ СИСТЕМНОЇ НАРИСНОЇ ГЕОМЕТРІЇ

       Передмова. Прийнята нами парадигма системного розуміння природи об’є-ктів, процесів і явищ у світі розповсюджується на системне розуміння мето-дичної підсистеми  навчання  позиційної  складової  системної  нарисної  геоме-трії.  Ця складова є найбільш важливою підсистемою системної нарисної геоме-трії, методика якої спрямована на розвиток принципового розуміння сутності аксіоматики Евкліда, яка описує різноманітні зв’язки та відношення між елементами простору, завдяки чому визначається алгоритмічна методика коректного і раціонального розв’язання позиційних задач на встановлення між точками, лініями, площинами і поверхнями тих необхідних стосунків, які інтегрують їх в необхідні об’єкти евклідового  простору.

       Тому як ці елементи є геометричними поняттями, які мають візуально-графічну інтерпретацію, а зв’язки і відношення між ними мають логічний сенс і окремо не зображуються, то вони, підпорядковуючи ці елементи тому чи іншому взаємному розташуванню, обумовлюють наявність у їх проекційного рисунках тих зображальних властивостей, які містять відповідну позиційну інформацію.

       У зв’язку  з тим, що елементів різних типів і розташувань у просторі велика безліч, а видів зв’язків і відношень між ними обмежена кількість, то позиційні задачі на їх встановлення слід класифікувати по видах зв’язків. 
Так: 1) взаємна належність: А ( а; А ( (; А ( Ф;  а ( (; а ( Ф.

        2) взаємний перетин: а х b = K; а х ( = К; а х Ф = А,В,…; ( х ( = а; 
 ( х Ф = m; b х а = K;  ( х а = К; Ф х а = А,В,…; ( х (  = а; Ф х ( = m; Ф х ( = m.
       3) дотик: а ( m = К; а ( Ф = К, N,…; ( ( Ф = К, m,…; Ф ( ( = А, … m,…;

       4) перпендикулярність: а ( b = K; а ( ( = К; а (Ф = К; ( ( ( = m; 

          ( ( Ф = m;        Ф ( ( = m.

       5) паралельність: а ((b; а (( (;  ( (( (;  (((Ф;  Ф (((. 

       Крім того, існують відношення конгруентності, подібності, гомотетичності, гомологічності, рівності, симетричності тощо, які доповнюють головні зв’язки і відношення до повного набору засобів формування уявлень про структури об’є-ктів-систем, що проектуються.
         3.1. Поняття про позиційні задачі і методику їх розв’язання  

       Визначення 3.1.1. Позиційними називаються задачі на визначення виду вза-ємного розташування в просторі двох геометричних об'єктів за їх двокартин-ним комплексним рисунком або навпаки, на побудову оборотного зображення таких двох об'єктів, взаємне розташування яких у просторі наперед завдане.       
       З визначення позиційних задач видно, що вони  діляться на  прямі і зворо-тні. Рішення  прямих  задач  дає інформацію про розташування об'єктів  у   прос-
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торі і по відношенню  один до  одного, а рішення зворотних задач, - інформацію про структуру оборотних зображень об'єктів, взаємне  розташування яких у про-сторі завдано за умовою.

       При цьому слід пам'ятати, що в просторі  об'єкти  взаємно   розташовуються так чи інакше,  підкоряючись  конкретним умовам  такого   розташування,  а  на комплексному рисунку інформація  про  дотримання  цих умов кодується відпо-відними графічними ознаками як  основою  зображальних  властивостей ортого-нальних проекцій конкретних взаємодіючих об'єктів, що зображені.

      Два геометричних об'єкта, розташовуючись в просторі так чи  інакше, ут-ворюють  двоелементну геометричну систему. У даному випадку такими еле-ментами є прямі лінії, площини і поверхні і характер таких систем цілком зале-жить від конструктивних особливостей тих зв’язків та відношень, якими вони об’єднуються в єдине ціле. 

      Відношення взаємної належності між елементами простору є фундамента-льними тому, що вони є складовою частиною інших зв’язків  та  відношень,  встановлення яких між двома  елементами  породжує  третій елемент, спільний для двох даних.

   3.2. Наочно-образне введення методу січних посередників для графічного 
            розв’язання  позиційних задач на перетин двох елементів простору.

       Взаємний перетин двох елементів  простору є найбільш розповсюдженим випадком їх взаємного розташування в структурі просторового об’єкта і його відмінною особливістю є одержання в наслідок перетину двох елементів однакової або різної розмірності третього, загального для них елементу, розмірність якого на одиницю нижче, ніж менша розмірність одного з них. Графічне визначення цього подвійного елемента традиційне здійснюється графічним моделюванням відповідних алгоритмів рішення позиційних задач на перетин загальним методом допоміжних січних посередників.
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       Рис.3.2.1. Графічні моделі геометричних систем «пряма-площина», «дві 

                        площини»       

     Дослідження зображальних властивостей ортогональних  проекцій проекці-
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ювальних площин виявило важливу для  графічного моделювання процесу  роз-в’язання  позиційних задач збиральну властивість їх вироджених в пряму лінію проекцій на ті площини проекцій, по відношенню до яких вони перпендику-лярні. Ця обставина забезпечує наявність однієї проекції шуканого елемента,  спільного для даної проекціювальної площини і прямої чи площини, з якими вона перетинається, що співпадає з її виродженою проекцією.      

       На відміну від проекціювальних площин ортогональні проекції площин за-гального  положення  такою  властивістю  не  володіють і потому,  коли  у  пере-тин вступають два елемента простору загального положення, то  для знаход-ження їх спільного елемента слід застосовувати допоміжні січні посередники.

      У випадках, коли перетинаються пряма лінія і площина загальних положень або дві площини, для знаходження їх спільних елементів на обійтись без  засто-сування допоміжних проекціювальних площин.

      У випадку перетину прямої лінії з площиною  послідовність  розумових  дій вишиковується в наступному порядку:

       1. Відомо, що пряма а з площиною ( перетинаються в точці К.

       2. А що таке точка як конструктивний елемент?  Відповідь,- результат пере-тину двох прямих, однією з яких є задана пряма а.

       3. А що тоді собою уявляє пряма b, яка перетинається з прямою а в точці К?

Відповідь, - будь-яка пряма конструктивно є лінією перетину двох площин.

       4. Але дві прямі а і b, перетинаючись, вже завдали деяку площину (, якої належить пряма а. Тоді через пряму b слід провести будь-яку площину (, з якою пряма а перетинається в точці К.
       Така послідовність логічної думки визначає послідовність алгоритмічного виконання графічних операцій по знаходженню точки зустрічі прямої загаль-ного положення з площиною загального положення: 

       1. заключити пряму а в допоміжну січну площину ( окремого положення;

       2. побудувати проекції лінії b перетину площини (  і заданої площини (;

       3.  виокремити точку К перетину прямих а і b як шукану точку перетину за-даної прямої а з заданою площиною (.
       Одержаний алгоритм є геометрографічним тому, що думка про необхід-ність здійснення геометричної операції первинна, а її графічна реалізація вто-ринна. Тому у записі алгоритму спочатку надається інформація про необхід-ність здійснення геометричної дії, після чого слідує інформація про графічну побудову спочатку однієї, а потім другої ортогональної проекції результату цієї дії ( див. рис. 3.2.1).

       У випадку перетину двох площин, які, перетинаючись, створюють  двогран-

ний кут, послідовність  розумових дій по визначенню його  ребра  вишиковуєть-

ся в наступній послідовності:

       1. Відомо, що дві площини ( і (  перетинаються по однієї прямої лінії m;
       2. Відомо,  що  будь-яка  пряма m  визначається  двома  нетотожними  точками М і N.
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       3. Відомо, що  конструктивно точка M є результатом перетину двох комп-ланарних прямих, - а і b, кожна з яких є результатом перетину площин ( і (  площиною (;
       4. Але по умові надано дві площини ( і (  загального положення, що пере-тинаються. Тоді площина ( грає роль допоміжної січної, яка перетинає задані площини ( і (  по прямим  а і b, які перетинаються  в шуканій точці М перетину трьох площин, - (, (  і (;
       5. А якщо точка належить трьом площинам, то вона належить двом заданим обов’язково, тобто є точкою лінії їх перетину.

       Таким чином, визначається загальна алгоритмічна послідовність розумових геометричних дій по однієї точки лінії перетину двох площин:

       1. перетнути дві дані площини ( і (  загального положення третьою допо-міжною січною площиною  ( , бажано, - рівня; 

       2. побудувати лінію а перетину площини (  і (;
       3. побудувати лінію b перетину площин (  і (;

       4. виокремити точку М перетину побудованих ліній а і b.
       Всі перелічені логічні кроки слід змоделювати графічно, користуючись зби-ральною властивістю виродженої проекції допоміжної січної площини (. Для знаходження ще однієї точки N шуканої лінії перетину  m площин ( і (  треба ще раз повторити вище перелічені геометрографічні дії , після чого з’єднати точ-                                                                                                                                                                                                                                                    ки М і N, одержавши шукану пряму лінію перетину двох площин ( рис.3.2.2).

        На рис.3.2.1. наведено два приклади  на  побудову  лінії перетину  двох  пло-

щин загального положення: один, - з застосуванням  січних площин рівня, що викликає  здійснення 4-х геометро-графічних дій по знаходженню однієї точки шуканої лінії перетину, а другий, - з застосуванням 3-х геометро-графічних дій по досягненню того ж результату. Тому другий випадок є більш раціональним, але його застосування прийнятне при завданні площин ( і (  плоскими фігура-ми, коли точки шуканої лінії перетину будуються як точки зустрічі  сторін однієї фігури з площиною другої і навпаки.

     Висновок:  Позиційні задачі  на перетин  прямої лінії з площиною і на пере-тин двох площин є, з одного боку, тривіальними і найпростішими, а з другого, - фундаментальними по методиці свого розв’язання, яка є придатною для розв’язання великої кількості інших позиційних задач на взаємний перетин ліній, площин і поверхонь.

      Керуючись системним принципом концептуально-логічного зв’язку між тим, що треба зробити і тим, що знаєш і вмієш робити, неважко прийти до висновку, що принципово по змісту розв’язання задачі на перетин різних поверхонь з площинами мало чим відрізняються від розв’язання задач на перетин двох площин. Адже будь-яка поверхня, - це деформована площина, яку допоміжна січна площина буде по формі перетинати на по прямій, а по кривій чи ламаній лінії, а по змісту, - виконувати  свій  первинний  обов’язок , - перети-
нати обидва елемента простору по відповідним лініям, які,  в свою чергу, будуть
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перетинатися в точках шуканої лінії їх перетину.

     Але зрозуміло, що структура поверхні як системи більш складна  в порівнян-ні зі структурою площини і тому в конструктивному відношенні форма геоме-тро-графічної реалізації алгоритму рішення позиційних задач на перетин пло-щин і поверхонь буде більш складною.

     Цілком зрозуміло, що фігурою перетину багатогранної поверхні площиною буде багатокутник, а в перетині з кривою  поверхнею, - плоска крива  лінія. Від-разу випливає план дій:  вершини  фігури  багатокутного  перетину  будувати як точки перетину ребер  багатогранника з  січною  площиною, а точки кривої лінії перетину, - як точки перетину твірних прямолінійної кривої поверхні або елементів її лінійного каркасу з січною площиною.  Але це тривіальна задача на перетин прямої лінії з площиною, відоме рішення якої в кожному конкретному випадку треба повторити необхідне і достатнє число разів.

	[image: image2.png]




	Рис. 3.2.2. Фігура перері-зу призми Ф площиною ( родинна фігурі її осно-ви


      І це здається доволі рутинним процесом. Інша справа скористатися констру-ктивними особливостями структур таких прямолінійних поверхонь  як  призма- тичні, циліндричні, пірамідальні і конічні, які асоціативно здаються на апарати паралельного або центрального проекціювання, що по напряму своїх ребер або твірних проекціюють фігури їх плоских основ в фігури шуканих  перерізів  цих поверхонь січними площинами. По думці доктора педагогічних наук І.Г.Лен-чука це апарати «внутрішнього проекціювання», використання яких ефективне  в розв’язанні стереометричних задач  на  побудову ліній перетину поверхонь площинами [140], а по їх проективної сутності, - це апарати  встановлення  перспективно-афінних або перспективно-колінеарних відповідностей між  точ-ками і прямими плоских фігур основ цих поверхонь і їх перетинів січними площинами по алгоритмічному закону теореми  Дезарга  про  два  гомологічних трикутника.

      На рис. 3.2.2. допоміжна січна площина ( ( П2 застосована один раз для  зна-ходження точки А (А1,А2)  зустрічі  одного ре-бра призми  з  січною  площиною (. 
     Ця точка в парі з точкою основи ребра, на яко-му вона лежить, завдають конкретну родинну від-повідність всіх точок-вершин основи призми всім точкам-вершинам  фігури шуканого перерізу. 

     В якості вісі відповідності виступає горизон-тальний  слід h1o  січної площини (, а вся фігура горизонтальної проекції перерізу будується як фі-гура, гомологічна  фігурі  основи  по графічному алгоритму теореми Дезарга.

      Фронтальна  проекція фігури перерізу   будує-

ться  шляхом  графічного  моделювання відношен-ня  належності  її  вершин  до ребер призми. 
      Порівняльний аналіз методу допоміжних січних площин і методу Дезарга на-
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 дає перевагу останньому в силу його  більшої   раціональності, яка обумовлює-ться  меншим числом простих графічних  операцій,  виконання яких  супровод-жується напругою конструктивної думки про розташування заданих  ліній  від-носно вісі гомології для  побудови  їм  відповідних  ліній  шуканої фігури.
       Нажаль,  ареал  його застосування  обмежується необхідністю  будувати лі-нії  перерізу площиною поверхонь призми, циліндра, піраміди і  конуса,  струк-тура яких  аналогічна  структурам  апаратів  паралельного і  центрального  про-екціювання. 

      В  цьому  відношенні  метод  допоміжних січних площин більш  універсаль-ний тому, що в нього  нема  таких  обмежень і можна  казати,  що  обидва мето-ди  не  виключають,  а   діалектично доповнюють одне одного.
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	Рис.3.2.3.  Графічне рішен-ня позиційної задачі на перетин  поверхні с подіб-ними  паралелями  площи-ною  загального положення

	


      Однак є такі вихідні умови позиційних задач на перетин поверхонь площиною, які раціональ-но не вирішуються  цими  методами. Наприклад, як побудувати лінію перетину кривої поверхні Ф,  паралелями  якої є подібні  і подібно розташова-ні  еліпси, площиною загального положення ( ?  

      Адже для побудови двох шуканих точок лінії  їх  перетину  треба  методом січних  площин  бу-дувати 8 – 10 точок еліпсу,  який   перетинається в  шуканих  точках  з  прямою    перетину  січної  площини з допоміжною, що нераціонально.

     До числа закономірних  поверхонь з  подібни-

ми паралелями відносяться  тривісний    еліпсоїд, еліптичні    параболоїд, одно- і  двопорожнинний  гіперболоїди, а    також  ті  поверхні  «по   задуму архітектора»,    нормальні   перетини   яких  не  є колами, але подібні одне одному. ( рис. 3.2.3 ).

       Якщо дві подібні фігури лежать в паралель-них площинах, то в просторі   існує центр їх подібності, який, подібно центру проекціювання, перетворює одну фігуру в іншу.

       Якщо  прийняти  деяку  лінію m(  за  межами поверхні Ф,  подібну  всім  її  паралелям,  за ту, в яку із своїх центрів  подібності  спроекціюються ці паралелі, то вона стане виродженою   проекці-єю Ф( всієї поверхні Ф. В силу збиральної  влас-тивості  цієї проекції з  нею  співпаде вироджена проекція m1( шуканої лінії m їх перетину. Для по-будови  ортогональних   проекцій   m1  і   m2   шуканої  лінії  перетину  m площин

( (а || b) і поверхні Ф необхідно:       
      1. визначити фронтальну проекцію S2n центра подібності між еліпсом m( і де-
140

якою паралеллю с поверхні Ф для чого з’єднати  між собою дві відповідні точки цих ліній прямою лінією і відмітити  шукану точку її  перетину з проекцією i2 ві- сі і;
      2. із центра S2n cпроекціювати на m( горизонталь h2n, компланарну з пара-леллю с поверхні Ф, в h1n(, яка перетинає m( в точках 31( і 41( як допоміжних проекціях шуканих точок перетину горизонталі hn площини ( і паралелі с поверхні Ф ; 

     3. по 31( і 41( побудувати 32( і 42( на  m2(і ці проекції із центра S2n cпроекцію- вати на с2 ( h2n у фронтальні проекції 32 і 42  точок 3 і 4 шуканої лінії m перетину площини ( і поверхні Ф; 

     4. по фронтальних проекціях 32 і 42  точок 3 і 4 шуканої  лінії перетину  побу-
дувати їх горизонтальні 31 і 41 проекції на  основі  графічного моделювання  від-

ношення належності цих точок до січної площини;
     5. Алгоритм із приведених 4-х дій повторити необхідне і достатнє число раз і однойменні проекції одержаних точок з’єднати під лекало, получив тим самим шукані ортогональні проекції m1 і m2 шуканої лінії перетину m площини ( і поверхні Ф з подібними одне одному паралелями.
       Висновки з рішення: 1. Розглянутий апарат встановлення  конструктив-них взаємно-однозначних відповідностей між прийнятою нерухомою фігурою m( і подібними їй паралелями поверхні Ф є статичним аналогом апарата цент-рального рухомого проекціювання зі змінною головною відстанню, який робить  будь-яку поверхню з подібними одне одному паралелями киноперспективною і проекціювальною;              
        2. Здібність  апарата  центрального рухомого проекціювання зі змінною головною відстанню перетворювати нерозгортні поверхні обертання в роз-гортні, вироджувати поверхні, плоскими перерізами яких є центральні проекції наперед заданої лінії, в цю лінію, і навпаки, лінію перетворювати в поверхню, говорить за те, що, з одного  боку, він є конструктивним апаратом тополо-гічних перетворень одних поверхонь в інші, а с другої – ефективним апаратом конструювання широкого класу кіноперспективних поверхонь і рішення позицій-них задач над ними.

       3. Метод центрального рухомого проєкціювання  зі змінною головною від-станню доповнює методи допоміжних січних площин і Дезарга в галузь розв’я-зання таких позиційних задач на перетин поверхонь площинами, які першими двома методами не вирішуються. Оволодіння цими методами сприяє подаль-шому розвитку професійного конструктивно-композиційного мислення май- бутніх архітекторів.

      Пошуки шляхів оптимізації процесів графічного рішення позиційних задач на перетин поверхонь обертання проекціювальними площинами навів на думку, що у деяких випадках можна зекономити на кількості графічних операції якщо  сумістити різнойменні проекції в одну з них  ( рис. 3.2.4, 3.2.5).
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           Якщо сферу Ф перетинає  горизонтально-проекціювальна площина (, то невироджена проекція фігури перерізу є еліпсом, велика вісь якого вертикаль-на, а мала – горизонтальна и співпадає відповідно з виродженою проекцією екватора або головного меридіана  сфери Ф.
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	Рис.3.2.4. Невирод-жена проекція пере-різу сфери горизон-тально-проекціюва-льною площиною


       У зв’язку з тим, що нариси  ортогональних  про-екцій сфери конгруентні, їх  можна  привести  до то-тожного  розташування і на такому суміщеному  ко-мплексному рисунку побудувати  невироджену про-екцію кола перерізу у вигляді еліпса (рис.3.2.4).

       До  особливих точок цієї проекції відносяться найвища А2 и найнижча В2 точки як її вершини, а також точки 12 і 22  зникнення  її  видимості  на  на-

рисній лінії n2, які знаходяться в проекційному зв’-язку с точкою перетину виродженої проекції m1  с горизонтальною проекцією n1 головного меридіана сфери.      

      Фронтальні проекції C2 і D2 кінців малої вісі елі-пса m2 знаходяться в проекційному зв’язку з точка-ми перетину виродженої проекції (1 з проекцією е1 екватора  е сфери Ф.
       Проміжні точки еліпса m2 будуються на основі моделювання відношення їх належності до горизонталей а поверхні сфери Ф.                                                                                  
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	Рис. 3.2.5. Побудова невиродженої проекції лінії перетину поверхонь витягнутого і стислого еліпсоїдів площинами (  ( П1


         Якщо проекціювальними площинами перетинаються витягнутий   або сти-слий еліпсоїди обертання, то про-цес  графічної  побудови   невирод-женої  проекції шуканої лінії їх  пе-ретин в принципі нічим не відрізня-ється  від  попереднього рішення зі сферою (рис.3.2.4).

       На основі цих прикладів від-працьовується метод суміщених проекцій для раціонального розв’я-зання задач на перетин поверхонь обертання проекціювальними пло-щинами.
  Рис.3.2.6. містить 18 варіантів гра-фічного розв’язання позиційних за-дач на перетин прямої лінії і кривої
поверхні, в умови  яких  входять прямі окремого і загального положення, які  перетинаються з циліндричними, конічними поверхнями і поверхнями обер-тання. Конструктивний аналіз цих рішень дає підставу для своєрідного узагаль- нення  методик  їх  рішення  в залежності від  особливостей  розташування  пря-
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мих ліній у просторі і по відношенню до поверхонь:
       1.Якщо прямі  лінії є  проєкціювальними  ( п.п. 1.1,1.2, 2.1,2.2, 3.1.3.2),   то  їх вироджені  в точку  проекції з силу збиральних властивостей містять в   собі  відповідні проекції шуканої точки (чи точок)  їх  перетину з  відповідними по-
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               Рис.3.2.6. Варіанти рішення позиційних задач на перетин прямої лінії з

кривими поверхнями
верхнями, а  інші  проекції цих точок  будуються  на основі графічного моделю-вання їх належності до заданої поверхні; 
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       2. Якщо прямі лінії є лініями рівня і перетинаються з даними поверхнями, (п.п.1.3.,1.4, 3.3,3.4), то найкраще їх заключати в допоміжні січні площини рівня, які перетинають поверхні циліндричні і обертання по їх паралелям, або в площини загального положення (п.п.2.3, 2.4, 1,5,2.6), які завдаються ними і вершинами конусів, які перетинають їх поверхні по їх твірним, які, в свою чер-гу, перетинають дані прямі в шуканих точках  перетину. 

       3.  Якщо поверхню обертання перетинає пряма загального положення (п.3.5), то її слід заключити в поверхню однопільного гіперболоїда обертання, який перетне задану поверхню по її паралелях, які, в свою чергу, перетнуть задану пряму в шуканих точках перетину.

       Таким чином, розгляд конструктивно-методичних особливостей графічного розв’язання позиційних задач на перетин прямої лінії з кривими поверхнями додав до методу допоміжних січних площин застосування в їх якості площин загального положення і поверхонь обертання.

        Існування великої різноманітності поверхонь як багатогранних, так і кривих, які попарно можуть вступати у відношення взаємного перетину, по-требує систематизації цих  пар  по положенню і виду допоміжних січних посе-редників, які входять в алгоритм побудови лінії їх перетину.

       Можливі варіанти сполучень поверхонь, що перетинаються:

       1. Багатогранні з багатогранними;

       2. Багатогранні з кривими;

       3. Криві з кривими.
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	Рис.3.2.7. Геометрична модель побудови лінії перетину двох багатогранних поверхонь


       1.Тому як лінії перетину граней двох багатогранних поверхонь є ланцюгами шуканої просторової лінії їх перетину, які з’єднують відповідні точки зустрічі ребер однієї поверхні з гранями іншої і навпаки, то практично рішення такого роду задач зводи-ться до необхідного і достатнього числа дій по реалізації  алгоритму  побудови точки  зу-стрічі прямої лінії з площиною; (рис.3.2.7)

     2.Якщо перетинаються багатогранні пове-рхні  з  кривими, то грані перших перетина-ють криві поверхні переважно по кривим лініям, а ребра – в точках. Потому лінії, які одержуються в межах кожної грані, є лан-цюгами шуканої просторової лінії перетину двох поверхонь з точками зламу в точках зустрічі ребер першої з поверхнею другої. В свою   чергу,  точки  ланцюгів  шуканої  лінії,

проміжні між точками її зламу, є точками  зустрічі  відповідних елементів ліній-ного каркаса кривої поверхні з гранями багатогранної.       
       В підсумку одержуємо, що лінії перетину багатогранних поверхонь з криви- ми будуються по точках зустрічі ребер першої поверхні з другою і твірних ліній 
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другої з гранями першої. 
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	Рис.3.2.8.Геометрична модель побудови лінії перетину багатогранної і кривої поверхонь


       Ці задачі відносяться до числа тривіальних і для одержання шуканого результату їх рішення слідує повторювати необхідне і достатнє число разів.      

       3. Якщо перетинаються дві криві поверхні, то лінією їх перетину є просторова крива. Її треба будувати по точках, які конструктивно повинні  бути точками перетину двох ліній, які належні як деякому січному посереднику, так и кожній з них (рис.3.2.9). Ця  ідея лежить в основі метода до-поміжних січних посередників, сутністю яких є її наступний  узагальнений алгоритм (рис.3.2.10):
       1. Дві дані поверхні Ф і ( перетнути третьою поверхнею (;
       2. Побудувати лінію а перетину поверхні ( і поверхні Ф;

       3. Побудувати лінію b перетину поверхні ( з поверхнею (;

       4. Побудувати точки зустрічі М, N,… перетину ліній а і b.
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	Рис.3.2.9. Геометрична модель двох кривих по-верхонь, що перетина-
           ються


         Цикл із цих 4-х дій слід повторювати  необхідне і достатнє число разів і одержані точки з’єднувати у відповідному порядку, одержавши в підсумку шуканий результат. 

       Раціональність графічного рішення цієї зада-чі залежить від правильності вибору  допоміжної січної поверхні, яка повинна  перетнути дані по-верхні Ф і (  по найбільш простих лініях а і b, які, в свою чергу, перетнуться в точках А, В,… шуканої лінії їх перетину.

    Теорія і практика нарисної геометрії відпрацю-вала графічні технології рішення позиційних за-дач на перетин двох поверхонь  шляхом най-більш раціонального вибору виду і положення січних посередників відповідного методу. Вимо-га простоти ліній а і b при цьому є визначною.

       1. якщо   перетинаються  поверхні   двох  при-зм,  призми  і циліндру, двох  циліндрів,   то  січні  площини паралельні площині  паралелізму твірних і  ребер обох поверхонь і пере-
тинають  їх по прямих;  
       2. якщо перетинаються поверхні призми і піраміди, циліндра і піраміди, призми і конуса, циліндра  і  конуса, то січні  площини  проходять  через  пряму
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 е, яка паралельна твірним циліндра, або ребрам призми і проходе через верши-ну  конуса або піраміди;

       3. Якщо перетинаються поверхні двох пірамід, піраміди і конуса або двох ко-нусів, то січні площини проходять через пряму е, яка з’єднує вершини двох  пове-рхонь і перетинає їх по парам компланарних твірних;

       4. Якщо перетинається пряма лінія з поверхнями  призми  або циліндра, то її слід заключити в площину, паралельну ребрам призми або твірним циліндра;
       5. Якщо перетинається  пряма лінія з  поверхнями  піраміди  або конуса, то її 

слід заключити в площину, яка проходе через вершину кожної з поверхонь; 
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	Рис.3.2.10.Геометрична ідея методу допоміж-них січних посеред-ників


       6. Якщо перетинається плоска чи просторова крива  лінія з  призматичною  або  циліндричною поверхнями,   то  її   заключають  в  циліндричну  поверхню, твірні  якої паралельні ребрам призми, або твірним циліндра ;
       7. Якщо перетинаються плоска чи просторова крива лінія з пірамідальною або конічною  повер-хнею, то  її слід  заключати  в  конічну  поверхню, вершина якої співпадаю з вершиною даної пірамі-ди або призми;

       8. Якщо пряма або плоска чи просторова кри-ва перетинається з поверхнею обертання, то  кож-ну з них слід заключати в ту поверхню обертання,  яка   створюється   їх обертанням навколо  вісі да-ної поверхні; 

       9. Якщо  перетинаються  дві поверхні  обертання, вісі яких  перетинаються і

 є лініями рівня, то  точку їх  перетину  слід  приймати  за центр  концентричних 

січних сфер, які перетинають дані поверхні по їх паралелям, тощо.

      Таким чином, в якості допоміжних  січних  посередників  можуть  виступати  

площини проекціювальні і загального  положення,  циліндричні,  конічні  і  сфе-ричні поверхні, вибір яких  залежить  від  особливостей  конструктивної   струк- 

тури поверхонь, які перетинаються.

        Приклад 1: Побудувати двокартинний комплексний  рисунок  системи  по-верхонь кулі ( і конуса Ф довільного вигляду, які перетинаються ( рис.3.2.11).
       Рішення: 1. Прийняти екватор а (а1, а2) сфери ( за напрямну лінію допоміж-ної конічної поверхні (, вершина якої співпадає з вершиною S конуса Ф;

       2. З вершини S конуса ( спроекціювати екватор а сфери (  на площину основи b ( b1 , b2) конуса Ф і побудувати її проекцію а1( як основу цього конуса; 
       3. Відмітить точки 11,21,31,41  перетину а1( с b1 , з’єднати їх з S1 i відмітити на а1 відповідні точки зникнення видимості горизонтальної проекції m1 шуканої лінії m  перетину даних поверхонь Ф і ( ;
      4. По побудованим точкам зникнення видимості горизонтальної проекції шуканої лінії m побудувати на а2 їх фронтальні проекції; 
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    5. Для побудови достатньої кількості точок горизонтальної  проекції m1  шука-
ної лінії  m необхідно достатнє число раз провести ті  геометрографічні операції,  які описані в п.п. 2 – 4.
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	Рис.3.2.11.  Графічне рі-шення позиційної задачі на перетин сфери з коні чною поверхнею довіль-ного  вигляду


       6. Горизонтальні проекції побудованих точок з’єднати гладкими кривими лініями m1 з урахуван-ням  їх видимості між точками її зникнення;

       7. По  точках  перетину горизонтальної проек-ції с1 головного меридіана с сфери (  з m1 побуду-вати на с2 точки зникнення видимості фронтальної проекції m2 шуканої лінії m; 

       8. По горизонтальним  проекціям точок лінії m побудувати їх фронтальні проекції на основі гра-фічного моделювання відношення її належності до відповідних паралелей сфери або твірних допоміж-них поверхонь конусів типа (;
       9. З’єднати побудовані фронтальні проекції точок лінії m гладкими кривими лініями з ураху-ванням їх видимості між точками її зникнення і одержати фронтальну проекцію m2 шуканої лінії m перетину поверхонь кулі ( і конуса загального вигляду Ф.
      Цілком очевидно, що технологія графічного рі-шення цього прикладу методом допоміжних січних конічних поверхонь справедлива для рішення по-зиційних задач на побудову лінії перетину з коніч-ними поверхнями будь-якого виду будь-яких пове-рхонь обертання, вісі яких перпендикулярні до ос-нов цих конусів.

       Розділ курсу системної нарисної геометрії, присвячений методиці раціона-льного розв’язання позиційних задач на перетин двох поверхонь є найбільш складним і важливим для засвоєння майбутніми архітекторами і тому потребує від них відповідного психологічного настрою на сприйняття навчального матері-алу з його розумінням завдяки набутому досвіду розуміння попереднього навча-льного матеріалу і відповідного уміння розв’язувати попередні позиційні задачі. При цьому важливим стрижнем цього розуміння є свідома системна концепція рухливого процесу мисленого влаштування необхідних зв’язків та відношень між елементами поверхонь, що перетинаються, і уміння послідовної графічної реалізації всіх алгоритмічних дій по досягненню бажаного результату.

       На цьому етапі педагогічний процес  насичується   наочністю   дидактичного
роздавального матеріалу, електронними текстами лекцій, навчальними плака-тами і просторовими  моделями, а  також  методичними  вказівками  до виконан- ня  розрахунково-графічних робіт. Консультації  викладача групові і індивідуаль-
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ні. Цікавими здаються приклади побудови ліній перетину  циліндричних  повер-хонь з прямолінійними  поверхнями Каталана, - циліндроїдом  (рис.3.2.12),коно-їдом (рис.3.2.13) і гіперболічним параболоїдом (рис.3.2.14). 
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	Рис.3.2.12. Графічне рішення позиційної задачі на перетин поверхонь циліндра Ф і циліндроїда (
	Рис.3.2.13. Графічне рішення позиційної задачі на перетин поверхонь циліндра Ф і коноїда (
	Рис.3.2.14.Графічне рішення позиційної задачі на перетин поверхні циліндра Ф і гіперболічного параболоїда (


       Поверхні циліндра, циліндроїда, коноїда і гіперболічного параболоїда,        які перетинаються, є прямолінійними, але тільки циліндрична може займати або ортогональне, або косокутно-проекціювальне положення у просторі. В першому випадку її вироджена в лінію проекція, а в другому – її основа володіє збира-льною властивістю, завдяки якої інформація про одну з проекцій шуканої лінії перетину міститься в вихідної умові, а друга будується на основі графічного моделювання відношення її належності до поверхні Каталана.   

      Незважаючи на відносну простоту рішення цих задач косокутним  проекцію-

ванням твірних поверхонь Каталана по напряму твірних циліндра, який стає про-екціювальним,  а  його  основа   «збирає  на  собі  вироджену  проекцію  шуканої лінії перетину», завдяки чому вона зворотнім проекціюванням «стає на своє міс-це», воно (рішення) є ексклюзивним, тобто, таким, що надається  вперше.
     3.3. Методика рішення позиційних задач на взаємну перпендикулярність

і паралельність  прямих, площин і поверхонь.

     Відношення  взаємної  перпендикулярності  елементів   простору   є  головним
природовідповідним і формоутворюючим  чинником створення штучних систем, які розташовуються у гравітаційному полі Землі, що визначає  горизонтальність
рівня води і вертикальність виска, між якими існує прямий кут «як інтеграл  сил,
який тримає світ в рівновазі», як казав Ле Корбюзьє [130].
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     Важливість геометричної інформації про цей вид стосунків між елементами простору накладає на студента-архітектора вимогу розуміння її сутності і уміння однозначного, геометрично і графічно грамотного зображення.
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	Рис.3.3.1. Графічна модель прямої р ( (
	Рис.3.3.2. Графічна модель площини  ( ( а
	Рис. 3.3.3. Графічна модель  прямої АК ( а



        Відношення  перпендикулярності різних елементів евклідова простора по-роджується групою III аксіом конгруентності або руху і в загальному виді описано в розділі 1, рис. 1.4.30. Враховуючи важливість цього навчально-творчого матеріалу, розглянемо методико-дидактичні аспекти графічних рішень позиційних задач на взаємну перпендикулярність прямої лінії і площини, двох прямих загального  положення,  двох площин,  прямої  і поверхні, площини і поверхні і двох поверхонь.

       З евклідової геометрії відомо, що пряма в тому випадку перпендикулярна до площини, якщо вона перпендикулярна до двох прямих, що перетинаються і належать цієї площині, тобто:  а ( (( b x c ( K )( ( ( ( a ( (,  що в загальному випадку потребує попередніх  міркувань:

       1. Якщо  площина  (  займає у  просторі  загальне положення, то перпенди-куляр р до неї також загального положення;
       2. Якщо пряма р перпендикулярна до площини (, то вона перпендикулярна до всіх прямих цієї площини, в тому числі і до тих двох прямих b і с, що  перетинаються і які визначаються  умовою перпендикулярності прямої лінії до площини;

       3.Тому як шукана пряма займає в просторі загальне положення, то, для того, щоб графічно змоделювати її перпендикулярність до площини (, необхідно, щоб прямі b і с, цієї площини були б її лініями рівня, адже тільки при цієї умові прямі кути між а і b, а і с спроекціюються на відповідні площини проекцій в натуральну величину (рис. 3.3.1).

        Звідсіля висновок:   Прямі b  і с, які перетинаються і належать  площині  загального  положення  в, на яку необхідно  опустити  перпендикуляр,  п о в и н-

н і  б у т и  ї ї   л і н і я м и   р і в н я.  Тоді   p1 ( h1 , p2(f2 ( p(( ( f х h) (рис.3.3.1) .
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       Тому як відношення перпендикулярності прямої до площини    в з а є м н е, то і площини перпендикулярна до прямої, тобто:   h1 ( p 1 f2,( p2  ( ( ( f х h). ( p;
(рис.3.3.2.).

       А якщо треба зобразити прямий лінійний кут загального положення, то тре-ба, щоб одна його сторона лежала в площини, перпендикулярної до його другої сторони, яка перетне цю площину в шуканій вершині прямого кута, який на рисунку не буде прямим (рис.3.3.2).

       Відомо, що одна площина перпендикулярна до другої, якщо вона проходе через перпендикуляр до неї, ( ( ( ( ( ( (р ( (). Це перша ознака (- сті ( до (;

      Друга ознака перпендикулярності :    ( ( ( ( ( || р ( (;

      Третя ознака перпендикулярності:     ( ( ( ( ( ( ( р ( ();

Четверта ознака перпендикулярності:     ( ( ( ( ( ( ( с || ();

      Для того, щоб графічно (рис.3.2.18) змоделювати першу ознаку, по перше треба зобразити перпендикуляр р до площини ( ( a х b), а потім доповнити його 

до завдання площини ( ( p х q ), для чого через проекції довільної точки А на  р 

провести довільно проекції прямої q, яка в парі з р задасть площину ( ( (.
       На рис.3.3.5 графічно змодельована геометрична умова № 2: 

( (е х q) || p ( ( ( ( ( (;
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	Рис.3.3.4.Графічна

модель двох взаємно перпендикулярних

площин
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	Рис.3.3.5. Графічна модель  площин ( 
(е x q) і ( ( р || q), (-х  до площини ( (f x h)


     Тут  площина  (  зав-дана її лініями рівня, по-тому  перпендикуляр  до  неї зображується просто:  р2( f2 ; p1 ( h1.
       Шукана площина ( завдається прямою q || p і довільною прямою е за-гального положення. В результаті бачимо, що пряма q фактично є ре-бром двогранного кута, гранями якого є  площи-ни (  ( q х e ) і ( ( q || p ), перпендикулярні до пло-щини ( ( f х h ). 

       До методичних аспектів процесу графічного моделювання відношення перпендикулярності прямих  до площин і площин міжсобою відносяться: обов’язкова наявність на рисунках площин загального положення зображень їх ліній рівня і  обов’язкове  витримування  прямого  кута 
між проекціями перпендикулярів і відповідних  ліній  рівня. Ця  точність  забез-

печує  правильність,  яка,   в свою  чергу,  виховує у  студента  обов’язковість як
ділову рису  характеру.

       Якщо в пізнавальному відношенні перпендикуляр до площини визначає
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найкоротшу відстань від будь-якої його точки до неї, то при уявленні сфери як деформованої площини ця властивість перпендикуляра не зникає і він перетво-рюється на нормаль до неї і займає радіальне положення.
       Якщо далі уявляти еліпсоїд обертання як деформовану сферу, то в процесі деформації   центр  сфери перетворюється на  поверхню   обертання  просторової 

карстової порожнини,  лінійний каркас якої стає системою  еволют  меридіональ-них перерізів  поверхні  еліпсоїда. Будь-яка  пряма,  яка  дотична  до    еволютної  (фокальної) поверхні буде нормаллю поверхні її евольвентного еліпсоїда і перпе-ндикулярною до тієї площини, яка дотична до поверхні в основі її нормалі.

     Будь-яка площина, яка проходе через нормаль до поверхні, буде  перпендику-

лярна до неї, а якщо відповідні елементи  лінійних  каркасів  двох  поверхонь бу-дуть ортогональне  спряжені, то  такі  поверхні будуть також ортогональне спря-жені або взаємно перпендикулярні.
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	Рис.3.3.6. Графічна модель прямої а і площини (, перпен-дикулярних до еліпсоїду Ф


     Наведена плинність  думки через асоціативні припущення і логічні міркуван-ня має доказову теоретичну  силу тому що  узагальнює  розв’язання даної проблеми  користуючись методич-ним принципом «від простого до складного». 

      Відпрацювання  такої  спроможності  у студентів-архітекторів є одним з предметів уваги викладача. 

      Розглянемо  декілька   прикладів   геометро-графіч-ної реалізації цих міркувань.

      Приклад 1. Побудувати двокартинний комплек-сний рисунок прямої р, перпендикулярної до поверхні еліпсоїда обертання Ф і такої, що проходе через до-вільну точку А евклідового простору (рис.3.3.6).
      Рішення:  1. Обертанням навколо і повернути точку А  до  суміщення  з  площиною  головного мери-діана l еліпсоїда Ф. Для цього : 

           і1 А1 ( ( і1 А11 ( А1А2);  А2 ( (А1 ( А1 А2).

        2.Взяти на нарисі фронтальної проекції l2 еліп-соїда Ф декілька точок і, з’єднавши їх з його фоку-сами, провести бісектриси кутів, що  створилися як відповідні нормалі до еліпса l2 в цих точках (на рис.3.3.6 умовно не показані);

      3. Обігнути   продовження   проведених   нормалей   і одержати еволюту  е2  еліпсу як   начерк  фронтальної 
проекції (2 фокальної поверхні ( еліпсоїда Ф;
      4. З точки А21 провести проекцію р21 прямої  р,  до-тичне до е2 і відмітити точки 52 її перетину з i2 і К21, - с l2, а  А1  з’єднати с о1 ( i1;
       5. З’єднати А2 з 52 і визначити на А2 о2 положення К2 ,– проекції основи  пер-пендикуляра р до поверхні Ф;
       6. По К2 на А1 о1 визначити К1 як горизонтальну проекцію основи  р(Ф.
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       7. Будь-яка пряма q, проведена через точку А на нормалі р до поверхні Ф буде створювати з  р площину, яка перпендикулярна до поверхні еліпсоїду.

      Таким чином, розв’язавши задачу на зображення нормалі до кривої повер-хні, розв’язується наступна задача на зображення площини, перпендикулярної до поверхні.
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	Рис.3.3.7. Ортогона-льне спряжені прямі    
	Рис.3.3.8. Ортогональне спряжені параболи
	Рис.3.3.9. Ортогональне спряжені еліпс і гіпербола


        Взаємно перпендикулярні криві поверхні мають назву ортогонально-спря-жених. Ця ортогональна спряженість обумовлюється дотичністю елементів їх лінійного каркаса до сторін прямого кута.
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       Визначення 3.3.1. Ортогонально-спряженими є сторони прямого кута і  ті 
    Рис.3.3.10. Ортогонально-спряжені поверхні: конічні, конічна зі сферичною

                       і дві сферичні
плоскі криві лінії, які дотичні  до  них в його вершині.           

     До числа ортогонально-спряжених відносяться такі софокусні  коники:  пара- боли між  собою і гіперболи з  еліпсами  при  умові, що  перетинаючись, їх гілки дотичні до  сторін прямого кута з вершиною в точці їх перетину (рис.3.3.8, 3.9).

     Найбільш  простими  є ортогонально-спряжені поверхні,  створені   обертан-

ням ортогонально-спряжених ліній.
    Якщо  обертати  прямокутний  трикутник навколо гіпотенузи, то його катети
створюють дві ортогонально-спряжені  конічні  поверхні (рис.3.3.10).

    Обертання прямої лінії, яка ортогональне спряжена з дугою кола навколо ком-
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планарної з ними вісі, яка проходе через центр цього кола, створює конічну поверхню, яка ортогональне спряжена  зі сферичною (рис.3.3.10)
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	Рис. 3.3.11. Геометричні моделі ортого-нально спря-жених парабол
	Рис.3.3.12.  Геометричні             моделі ортого-нально-спря-жених повер-хонь еліпсоїда і гіперболоїда обертання


	

	


    Якщо обертати ортогональне спря-жені параболи навколо їх фокальної хорди CD, то одержується геометри-на система із веретеноподібного зам-кненого параболоїда ( і двох його відкритих порожнин Ф, поверхонь двох асимптотичних конусів ( і пове-рхонь директрисного циліндра ( (рис.3.3.11).

      Якщо обертати дві  ортогональне-спряжені параболи з їх директрисами навколо вісі їх симетрії, то   одержує-ться геометрична конструкція  з двох ортогональне-спряжених   параболої-дів обертання Ф і (,  поверхонь  двох ортогональне-спряжених  конусів  (, дотичних  до  обох   параболоїдів  по лінії m  їх перетину, а також двох ди-ректрисних площин (, які проходять через  вершини  L і K  конусів (,  які на рис.3.3.12  умовно не показані. 

       Якщо ортогональне спрягаються тривісний золотий  еліпсоїд  Ф з со-фокусним двопільним еліптичним гі-перболоїдом (, то до них приєднує-ться  також золотий, але однопільний еліптичний гіперболоїд  (  (рис.3.3.13).     
      Якщо обертати  дві ортогональне-спряжені параболи з їх директрисами нав-коло вісі їх симетрії, то одержується геометрична конструкція з двох ортого-нальне-спряжених параболоїдів обертання Ф і (, поверхонь двох ортогональне-спряжених конусів (, дотичних до обох параболоїдів по лінії m їх перетину, а також двох директрисних площин (, які проходять через вершини L і K конусів (, які на рис.3.3.12  умовно не показані. 

      Одержана  геометрична конструкція як система  має  достатньо складну,  але  гармонізовану  золотою  пропорцією  структуру, яка  включає  в себе, крім влас-не  спряжених  поверхонь  їх  директрисні,  асімптотні   і  фокальні  поверхні,  а  також  результати  їх взаємодії.
    Слід зауважити,  що  всі   відповідні  елементи  лінійних каркасів цих повер-
хонь взаємно-перпендикулярні і ця  їх позиційна особливість є головною  умо-вою  для  їх  графічного моделювання (рис.3.3.14).

     Для  побудови  трикартинного  комплексного  рисунка  цих  поверхонь треба
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    1. Побудувати золотий еліпс а  екватора і  похідні від нього профільний с і
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	Рис.3.3.13. Геометрична модель золотого еліпсоїда Ф і золотих гіперболоїдів (  і (


фронтальний  b меридіани еліпсоїда Ф;

       2. Відносно фокусів екватора і кожного із  меридіанів побудувати ортогона-

льне-спряжені з ними гіперболи; 
      3. По горизонтальним і фронтальним проекціям гіпербол як меридіанів дворі-льного еліптичного гіперболоїда (, спря-женого з даним еліпсоїдом Ф, побудувати профільну проекцію g3 його перерізу про-фільними площинами (1 і (2;
     4. Побудувати проекції n1, n2, n3 лінії  n перетину поверхонь Ф і ( ;
     5. Побудувати   проекції  m3, m2, m1  лі-нії m  перетину   однопільного еліптично-го гіперболоїда (  і  еліпс k його перерізу
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Рис. 3.3.14. Графічна модель ортогональне-спряжених золотого еліпсоїда Ф і золотих гіперболоїдів ( і (
горизонтальною площиною (.  
6. Побудувати проекції всіх директрис і асимптот плоских перерізів Ф,(, і (;
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	    7. Системно осмислити і об’єднати  одержані результати в єдине ціле.


      Головною  конструктивною  властивістю  відношення паралельності еле-ментів евклідова простора є їх  рівновіддаленість  по  ортогональне-спряженим або найкоротшим  між  ними  напрямами. Відсіль  слідує, що  у  склад  позицій-них  задач  на  паралельність  або  еквідістантність  ліній  між  собою  і  до пове-рхонь або поверхонь між собою органічно  входять  позиційні  задачі на побудо-ву нормалей к лініям і поверхням,  по  напрямам  яких  витримуються  однакові відстані між  ними. 
       Необхідність  витримування  однакових відстаней по напрямам нормалей до ліній і поверхонь і прямих кутів між нормалями і дотичними визначає нео-бхідність застосування методів перетворення вихідних проекцій для розв’язання відповідних метричних задач.

       Задачі на паралельність прямих ліній і площин є тривіальними і розгля-дались раніше, тому пізнавальний інтерес викликають задачі про еквідистантні  криві лінії і поверхні.

       Приклад 2: Побудувати двокартинний рисунок двох компланарних, плоских эквідістантних кривих ліній а і b, площина (  кривини  яких:   1 – горизонта-льна;  2  -  проекціювальна і  3 – загального положення ( рис.3.3.15 – 3.3.17). 
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	Рис. 3.3.15. Графічна модель двох эквіді-стантних кривих ліній,
	
	

	 що лежать в

горизонтальній площині рівня
	Рис.3.3.16. Графічна модель еквідистантних лінійв площині (  (  П2
	Рис.3.3.17. Еквідиста-нтні криві в площині  загального положення


      Рішення: 1.Взявши  на  а1  ряд 11 …51  точок, провести через  них дотичні  t  і 
                         нормалі n до лінії а;
       2. Обігнути послідовні положення нормалей еволютою е1  лінії а1 ;

     3. Із А1 провести дотичну t1 1 до еволюти е1 , яка співпадає з  нормаллю n1 до
а1 і відмітити на а1  точку 11 .  
       Відстань від А1 до 11 є дистанцією між а1  і шуканою лінією b1;
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       4. На продовженнях нормалей в точках ряду а1 відкласти однакові відстані,

рівні довжині  відрізка 11 А1  і через одержані точки  В1 , С1  …провести шукану лінію b1, еквідистантну до даної лінії а1..      

       Цей принцип побудови еквідистантних кривих розповсюджується і на ви-падки їх розташування в площинах інших положень у просторі. Починати побудову треба з їх розбудови в натуральну величину, яку потім перетворювати  обертанням навколо ліній рівня в проекцію вальне (рис.3.3.14), або загального положення (рис. 3.3.15). 

       Приклад 2. Побудувати двокартинний рисунок циліндричної гвинтової лінії b, яка  проходе через точку А і еквідистантна циліндричної гвинтової лінії а. 

        Аналіз умови.      
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	Рис.3.3.18. Графічна модель еквідистан-тних циліндричних гвинтових ліній
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	Рис.3.3.19.Графічна модель еквідистант-них  конічних  гвин-тових ліній


        Тому як по умові надана циліндрична  гвинтова лінія а, то  вона  належить деякої циліндричної гори-зонтально-проекціюваль-ної поверхні Ф, а  тому  як точки шуканої лінії  b  по-винні  бути  віддалені  від  відповідних  точок   даної лінії  а на  відстані,  рівні відстані від точки А до по-верхні Ф,  то  такі  будуть  розташовуватися  на  дея-кої  циліндричної поверх-ні (, співвісною  з  повер-хнею  Ф,   радіус   основи  якої  буде рівним відстані  від точки  А до їх спільної  вісі  і. При цьому відпові-дні  точки  ліній  а і b  бу-дуть розташовуватися  на відповідних нормалях  до обох поверхонь.   Відсіля слідує просте  рішення:
1. Через точку А провести нормаль n (n1, n2) до поверхні Ф і відмітити точку

А( (A1(, A2() її перетину з Ф, через яку проходе лінія а (a1, a2); 

       2. Провести коло (1  радіуса А1 i1 , як горизонтальну проекцію горизотально-проекціювальної поверхні (, з якою співпадає горизонтальна проекція b1 шуканої лінії b;
       3. По b1  побудувати b2, точки якої розташовуються на  фронтальних  проек-
ях нормалей n, які проходять через відповідні проекції точок лінії а2. У своєї су-
купності ці нормалі створюють поверхню прямого гвинтового коноїда.  

Приклад 3: Побудувати двокaртинний рисунок конічної  гвинтової лінії b, яка
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       проходе  через   точку А   і   еквідистантна  конічної гвинтової лінії а. (рис. 3.3.19).

       Аналіз умови. Тому як по умові дана конічна гвинтова лінія а, то вона   нале-жить деякої конічної поверхні обертання  Ф, а тому як  точки шуканої лінії b по-винні бути віддалені від відповідних точок даної лінії а на відстані, які дорівню-ють відстаням від точки А до поверхні Ф, то  останні  повинні  розташовуватися на деякої конічної  поверхні (,  яка еквідистантна і співвісна з поверхнею Ф.
       Різні точки простору і вісь i обертання конуса Ф визначає пучок площин, які перетинають його поверхню по  рівне нахиленим твірним. Довжини перпен-дикулярів, які опущені з цих точок на компланарні з ними твірні визначають відстані від них до поверхні Ф. При продовженні вони перетинають вісь i і у своєї сукупності створюють конгруенцію нормалей як одно параметричну множина твірних конічних поверхонь ортогонально-спряжених з даною поверхнею. Потому, знаючи відстань від точки А до поверхні Ф, слідує його витримувати на протязі всього процесу створення шуканої лінії b по напрямам нормалей до Ф, які проходять через точки  її  лінії а.
       Рішення: 1. Повернути точку А (А1, А2) обертанням навколо вісі i до сумі-щення з фронтальною площиною рівня в положенні А1  (А11, А21 ) яке належить нарису (2 конічної поверхні (, на якої лежить шукана лінія b;     

        2. Із А21  опустити перпендикуляр на праву нарисову твірну конуса Ф і продовжити його до перетину з віссю i в точці 12, а через проекцію основи пер-пендикуляра провести проекцію паралелі поверхні Ф , на якої лежить та точка лінії а, яка  відповідає даній точці А шуканої лінії b;

       3. Повернути кожну точку лінії а навколо вісі i до правої або лівої нарисової твірної конуса Ф, провести через повернуті положення перпендикуляри до цих твірних, відмітити точки їх перетину з віссю, через які провести проекції нормалей до Ф, що проходять через точки лінії а, і відмітити точки їх перетину з проекціями паралелей поверхні (, які проходять через точки перетину фронтально розташованих нормалей з нарисами фронтальної проекції (2 пове-рхні (.. З’єднавши  ці точки плавною кривою, одержимо проекцію b2 шуканої лінії b, еквідистентної даній лінії а;    
       4. Горизонтальна проекція b1 лінії b будується на основі додержання відношення належності її точок до поверхні (.
      Якщо погрузити еквідистантні конічні гвинтові лінії а і b в конгруенцію нормалей к поверхням Ф і (, то вони конструктивно виокремлять з неї поверхню ( косого гвинтового гелікоїда.

Висновки  з  рішення  прикладів   2 і 3:      
     1. Рішення позиційних задач на побудову ортогональних проекцій еквідиста-нтних просторових  кривих ліній  передбачає рішення задач  на  побудову  еквідистантних поверхонь, яким ці лінії належать;     
     2. Якщо лінія b належить поверхні (, яка еквідистантна поверхні Ф, то її точ-
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ки рівновіддалені від поверхні Ф.

      Приклад 4. Побудувати двокартинний комплексний   рисунок  еліпсоїда (, еквідистантного  еліпсоїду обертання Ф (рис.3.3.20).
       Рішення: 1. Побудувати еволюту е2 нарису а2 фронтальної проекції Ф2  еліп-соїда Ф ;
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	Рис.3.3.20. Два екві-дистантних еліпсоїда обертання


       2. В точках лінії а2 побудувати ряд нормалей n2, дотичних до еволюти е2;

       3. Відкладаючи по напрямам n2 нормалей n до на-рису а2 однакові відстані d, побудувати лінію b2 нарису фронтальної проекції шуканої поверхні (;

       4. Побудувати нарис с1 горизонтальної проекції (1 шуканої поверхні ( як проекцію її екватора с;

       5. Побудувати ортогональні проекції (2 і (1 фока-льної поверхні ( еліпсоїду Ф,  яка створена    обертан-ням еволюти  е2  нарису а2 його фронтальної проекції;

       6. Доповнити нариси ортогональних проекцій еліпсоїда ( відповідними проекціями його паралелей і меридіанів. 

       Приклад 5. Побудувати трикартинний комплек-сний рисунок поверхні тривісного еліпсоїда (, еквідис-тантної поверхні золотого тривісного еліпсоїда Ф (рис.3.3.21).

       Аналіз умови:   По умові задачі вихідний еліпсоїд Ф заданий начерками його проекцій – горизонтальної проекції а1 його екватора а, фронтальної b2 і профі-льною c3 проекціями його головних меридіанів b і с. Якщо начерків трьох проекцій поверхні тривісного еліпсоїда достатньо для його завдання на комплексному  рисунку, то для рішення поставленої задачі буде достатньо завдання шуканої поверхні ( наче-рками трьох її проекцій,  еквідистантних відповідним начеркам проекцій вихідного еліпсоїду Ф.

       Таким  чином, рішення  даної задачі зводиться до побудови плоских кривих, эквідистантних даним (див. рис. 3.3.15 - 3.3.17).
   Рішення: 1. По начеркам а1, b2 і с3 побудувати їх еволюти, відповідні е1 , m2  і n3. Для цього необхідно:

     1.1. Вписати в начерки проекцій еліпсоїда Ф ромби, вершинами яких є кінці їх великих і малих осей;

     1.2. Описати навколо начерків проекцій еліпсоїда Ф  габаритні прямокутники

і із їх вершин опустити перпендикуляри на сторони вписаних ромбів. Точки перетину цих перпендикулярів з осями еліптичних начерків є вершинами їх  від-

повідних еволют. Лінії еволют є лініями астроїд, які спрягають сторони прямих
кутів між їх осями в межах між їх вершинами;
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	Рис.3.3.21. Графічна модель двох еквідис-тантних золотих тривісних еліпсоїдів


       3. Взяти на кожному із на-черків необхідне і достатнє чис-ло точок і провести з них доти-чні прямі до дуг їх еволют; 

       4. На продовженнях дотич-них до еволют, які є нормалями до нарисних еліпсів поверхні Ф, відложити однакові відстані і одержані точки з’єднати глад-кими лініями еліпсів а1(, b1( і с1(. Ці лінії, які є нарисовими відпо-відних проекцій поверхні (, ек-відистантної поверхні Ф, зада-ють цю поверхню на трикар-тинному комплексному рисунку.

      Слід відмітити конструктив-ну особливість цих побудов, яка містяться в тому, що структура еволют  кожного  нарису  інваріантна  по  відно-шенню до їх еквідистантних перетворень.

       Необхідність витримування однакових відстаней за напрямками нормалей до ліній і поверхонь і прямих кутів між нормалями і  дотичними  визначає  необхідність застосування методів перетворення вихідних проекцій для вирі-шення відповідних метричних задач (рис.3.2.13 – 3.2.15).
Дидактичний зміст методики викладання розв’язання позиційних

задач на різні види відношень між лініями, площинами і поверхнями
       Вміння  вирішувати  позиційні  задачі  на взаємну  належність,  перетин, пер-

пендикулярність, дотичність і паралельність між лініями, площинами і поверхня-

ми є найбільш важливою здібністю майбутнього архітектора до прийняття гра-мотних конструктивних проектних рішень, цілком заснованих на розумінні геометричних особливостей взаємності вище перелічених зв’язків та відношень.

      Для  забезпечення такого розуміння   розділ  3  був  методично  насичений ди-вактичним змістом, який передбачав такі педагогічні складові  викладання  як  «Загальні зауваження», «Аналіз умови» задачі, яка вирішується, власне  алгори-тмічне «Рішення», «Висновки з рішення», вперше  застосовані системні  таблиці  Келі з  переліком  всіх можливих варіантів рішення  позиційних задач на  всі види  зв’язків та відношень з висновками, вперше наведена методика рішення  позиці-йної  задачі  на  перетин поверхні  з подібними  паралелями площиною загального положення за допомогою ексклюзивного апарату центрального рухомого проек-цівання, вперше показані графічні рішення позиційних задач  на  перетин  повер-хонь Каталана з циліндричними поверхнями, що мають креативний характер.
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        Найбільш  плідною  для  розвитку  конструктивно-композиційного мислення
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Рис.3.3.22. Приклад роздавального дидактичного бланка для самостійної

роботи на тему «Позиційні задачі на перетин ліній, площин і поверхонь»
майбутніх архітекторів е ексклюзивна ідея наявності у будь-якої плоскої фігури третього виміру у вигляді тієї чи іншої поверхні, яка просторово інтерпретує цю плоску фігуру. В результаті такої візуалізації розкривається просторовий сенс спряження циліндричних і конічних поверхонь як просторових аналогів спря-ження кіл прямими і кривими лініями. 

      Найбільш цікаві візуалізації циркульних і лекальних замкнених кривих у ви-

гляді двопільних прямолінійних торсових поверхонь, в тому числі   золотих  елі-
птичного  і  гіперболічного торсів,  поверхні  яких   одержані   шляхом  огинання 

послідовних  положень  рухомого конуса, основа якого торкається золотих конік 

зсередини.      

        Вперше наведена методика графічної побудови ортогонально-спряжених поверхонь, а також еквідистантних ліній і поверхонь.

       Свідоме засвоєння наведеної системної інформації переважно в режимі са-моосвіти сприятиме формуванню професійного проектного мислення.

      Будова роздавальних дидактичних бланків, на яких виконується як аудитор-на, так і самостійна робота, містять з лівого боку теоретичну частину програмної 
теми з алгоритмами рішень, графічні умови задач для їх вирішення і посилання до джерел інформації для їх конспектування.
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       Такий зміст головного навчального документа сприяє найбільш оптималь-ному в часі виконанню роботи, що є достатньо важливим при жорсткому дефі-циті  навчального  часу  по  розкладу  занять  і  досить  задовільному засвоєнню знань по темі заняття, які студент закріплює в  процесі  самостійної  роботи  над навчальною літературою і в спілкуванні з викладачами на консультаціях.

    3.4. Наочно-образне представлення геометрії і графіки ортогональних 

   проекцій тіней точок, ліній, плоских фігур і поверхонь обертання
       Загальні відомості.  Тіні на освітлених Сонцем архітектурних  об'єктах є їх  невід'ємною  фізичною характеристикою, яка  має чисто проекційну природу.  

      Ортогональні рисунки як графічні моделі  геометричної  уяви  їх  автора  про структуру  об'єктів, що зображені, в силу своєї умовності, мають відносно неви-
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	Рис.3.4.1. Падаючи тіні як джерело інформації про форму освітленого об’єкта


соку наочність. Однак, доповнені побудовами власних і падаючих тіней, ці про-екції набувають значно більшу наочність, тому що знижується ступінь їх умов-ності. Цим пояснюється  необхідність  побудови ортогональних проекцій тіней на рисунках фасадів і його  архітектурних  деталей,  вертикальних роз-різах, генеральних  планах  забудов тощо.

       Володіючи  проекційною природою,  тіні, по-будовані на одній з ортогональних проекцій об'-єкта, створюють з нею своєрідний ортогонально-косокутний двокартинний комплексний рисунок, що володіє властивістю оборотності. Це дозволяє по одній проекції, як правило, фасаду, уявляти просторову структуру зображеного об'єкта (рис. 3.4.1, а, б). Ця обставина визначає важливість побудови тіней на ортогональних архітектурних рисунках.

      Свідоме розуміння проекційної природи пада-ючих від точки, лінії і плоскої фігури тіней на площину чи поверхню приводе до раціонального висновку про графічну технологію їх побудови як про галузь практичного застосування теорії розв’язання позиційних задач на  перетин прямолінійних променів, які освітлюють точки, променевих площин,  або циліндричних променевих поверхонь, які створюються освітленими  прями-ми,  або  кривими  лініями,  призматичних  або  кривих  променевих  поверхонь,  які  створюються   багатокутниками або багатогранними  і  кривими  поверхня-ми, з тією освітленою площиною чи поверхнею,  на які падає від них тінь.

     Такі задачі є тривіальними, але стосовно до побудови ортогональних проек-цій тіней вони придбавають свою зображальну особливість, яка обумовлена напрямом проекціювання вздовж  діагоналі  куба,  який  проекціюється  на  його  грані в діагоналі квадрата, тобто, під 45о до вісі проекцій х12 (рис.3.4.2).
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	Рис.3.4.2.Схема

      проекцій
      променю


     Ця обставина обумовлює можливість подальшої опти-мізації процесу графічної побудови падаючих як дійс-них, так і уявних тіней, а також технології їх  побудови тільки на  однієї,  переважно  фронтальній проекції  осві-тленого об’єкту, що має незаперечне як методичне, так  і  практичне значення.   
      Оптимізація  побудови тіней точок на площини
проекцій.
   Позиційно тінню від точки на площини проекцій П1і П2
є відповідні сліди того променю, який проходе через неї. Якщо точка А належить  площини П2 , тобто, віддалена  від неї на нульову відстань, то її фронтальна  проекція  А2  співпадає з її дійс-ною тінню А2t , а продовження  променю  у другу чверть простору  перетинає площину П1 у уявній тіні (А1t) (рис.3.4.3, а). Але по побудові в (А1t) приходе три прямих, хоча досить двох.
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        Рис. 3.4.3. Графічні моделі тіней точок різного розташування у просторі
       Тому графічно уявна тінь знаходиться на одному рівні з дійсною в точці пе-ретину з відповідною проекцією променя (рис.3.4. 3, б, в).       

       Якщо точка С ближче до П2, то дійсна С2 t  і уявна (С1t) тіні  вище  вісі  х12,  а

якщо точка D ближче до П1, ніж до П2, то дійсна D 1t і  уявна  (D 2t) тіні нижче ві-сі х12 (рис. 3.4.3, г,д).     

       В  результаті  проведеної оптимізації виявився цікавий графічний  алгоритм побудови  дійсної  і уявної тіней точок по однієї з її заданих проекцій при  умові

відомих її  відстаней  по  площин  проекцій  (рис. 3.4.3., е, ж)  як  ортогональне-двічі-косокутний комплексний рисунок точки А,  який володіє оборотністю.

       Якщо відстані від точки А до площин проекцій невідомі, то їх можна задавати, надаючи довжинам похилих і горизонтальних ланок ламаної А2(А1)– А2t(A1t) – (A1t,A2t) довільні або наперед задані значення, які конкретизують  положення точки А в просторі.
       Результати цієї оптимізації графічноїпобудови як дійсних, так і уявних ті-ней точок оптимізують побудови тіней на фасадах архітектурних об’єктів.
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Конструктивні  властивості проекцій тіней прямих ліній, їх відрізків, трикутників, прямокутників, квадратів і кругів
        Пряма лінія в  просторі  задається  двома  нетотожні  точками,  і  тінню, що падає від неї на одну площину, є пряма лінія. Звідси випливає, що для побудови тіні прямій лінії, яка падає на площину, досить побудувати тіні від двох її нетотожних точок і з'єднати їх однойменні проекції між собою під лінійку.
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Рис.3.4.4. Графічні моделі тіней прямих різного розташування у просторі
       Пряма лінія і її прямолінійна тінь на площині, - це дві компланарні прямі, які належать одній променевій площині. Такі прямі можуть збігатися, бути па-ралельними і перетинатися. Кожен з цих випадків містить в собі інформацію про положення освітленої прямої по відношенню до площини її падаючої тіні.   

       1. Якщо пряма а ближче до П1 і паралельна їй, то  довжина  її дійсної тіні а1t на П1 буде дорівнювати їй, а уявна тінь (а2t) на П2 буде  спорідненою  з  дійсною тінню в перетворенні  зсуву відносно вісі х12 як вісі гомології (рис.3.4.4, а);

       2. Якщо  пряма  b  паралельна П1 і перетинає П2  в точці К, то її тінь b1t в ме-жах П1  паралельна  прямій b, перетинає вісь х12, після чого прагне в точку К: 
       3. Якщо пряма е загального положення, то вона перетинає П1 в точці К, а П2  - в точці L, які співпадають зі своїми тінями і тінь від прямої е починається в К1t, прагне  в уявну тінь на П1 , перетинає вісь х12  і прямує до L2t  (рис.3.4.4, д)

       Відмінною методичною особливістю навчання побудовам тіней прямих ліній і їх відрізків є застосування  теореми Дезарга  для побудови уявної тіні по дійсної перетворенням зсуву і використання подвійної природи слідів.

Конструктивні властивості проекцій тіней трикутників

     Трикутник, як  найпростіша  плоска  фігура,  є  системою  трьох компланар-них і конкурентних прямих, що перетинаються в трьох точках-вершинах. Тому графічне моделювання тіней трикутників  зводиться до системного зв’язку  по-будови тіней їх вершин, які визначають тіні їх прямолінійних сторін. Тут також працює системний  асоціативний  принцип  зв’язування того, що  треба  зроби-ти, з  тим,  що зрозуміло і вже зроблено.

       Тому як падаючі тіні плоских фігур є їх відповідними косокутними проекці-ями  на  дві  площини  проекцій,  що  перетинаються,  то  перша   дійсна  тінь (2t є  фігурою, яка гомологічна  проекції   трикутника  (2  з  віссю  гомологіії – його 
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    Рис. 3.4.5. Графічні моделі тіней двох площин рівня і ( ( П2
фронтальним слідом  f2o(, а його уявна тінь на П1 є фігурою  ((1t), відповідною фігурі  дійсної тіні в перетворенні зсуву відносно вісі х12 (рис. 3.4.6, г).
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Рис.3.4.6. Графічні моделі тіней двох горизонтально-прекціювальних площин і  

                  однієї площини загального положення
     На рис.3.4.6, д найбільш  виразно демонструється діяльність теореми Дезарга

по  раціональній побудові як дійсної, так і уявної тіні трикутника загального по-

ложення.
Конструктивні властивості проекцій тіней прямокутників і квадратів 
     Як і трикутники, прямокутники і квадрати є плоскими фігурами, але такими, у яких протилежні сторони рівні і паралельні, а кути між сторонами прямі. Тому при паралельному як прямокутному, так і косокутному проекціюванні паралельність проекцій сторін зберігається, а прямокутність – тільки тоді, коли одна, або обидві сторони прямих кутів паралельні площинам, на які падає від них тінь.

    Якщо фігура квадрата ( займає таке загальне положення у просторі, при яко-

му її горизонтальний слід h1( є перпендикулярним до горизонтальної проекції l1 

світлового променя l, а її  площина  симетрична   площині П1  відносно площини
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	Рис.3.4.7. Графічні моделі тіней горизонтальних  квадратів
	Рис.3.4.8. Графічна модель тіней квадрата  ( ( П2
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	Рис.3.4.9.Геометрич-на ситуація коли па-даюча тінь квадрата загального положен-ня конгруентна цьо-му квадрату
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	Рис.3.4.10. Графічна модель падаючої тіні фронтального круга


(, перпендикулярної світловим променям, то фігурою його тіні, що падає на П1 буде конгруентний йому квадрат (рис.3.4.9).

    Очевидно, що цей випадок є вірним не тільки для квадрата, але й до будь-якої плоскої фігури, власне саме так розташованої у просторі. Виходе, що фігура тіні, що падає, конгруентна освітленій фігурі не тільки тоді,  коли  їх площини паралельні.

Конструктивні властивості ортогональних проекцій тіней кругів

       Кругом називається частина площини, обмежена колом. Тінню, яка падає від круга на ту чи іншу площину, є частина цієї площини, обмежена тінню від цього кола. Коло - крива лінія. Тінь від кривої лінії в загальному випадку крива лінія. Тому гра-фічно тінь, що падає від кола на ту чи іншу площину, будується по тіням від її точок.

      Тому як коло є замкнена лінія, то світлові про-мені, що проходять скрізь її точки, створюють про-меневу циліндричну поверхню, яку позиційно пере-тинає та площина, на яку падає тінь, по замкненої лінії, тобто чи колу, чи еліпсу. По колу тоді, коли площина круга паралельна площині падаючої тіні, а по еліпсу, - тоді, коли такої паралельності немає (рис. 3.4.10,  3.4.11).

        Цілком очевидно, що  для побудови тіні від кола на  паралельну  їй  площину  досить  побудувати  тінь  від її центру О і провести потрібну тінь радіусом даного кола, а не будувати її по точках. 

       Якщо  вироджена   проекція  проекціювальльної площини круга  займає  по-ложення,  перпендикулярне  до  однойменної  проекції  світлового   променя,  то
дійсна тінь від нього має форму еліпса, споріднену формі  круга, яка  суміщена з

її площиною. На рис. 3.4.11   побудована   проекція  тіні,  яка  падає  від похилого
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до площини П1 круга під кутом 45о. При цьому її фігура ламається  на  вісі  х12  і  
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	Рис.3.4.11. Графічна модель тіні від фронта-льно-проекцівального круга  ( ( П2 і l2



переходе від  дійсної до уявної форми еліпса, коли дійсна споріднена даному колу, а уявна споріднена дійсній. 

      При побудові тіней на ортогональних рису-нках архітектурних обломів виникає потреба в їх побудові тільки на однієї проекції, переважно на фронтальної. А це  можливо  тільки тоді, коли на фасаді є метрична  інформація про  відстані то-чок, які відкидають падаючу тінь, до тієї площи-ни, на яку вона падає. В результаті виникає спосіб виносу. На рис.3.6.12 виноси точок  півкола визначаються півхордами суміщеного з фасадом його плану.
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Рис.3.4.12. Графічні моделі тіней від півкруга на фронтальну площину проекцій
Методика одержання  графічного алгоритма побудови тіней на фасаді конічної поверхні обертання

      Ідея суміщення горизонтальної і фронтальної проекцій деяких об’єктів  в за-дачах про перетин поверхонь  обертання  проекціювальними площинами,  наве-ла  на  думку сумістити  план   конічної  поверхні  з  її   фасадом  з метою  спро-

щення  побудови   її власних і падаючих тіней.
       На рис. 3.4.13, а  спочатку  побудована тінь S1t   від  вершини  S на площину  основи  конуса,  з  якої   проведені дотичні  до  неї  в точках А1, В1, як  початків  твірних  А1S1  і  В1S1  контуру власної тіні конічної поверхні.

       Після цього план з  тінями був суміщений з фасадом і в  результаті  з’ясува-лося, що коло плану  перетнуло праву твірну 1S2  в точці  2 як вершині прямого кута, другий катет якого перетинає вісь  конуса  в точці 3  її перетину з  хордою основи, яка з’єднує в плані точки початку твірних власної  тіні, яким  на  фасаді
 відповідають точки  4 і 5, що  визначають точки  А2 і В2  початку  твірних  влас-

власної  тіні. 

166

	[image: image66.png]




	Рис.3.4.13. Побудова тіней  поверхні конуса по   двох проекціях і тільки на фасаді


    В  результаті  виник графічний алгоритм побудови  точок початку твірних вла-сної тіні на основі трикутни-ка  фронтальної проекції ко-нуса  незалежно від  побудов  в  плані, який  містить 5 про-стих   графічних   елементів, які послідовно   визначають  7 шуканих точок по порядку   їх читання : 1,2,3,4,5,6 і 7.
    При цьому на  лініях   по-будови показані їх напрями. 

     На  рис.3.4.13, б  наведе-но приклад  побудови влас-ної  тіні поверхні обертання по  знайденому   алгоритму, і тіні,   падаючи  на  мериді-ональну площину від  її  то-чок способом  виносу,   якій для  кожної з  них  дорівнює півхорди під нею.
Конструктивні властивості  власної  і  падаючої  тіней  фронтальної  проекції півкулі
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	Рис. 3.4.14. Побудова фасаду власної  тіні півкулі і падаючої на меридіональну площину


       Поверхня  кулі  створюється обертанням кола навколо будь-якого його діаметру і осві-тлюється променями загального положення, які,  торкаючись  до неї, у просторі створю-ють контур власної тіні сфери у  вигляді кола великого круга загального  положення, яке на П2 буде виглядати еліпсом (рис.3.4.14).

     Контур власної тіні будується як фігура, споріднена нарису фронтальної проекції кулі при вісі споріднення А2В2, а контур падаючої тіні, - по точках контуру власної тіні спосо-бом виносу за допомогою суміщених парале-лей півкулі.
      При цьому окремі ланки лінії падаючої ті-ні   спрягають  відповідні  сторони  чотирьох 

  тупих кутів  у 1350 між дотичними, які її огинають.

     Заслуговує на увагу графічна побудова найнижчої точки 4 і найправішої точки 14 лінії контуру власної тіні, яка зрозуміла з рисунку.
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3.5. Дидактичний зміст методики викладання геометрії і графіки тіней
точок, прямих ліній, плоских і просторових фігур

       В зв’язку з тим, що тіні на освітлених об’єктах є їх невід’ємною фізичною характеристикою, яка має класичну проекційну природу, то розуміння цієї при-роди і вміння його графічного моделювання має важливе значення для практич-ного засвоєння теорії  рішення позиційних задач на перетин. А це додаткова можливість подальшого розвитку професійного системного мислення студентів.

      На відміну від традиційного  змісту   навчальної   інформації  [107,109,175...] про  побудову ортогональних проекцій  тіней простіших об’єктів  - точок,  ліній плоских  фігур, яка  має  переважно рецептурний характер, зміст інформації, що

пропонується для засвоєння студентами, має системний характер, який перед-бачає розгляд  всіх  можливих  варіантів  вихідних  умов,  їх  структурний ана-ліз, 50 правил побудови і 25 запитань  для   самостійного  повторення.  Ауди-торний бланк  містить теоретичний наочний розділ і відповідні графічні умови задач на побудову тіней (рис.3.5.1). 
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Рис.3.5.1. Дидактичний роздавальний бланк по темі : «Геометрія ортогона-

                     льних проекцій тіней точок, ліній і плоских фігур»

       На звороті аудиторного бланку студенти виконують самостійну розрахун-ково-графічну роботу по побудові ортогональних проекцій власних і падаючих тіней простого будинку (рис.3.5.2). При цьому оцінюванню  по  формі   підлягає

додержання  типів ліній і точність графічних побудов, а по  змісту, -  правильні-
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сть рішення позиційних задач.
      До числа ексклюзивних пропозицій дидактичного змісту цієї теми слід від-нести:

      1.графічний алгоритм побудови уявної тіні точки по її дійсної тіні, який містить мінімум графічних операцій;

      2. застосування теореми Дезарга про відповідності між елементами фігури, яка зображується, і елементами її зображення; 
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Рис.3.5.2. Розрахунково-графічна робота для самостійного виконання на

тему «Геометрія ортогональних проекцій тіней будинку»
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       Висновки: 1. Геометрична теорія побудови ортогональних проекцій тіней дійсних і уявних, власних і падаючих заснована на алгоритмах графічного рішення позиційних задач на перетин і дотик і є широкою галуззю їх засто-сування на багаточисельних  варіантах вихідних умов. 
       2. Графічні побудови ортогональних проекцій тіней на архітектурних ри-сунках розвиває просторове уявлення студента-архітектора про структуру об’єкту і конкретизує правильність чи хибність прийнятих проектних рішень, чим сприяє розвитку проектного мислення. 
Загальні висновки: 1. Професійна проектна діяльність архітектора добре насичена необхідністю знаходження найбільш раціонального зв’язку між елемен-тами об’єкту, що проектується. Сутністю встановлення  цих зв’язків є прий-мання  конкретного  рішення  про  їх  взаємне  розташування,  тобто  позицію,  і, відповідно до цього, вирішується та чи інша позиційна задача на її встано-влення. 

     На відміну від традиційного подання інформації про методику  розв’язання позиційних задач у офіційних підручниках з нарисної геометрії [16,19,107,110, 111, 146, 185], яка обмежена рішеннями задач на взаємну належність точки і лінії до площин і поверхонь, перетин прямих, площин і поверхонь, а також перпендикулярність прямої до площини і двох площин між собою, розділ 3-й надає системно додаткову навчальну  інформацію, зокрема, про перетин  повер-хонь циліндрів з поверхнями Каталана, застосування  апарату центрального ру-
хомого проекціювання з поверхнями, які мають подібні фігури перетинів, про ортогональну спряженість та еквідистантність кривих поверхонь тощо, і тим самим, доповнює інформацію про методику рішення позиційних задач до повного обсягу.

       2. Методично узагальнений метод січних посередників додаванням до січних площин і куль, використання січних  циліндричних,  конічних поверхонь, а також поверхонь обертання надає можливість розв’язання широкого кола практичних задач конструктивного змісту у архітектурному проектуванні;

       3. Методично ефективним є прийом суміщення різнойменних проекцій поверхонь обертання для раціональної графічної побудови проекцій лінії їх перетину з проекціювальною площиною. Такий прийом сприяє розвитку просто-рового уявлення у майбутніх архітекторів.

       4. На наш погляд першорядне теоретико-методичне значення для всієї те-орії проекційних оборотних зображень має проективна теорема Дезарга, сутні-сть якої випливає з тих відповідностей, які породжуються процесом проекцію-вання прямолінійними променями між елементами фігури, що зображується, і елементами її зображення. Адже вона лежить в основі всіх раціональних графічних технологій взаємного перетворення різних видів проекцій і просто-рових об’єктів, побудов фігур перетинів поверхонь площинами, фігур падаючих тіней, тощо.Крім  того,  вона  своїми  конструктивними властивостями сприяє  системній рисунковій оптимізації  рішення  позиційних задач.
