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Анотація. Вступ. З початку застосування теорії фракталів для моделювання структури та властивостей 

матеріалів минуло вже понад 40 років. За цей час у багатьох публікаціях підтверджено зв'язок між фрактальною 

(дробною) розмірністю елементів структури різних матеріалів і їх фізико-механічними властивостями. Але 

наразі не існує єдиного підходу в питаннях організації фрактального моделювання. Тому в наведеній статті 

виконано аналіз деяких етапів фрактального моделювання з метою оцінення їх застосування для конкретних 

випадків прогнозу критеріїв якості металів та бетонів. Основна частина. Розглянуто один з алгоритмів 

фрактального моделювання, що застосовується в матеріалознавстві: обчислення фрактальної розмірності D 

об'єкта дослідження за формулою Ф. Хаусдорфа; визначення самоподібності об'єкта (інваріантність відносно 

масштабу уявлення); дослідження моделі на відповідність умовам, що відповідають показнику чутливості; 

вибір функції мети (критерію якості), змінних (фрактальних розмірностей елементів будови) та реперних точок; 

формалізація отриманих результатів (вибір адекватної моделі, що описує зв'язок між фрактальною структурою 

матеріалу та його властивостями); оцінювання ступеня неоднорідності фрактального об’єкта за формулою 

Реньї на належність до мультифракталів; інтерпретація отриманих результатів. Наведено приклади реалізації 

кожного з пунктів алгоритму фрактального моделювання. З’ясовано доцільність доповнення розглянутого 

алгоритму за рахунок можливості застосування фрактального формалізму у ранжуванні критеріїв якості на 

прикладі металу та бетону. Застосування подібного системного підходу у фрактальному моделюванні дозволяє 

поліпшити результати прогнозу досліджуваних властивостей матеріалів на основі аналізу їх структури та 

макроструктури. У свою чергу, це сприяє встановленню нових закономірностей структура–властивості. 

Висновки. Запропоновано варіанти доповнення алгоритму фрактального моделювання структури та 

властивостей металів (сталі і чавуну) й бетонів. Застосування цих алгоритмів дозволяє не тільки встановлювати 

співвідношення, а й оцінювати чутливість між фрактальною розмірністю структури і властивостями, а також 

проводити ранжування критеріїв якості матеріалів на основі аналізу робочої області їх значень. 
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Abstract. Purpose of research. More than 40 years ago, the theory of fractals applied to model of materials 

structure and properties firstly. During this time in many publications, the connection between the fractal (fractional) 

dimension of various materials structural elements and their physical and mechanical properties have confirmed. But 

unified approach to the organisation of fractal modelling not defined. This article analyses some steps of fractal 

modelling in order to assess their application to specific cases of predicting quality criteria for metals and concretes. 

Results. One of the fractal modelling algorithms used in materials science is considered. The algorithm consist of: 

calculation of the fractal dimension D for the research object according to F. Hausdorff's formula; definition of object 

self-similarity (invariance with reference to the representation scale); model investigation for compliance with the 

conditions corresponding to the sensitivity index; choice of a objective function (quality criterion), variables (fractal 

dimensions of structural elements) and reference points; formalization of the obtained results (selection of an adequate 

model describing the connection between the fractal structure of the material and its properties); estimation of the 

fractal object heterogeneity degree according to Rainier's formula for belonging to multifractals; interpretation of the 

obtained results. Examples of implementation for each step of the fractal modelling algorithm are given. The 

expediency of supplementing the considered algorithm due to the possibility of applying fractal formalism in the quality 

criteria ranking by the metal and concrete example is considered. The application of such a systematic approach in 

fractal modelling allows to improve the investigated material properties prediction based on the analysis of their 

structure and macrostructure. In turn, this leads to the finding of new structure-property regularities. Conclusions. 

Variants for supplementing the algorithm for fractal modelling of the structure and properties for metals (steel and cast 

iron) and concretes are proposed. The application of these algorithms allow the correlation and sensitivity estimation 

between the fractal dimension of the structure and the properties, as well as the ranking of the quality criteria for the 

materials based on the analysis of the working range of their values. 

Keywords: model; fractal; mechanical properties; structure; prediction 

Вступ 

У зв’язку із сучасними потребами 

людства вже розроблено багато різних 

матеріалів. Оцінка їх експлуатаційного 

ресурсу базується на дослідженнях складу, 

структури та властивостей. Встановлення 

зв'язку між структурою та властивостями 

матеріалів залишається одним із головних 

питань матеріалознавства. Для вирішення 

цього питання застосовують як технологічні 

можливості (обладнання для досліджень), 

так і математичний апарат. На кожному 

масштабному рівні представлення будови 

матеріалу можна виявити ті чи інші 

структурні складові, що дотичні певною 

мірою до властивостей.  

Зв'язок між традиційними евклідовими 

характери-стиками структури (довжина, 

площа і об’єм) та властивостями матеріалів 

не завжди адекватно можна описати. 

Причиною тому може служити той факт, що 

реальна мікро- та макробудова потребує 

більш диференційної оцінки. Виходячи з 

теореми Геделя [1], неповноту формальної 

аксіоматики для ідентифікації того чи 

іншого об’єкта можна компенсувати 

застосуванням мови більш високого рівня.  

Тому введення Б. Мандельбротом [2] в  

70-х роках ХХ століття фрактальної 

геометрії значно розширило можливості 

оцінення складних геометричних об’єктів 

завдяки більш диференційному оціненню їх 

розмірності, що здебільшого виявилася 

нецілочисловою (фрактальною).  

Як показали численні дослідження 

останніх років, фрактальна природа 

властива для структури багатьох матеріалів: 

металів [3−5], бетонів [6; 7], композитів  

[8; 9], гуми [10], деревини [11], гірських 

порід [12] і т. д. Але для застосування 

фрактального апарату до вивчення того чи 

іншого об’єкта бажано користуватись 

певним алгоритмом дій.  

У запропонованій статті розглядаються 

деякі аспекти фрактального моделювання 
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структури і властивостей чавуну і бетону, 

що дозволяють завдяки застосуванню 

певних алгоритмів отримувати більш 

адекватні результати моделей прогнозу. 

Основна частина 

Одна з причин необхідності 

застосування певного алгоритму для 

встановлення взаємно однозначної 

відповідності між фрактальною розмірністю 

будови матеріалу та його властивостями – 

це наявність багатьох параметрів [13−17]. 

До параметрів слід віднести структурні 

складові, кожна з яких характеризується 

власною фрактальною розмірністю, та 

спектр властивостей матеріалу. Тому 

застосовувати фрактальний формалізм для 

ідентифікації того чи іншого об’єкта 

дослідження доцільно після проведення 

експертного аналізу. 

У рамках організації фрактального 

моделювання структури і властивостей 

матеріалів немає єдиного підходу. Існують 

окремі фрагменти розроблених алгоритмів, 

наприклад, [18−20]: 

– обчислення фрактальної розмірності D 

об'єкта дослідження за формулою 

Ф. Хаусдорфа [21]: D = log N() /log (), де 

N() – кількість клітинок, якими покривають 

об'єкт (структуру);  – лінійні розміри 

клітини; 

− модель фрактального типу базується 

на визначенні самоподібності об'єкта 

(інваріантність відносно масштабу 

уявлення) [22; 23]; 

− визначення масштабу представлення 

фрактального об’єкта (масштабу структури) 

[22; 24; 25]; 

− дослідження моделі на відповідність 

умовам, що відповідають показнику 

чутливості [22; 26−28]: 

11 ++ −−= iiii XXYYK ,    (1) 

де iX  та 1+iX  − показники якості у двох 

довільно вибраних точках об’єкта; iY  та 

1+iY  − значення фрактальних розмірностей 

елементів структури у цих точках; 

– вибір функції мети (критерію якості), 

змінних (фрактальних розмірностей 

елементів будови) та реперних точок у 

просторі станів досліджуваної моделі; 

– формалізація отриманих результатів 

(вибір адекватної моделі, що описує зв'язок 

між фрактальною структурою матеріалу та 

його властивостями) [29−32]; 

– оцінка ступеня неоднорідності 

фрактального об’єкта за формулою Реньї на 

належність до мультифракталів [33−35]; 

– інтерпретація отриманих результатів 

[36−42]. 

 

Рис. 1. Запатентований спосіб обчислення 

фрактальної розмірності валкового чавуну [36] 

Щодо короткого аналізу окремих 

фрагментів розроблених алгоритмів, слід 

зауважити, що фрактальна розмірність 

визначається за допомогою комбінованого 

підходу [21]. Цей підхід поєднує клітинну 

Dk та точкову Dt фрактальні розмірності. 

Фрактальна розмірність визначається на 

тому кроці ітерацій, коли спостерігається 

найбільна збіжність її значень (рис. 1).  

В даному випадку найбільша збіжність 

результатів зафіксована на 5-му кроці 

обчислень для темних ділянок структури 

(пластинчастого перліту валкового чавуну) 

Dt =  = 1,873. Фрактальна 

розмірність світлих ділянок (карбідів) 

найкраще збігалася на 9-му кроці ітерацій: 

Df =  = 1,848. 

Застосування комбінованого підходу дає 

більш достовірні значення фрактальних 

розмірностей структурних складових. 

Визначення самоподібності об’єкта 

дослідження (повторюваності об’єкта за 

різних масштабів) проводилося для 

встановлення меж існування його 
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фрактальних властивостей. Цей факт можна 

пояснити тим, що, на відміну від класичних 

математичних фракталів (ковдри 

Серпинського, губки Менгера та ін.), 

реальні фрактальні структури мають певну 

межу самоподібності. Оскільки за 

збільшення масштабу представлення 

структури розглядається, наприклад, не 

зерно металу, а його субзеренна будова 

тощо. Тому цей момент дуже важливий у 

виборі масштабу структури для розрахунку 

її фрактальної розмірності.  

На рисунку 2 наведено феритно-

перлітну структуру маловуглецевої сталі 

Ст3. Аналіз структури в масштабному 

діапазоні за збільшення від 100 до 1 000 

разів показав, що найкраща збіжність 

результатів спостерігається за збільшення 

550, оскільки у двох сусідніх масштабах 

(500, 600) значення фрактальних 

розмірностей мінімально різнилися між 

собою 1,62 та 1,65 відповідно. 

 

а, (100)  б, (500) в, (1 000) 

Рис. 2. Мікроструктура сталі Ст3 [22] 

Чутливість феритно-перлітної 

структури сталі Ст3 до показників її 

мікротвердості для статистичної вибірки із 

27 фотознімків показана на рисунку 3. 

 

 

 

 
а б  

Рис. 3. Чутливість між фрактальними розмірностями фериту (а) та перліту (б) сталі Ст3  

та її мікротвердістю: фото 1–9 – для зразка № 1; фото 10–18 – для зразка № 2;  

фото 19–27 – для зразка № 3 [22]  

Визначення коефіцієнтів чутливості 

допомагає оцінити структурні 

трансформації матеріалів. Наприклад, для 

тієї ж марки сталі Ст3 термічна обробка 

очікувано викликала зміни структури та 

властивостей металу, що було зафіксовано 

зміною розмірностей структури (фериту, 

перліту, бейніту, відманштетового фериту, 

мартенситу) [28]. 

У праці [29] на основі визначення 

показників чутливості отримані наступні 

результати експерименту зі сталлю Ст3. 

Визначення механічних властивостей сталі 

(в, т, , , KCU+20 та HRB) та 

фрактальної розмірності структури бейніту 

(Dб), фериту (Dф), границь зерен (Dгр) 

проводилося для арматури діаметром 24 мм 

у трьох реперних точках (0, 6 і 12 мм від 

середини зразків арматури) без урахування 

зневуглецьованої поверхні.  

Коефіцієнти чутливості, обраховані за 

формулою (1), механічних характеристик до 

фрактальної розмірності феритно-бейнітної 

структури сталі Ст3 наведені на рисунку 4. 
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Рис. 4. Гістограми, що описують зв'язок між фрактальною розмірністю фериту (а),  

бейніту (б) і міжфазними межами (в) та критеріями якості металу [29] 

Для тих випадків, коли коефіцієнти 

чутливості були високі порівняно з іншими, 

отримані математичні моделі у вигляді 

рівнянь. Формалізація отриманих 

результатів проводилася з використанням 

регресійного аналізу. Коефіцієнт парної 

кореляції R рівняння, що описує 

співвідношення між фрактальною 

розмірністю фериту й ударною в’язкістю, 

становив 0,8194; коефіцієнт парної кореляції 

рівняння, що описує співвідношення між 

фрактальною розмірністю бейніту і межею 
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міцності, становив 0,7281; коефіцієнт парної 

кореляції рівняння, що описує 

співвідношення між фрактальною 

розмірністю міжфазних меж і межею 

міцності, становив 0,6556. 

Для чавунних валків із кулястою 

формою графіту також отримано результати 

(лінійні моделі), що вказують на зв'язок між 

фрактальною структурою кулястого графіту 

та механічними характеристиками валків 

(межею міцності на розрив, межею міцності 

на згин, ударною в’язкістю та твердістю) 

[36]. Коефіцієнт парної кореляції рівняння, 

що описує вплив фрактальної розмірності 

графіту та вуглецю на межу міцності на 

розрив, становив 0,91; коефіцієнт, що 

описує вплив фрактальної розмірності 

графіту та вуглецю на границею міцності на 

згин, становив 0,85; коефіцієнт, що описує 

вплив фрактальної розмірності графіту та 

вуглецю на ударну в’язкість, становив 0,86; 

коефіцієнт, що описує вплив фрактальної 

розмірності графіту та вуглецю на твердість, 

становив 0,82. 

Як свідчить багато публікацій (див. 

наприклад, [6]), для бетонів також 

установлено кореляцію між фрактальною 

структурою і міцністю. У [6] описано спосіб 

оперативного оцінення руйнівного зусилля 

під час випробувань міцності на стиск 

бетону марки 400 із застосуванням 

фрактального аналізу. Зв’язок між міцністю 

установлено для таких ідентифікованих 

областей макроструктури: 1. Області з 

переважанням щебеню (R2 = 0,72); 2. 

Області з переважанням піску (R² = 0,61); 3. 

Пори (R² = 0,69). Показники руйнівного 

зусилля зростали від 392 до 515 кН за 

зниження фрактальної розмірності областей 

1 з 1,87 до 1,59; областей 3 з 1,83 до 1,68 та 

міжфазних меж з 1,62 до 1,35.  

Підвищення фрактальної розмірності 

зафіксовано лише для областей із вмістом 

піску (областей 2) з 1,76 до 1,94. Крім того, 

отримано узагальнювальну лінійну модель з 

R² = 0,93, що визначає зв'язок між усіма 

ідентифікованими елементами макро-

структури та міцністю бетону.  

Вищеописаний підхід дозволяє 

реалізувати оперативний прогноз значень 

руйнівного зусилля бетону марки 400 зі 

значним зниженням матеріально-часових 

витрат на проведення натурних випробувань 

та застосування мікроскопії. 

У деяких випадках неоднорідність 

структури фіксується за допомогою 

мультифрактального аналізу [22; 24; 32−35]. 

При цьому неоднорідній структурі 

приписується спектр статистичних 

розмірностей Реньї. Наприклад, у [34] 

встановлено співвідношення між спектром 

статистичних розмірностей та твердістю 

чавунних валків СПХН-43 та СШХНФ-47. 

Спектр Реньї обчислювався за такою 

формулою: 

 ln

ln

lim
1

1
)( 1




−

= =

→

N

i

q
ip

q
qD , (2) 

де  описує лінійні розміри квадратної 

комірки, якою покривається структура 

чавуну; pi − ймовірність знаходження точки 

(пікселя для ЕОМ) елемента структури в i-й 

комірці розміром . 

Отримані результати обчислення за 

формулою (2) відображені на рисунку 5, де 

D0, D1, D2 – фрактальна (рис. 5, в за q = 0); 

інформаційна (рис. 5, а за q = 1) та 

кореляційна (рис. 5, б за q = 2) розмірності 

відповідно. Розмірність D-100 (рис. 5, г за  

q = −100) описує найбільш темні ділянки 

структури, в даному випадку це 

пластинчастий графіт. 

Показники коефіцієнтів парної 

кореляції R2 = 0,78…0,88 при моделюванні 

структури та твердості чавунних валків 

СПХН-43 переважають результати прогнозу 

за допомогою традиційних методик 

кількісної металографії і свідчать про більш 

високий ступінь прогнозу порівняно з 

традиційними методиками кількісної 

металографії (R2 = 0,73…0,87) [34]. 

Традиційні методики базуються на 

урахуванні площі, довжини та діаметра 

елементів структури даних валків. Отримані 

результати експериментів підкреслюють 

доцільність застосування мульти-

фрактального аналізу для розв’язання задач 

прогнозу критеріїв якості чавуну. 
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Рис. 5. Зв'язок розмірності карбідів (цементиту ледебуритної матриці) (а, б), графіту (в, г) 

і твердості валків СПХН-43 [34]  

Вибір виду фрактальної моделі 

зумовлений, насамперед, даними 

експериментів. Здебільшого фрактальні 

моделі наближено лінійні або 

експоненціальні [6; 13−15].  

У статтях [43; 44] розширено 

можливості застосування фрактального 

формалізму. Суть цього застосування 

полягає у можливості проводити 

ранжування критеріїв якості матеріалів на 

основі аналізу області їх самоподібності. 

Раніше, в основному, ранжування критеріїв 

якості матеріалів проводилося відповідно до 

їх службового призначення без урахування 

області їх стабільності, яка не завжди може 

збігатися з визначальним параметром згідно 

з вимогами замовника.  

Ранжування критеріїв по їх значимості 

для багатопараметричної технології має 

гарантувати її стабільну роботу в межах 

штатної технології. На рисунку 6 наведено 

результати ранжування механічних 

властивостей чавунних валків виконання 

СПХН на основі аналізу області їх 

самоподібності. 

 
Рис. 6. Ранжування коефіцієнтів самоподібності Кn 

механічних властивостей [43] 

Ударна в'язкість має більш високий 

діапазон зміни області самоподібності серед 

областей (0,68), що розглядаються (рис. 6). 

Це пояснюється тим, що ударна в'язкість 

найбільш чутлива до зміни штатної 

технології в межах робочої області, 

порівняно з іншими характеристиками. 

Оскільки в'язкість валків – це одна з їх 

ключових характеристик, остільки можна 

припускати, що для отримання валка із 

заданим показником в'язкості необхідно 

вибирати більш вузький діапазон зміни 

хімічного складу. 
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Таким чином, вибір, застосування та 

коригування того чи іншого алгоритму 

фрактального моделювання в 

матеріалознавстві повинен бути зумовлений 

задачами дослідження та ідентифікацією на 

фрактальність об’єкта, що вивчається. 

Кожен такий випадок необхідно розглядати 

окремо та погоджувати з теорією 

Б. Мандельброта. 

Висновки 

Розглянуто деякі аспекти застосування 

фрактального моделювання в матеріало-

знавстві, що дозволяють системно 

аналізувати зв'язок між фрактальними 

розмірностями і спектром 

мультифрактальних розмірностей металів, 

бетонів та їх фізико-механічними 

властивостями. 

Доповнено алгоритм фрактального 

моделювання структури та властивостей 

матеріалів завдяки фрактальному підходу 

щодо можливості ранжування критеріїв 

якості залежно від їх значущості. 
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