Глава 15. Геометрия ортогональных проекций кривых поверхностей
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Рис. 15. 1. Геометрические модели

торсовой поверхности и её многогран-

ного прототипа (гранного торса)
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Рис.15.2. Геометрические модели

конической поверхности и её много-

гранного  прототипа (пирамидальной

поверхности)
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Рис.15.3. Геометрические модели

поверхностей прямого кругового конуса и правильной 6-гранной пирамиды

Глава 15. ГЕОМЕТРИЯ ОРТОГОНАЛЬНЫХ  ПРОЕКЦИЙ КРИВЫХ  ПОВЕРХНОСТЕЙ
Общие замечания

       Если картинное пространство за-полнить ортогональными проекциями кривых поверхностей, то предметом ис-следования его  геометрии  будет акси-оматичекое описание их изобразитель-ных свойств.

       Рассмотрение природы этих повер-хностей  (см. Главу 5, стр. 42,43) опре-деляет их как двумерные системы по-следовательных положений линии, ко- торая движется в пространстве, подчи-няясь конкретным условиям своего дви-жения. 

       Разнообразие видов образующих линий и тех элементов пространства, которые направляют их движение, оп-ределяет разнообразие видов кривых поверхностей (см. рис.5.20 «Классифи-кация…») для которых общим свойст-вом является наличие их линейного каркаса, подлежащего изображению.

       В основе образования линейного каркаса поверхности лежит её опреде-литель (см. Определение 5.7) как сис-тема минимального числа элементов пространства, взаимосвязанных кон-кретным законом их взаимодействия, однозначно определяющим вид образу-емой поверхности и все её инциденции.                      К числу важных элементов проекцион-ных изображений различных поверх-ностей относятся очерки их проекций, (см. Определение 6.6) , изображающие контуры их видимости по выбранному направлению проецирования или их силуэты  (см. Определение 6.5).

       Таким образом, процедура получе-ния ортогональных проекций кривых поверхностей складывается из визуа-лизации их геометрического представ-ления и описания его конструктивно-композиционных свойств, выделения графической модели их определителя и перезадания его очерками соответ-ствующих проекций, заполняемых про-екциями элементов их линейного карка-са.

       При этом следует иметь ввиду, что всякая кривая поверхность имеет свой многогранный прототип и является кон-

структивным  пределом,  к которому  он

стремится   при  увеличении  числа  его
граней. 
       Многогранный прототип кривой по-верхности аппроксимирует её своими гранями, т.е., конструктивно упрощает и поэтому, в случае необходимости, так-же подлежит изображению.
15.1. Геометрия ортогональных 

проекций прямолинейчатых кривых поверхностей
15.1.1. Конструктивные  свойства 

торсовых поверхностей

       Определение 15.1. Система по-парно пересекающихся прямолинейных 

образующих l, касательных к прост-ранственной направляющей кривой линии m, называется торсовой повер-хностью Ф  (рис. 15.1).
       Так как образующая I  касательна к направляющей m, т.е., I ( t, то она де-лится точкой касания А на две полука-сательные t1 и t2, которые, перемеща-ясь, образуют две полы торсовой по-верхности. При этом направляющая пространственная кривая линия m при-обретает название её ребра возврата. 
       В случае, если роль ребра возвра-та станет играть пространственная ло-маная линия, то кривая торсовая по-верхность преобразуется в поверхность гранного торса. 

       Если ребро возврата преобразует-ся в точку S ( m, то образующие-каса-тельные, пересекаясь в ней, формиру-ют трёхпараметрическую связку пря-мых линий, ибо они потенциально сое-диняют её со всеми точками 3-х-мер-ного эвклидова пространства.

       Если в такую связку «погрузить» произвольную линию n, то она «выде-лит» из неё двупараметрическое мно-жество образующих I как некоторую ко-ническую поверхность Ф  (рис. 15.2).

       Определение 15.2. Двупарамет-рическая система прямых линий I, пе-ресекающих произвольную кривую ли-нию n и проходящих через произволь-ную точку S пространства, называ-ется  конической  поверхностью  Ф.
       Так как видов направляющей линии n бесчисленное множество, то каждой из них соответствует своя коническая поверхность. В частности, если линией n будет окружность, а перпендикуляр, опущенный из точки S на плоскость её кривизны, пройдет  через  её  центр,  то 
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Рис. 15.4. Геометрические модели

цилиндрической поверхности и её

 многогранного прототипа

 (призматической поверхности)
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Рис. 15.5. Геометрические модели

 поверхностей прямого кругового цилиндра и правильной 6-гранной призмы
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Рис.15.6. Графическая модель

произвольного торса

прямые линии l  образуют   поверхность
прямого кругового конуса (рис.15.3), если эллипс,- то поверхность эллипти-ческого, если парабола,- то параболи-ческого и т.п., конуса как части прост-ранства, ограниченного такой поверх-ностью.
       Так как перечисленные линии явля-ются закономерными плоскими кривы-ми, то их можно рассматривать как ре-зультаты пересечения образуемых ко-нических поверхностей плоскостями их кривизны. В этом случае они становят-ся основаниями этих поверхностей, а точка S – их вершиной.
       Длина перпендикуляра, опущенно-го из вершины конической поверхности на плоскость её основания, называется   её высотой.
       Если в окружность основания пря-мого кругового конуса вписать тот или иной правильный многоугольник, то его поверхность преобразуется в поверх-ность правильной пирамиды, гранями которой будут конгруэнтные равнобед-ренные  треугольники.

       Пирамидальная поверхность, также как и коническая, является двупольной.

       Если представить, что вершина ко-нической поверхности удаляется в бес-конечность, а направляющая n остаёт-ся неподвижной и неизменной, то эта поверхность преобразовывается в ци-линдрическую, образующие l  которой, стремясь в бесконечно-удалённую вер-шину, оказываются параллельными.

       Определение 15.3. Двупараме-трическая система прямых линий l, параллельных заданному направлению s и пересекающих заданную произволь-ную кривую линию n, называется ци-линдрической поверхностью Ф (рис. 15.5).
      Так как видов направляющей кривой линии n бесчисленное множество, то каждой из них соответствует своя ци-линдрическая поверхность. В частнос-ти, если линией n является окружно-сть, а все образующие l перпендику-лярны к плоскости её кривизны, то они формируют поверхность прямого кру-гового цилиндра как часть простран-ства, ограниченного этой поверхностью.

       Если направляющую окружность поверхности прямого кругового цилинд-

ра принять за её основание, то  позици-

онно она  станет фигурой  нормального

сечения данной поверхности.

       По виду нормального сечения судят о виде поверхности цилиндра. Если оно имеет вид эллипса, то цилиндр эллип-тический, если гипербола, то гипербо-лический и т.п., а если произвольная линия, то получается  цилиндрическая поверхность произвольного вида.

       Если в окружность основания пове-рхности прямого кругового цилиндра вписать правильный многоугольник и принять его за направляющую линию, то образуется многогранный прототип цилиндрической поверхности – призма-тическая поверхность, гранями кото-рой будут конгруэнтные прямоугольни-ки.

       Утверждение 15.1. Так как прямо-линейные образующие цилиндрических и конических поверхностей инциден-тны соответственно несобственной и собственной вершинам, которые ко-нцептуально являются вырожденны-ми рёбрами возврата некоторых тор-сов, то эти поверхности относятся к классу торсовых.
15.1.2. Изобразительные свойства ортогональных проекций торсовой поверхности
       Так как прямолинейные образую-щие торсовой поверхности касательны к пространственной направляющей кри-вой, то для построения её ортогональ-ных проекций необходимо графически смоделировать отношение их касате-льности. ( см.Главу  5, стр. 55-58).

      Конструктивно касательное положе-ние прямой линии по отношению к кривой является её крайним секущим, когда точки их пересечения сливаются в одну двойную точку их касания. Орто-гональное проецирование так располо-женных линий порождает в пространс-тве плоскость, которая проецирует  пря-мую линию и касается к цилиндриче-ской поверхности, которая  проецирует кривую линию. Их пересечение с плос-костью проекций показывает, что проек-ция прямой линии касательна к проек-ции кривой линии в проекции точки их касания. Отсюда следует

       Утверждение 15.2. Если в прост-ранстве  прямая  линия  касательна  к 
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Рис.15.7. Графическая модель развер-тываемого геликоида
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Рис.15.8. Геометрическая модель

поверхности откоса насыпи от горизонтальной составной бровки
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Рис.15.9. Геометрическая модель поверхности откоса насыпи от пространственной бровки
плоской или пространственной кри-вой, то одноименные проекции этих линий касательны в соответствую-щих  проекциях точки их касания.

       Иными словами, отношение касате-льности инвариантно или устойчиво в процессе преобразования  изображае-мых касающихся линий в их соответст-вующие ортогональные проекции.

       Соблюдение этого обстоятельства позволяет правильно строить ортогона-льные проекции произвольной торсовой поверхности ( рис.15.6).

       Так как видов пространственных кривых достаточно много, то каждой из них соответствует своя торсовая повер-хность. К  примеру, если в качестве ре-бра возврата принять цилиндрическую винтовую линию, то образующая l, пе-ремещаясь касательно к ней, своими последовательными положениями об-разует поверхность развёртываемого геликоида ( рис.15.7).

       Определение 15.4. Система по-парно пересекающихся прямолиней-ных образующих, касающихся к цилин-дрической винтовой линии, называет-ся поверхностью развертываемого ге-ликоида.
       Определение  15.5. Геликоидами называются винтовые поверхности, в образовании которых в качестве на-правляющих применяются винтовые линии.
       Поверхность развертываемого ге-ликоида в частном случае может быть поверхностью одинакового ската, при-меняемого для образования откосов на-сыпей и выемок  в земном рельефе при прокладке шоссейных и железных до-рог. Линии наибольшего уклона этих от-косов должны быть равнонаклонены к горизонтальной плоскости. Если бров-кой откоса насыпи или выемки является прямая линия, то поверхность откоса является плоскостью; если орямоли-нейная бровка переходит в дугу гори-зонтальной гладкой кривой, то от неё откос приобретает форму конической поверхности, сопряженной с плоским откосом по линии её наибольшего  ук--лона (рис. 15.8), а если, на вираже, эта линия становится пространственной, то идущий от неё откос приобретает фор-му поверхности торса (рис.15.9). Для её  образования    применяют  поверхность

прямого кругового конуса как частного случая торса, все образующие которой равнонаклонены к плоскости его осно-вания. Поверхность, огибающая после-довательные положения такого конуса, вершина которого перемещается по пространственной бровке дороги, явля-ется поверхностью искомого откоса, ли-нии наибольшего уклона которого рав-нонаклонены к горизонтальной плоско-сти и при продолжении касательны к некоторому пространственному ребру возврата m ( см. рис.15.9).

15.1.3 Изобразительные свойства

ортогональных проекций

золотого эллиптического торса. 

(рис.15.12, 15.13)
       Традиционно поверхности одинакового ската конструируются при помощи коничес-кой поверхности с заданным уклоном её об-разующих, вершина которой перемещается по заданной плоской или пространствен-ной кривой (см. рис.15.8, 15.9). Тогда ис-комая поверхность торса, огибая последо-вательные положения образующего конуса, формирует фигуру его горизонтального следа как линию, огибающую последовате-льные положения основания подвижного конуса. Такая задача характерна для проек-тирования откосов насыпей и выемок доро-жного полотна, когда по условию задана бровка дороги.

       При проектировании кровель зданий скаты которых должны иметь одинаковый уклон (см. рис. 11.21)  исходным условием являются фигуры их горизонтальных карни-зов. Тогда возникает задача, обратная вы-шеописанной: по фигуре основания-карниза построить фигуру бровки-конька.

       Если представить фигуру карниза зда-ния в виде золотого эллипса (см. рис.13.37),  то из каждой его точки должны начинаться образующие прямые линии, составляющие с горизонтальной плоскостью постоянный угол (( = 51(50(, равный углу наклона граней пирамиды фараона Хеопса к плос-кости его основания. Графически этот угол содержится в структуре золотого эллипса (рис.15.10).
       В отличии от прямой задачи, в которой формообразующим элементом была подви-жная коническая поверхность заданной вы-соты, в данной задаче формообразующим конструктивом является трёхэлементная линейная структура, состоящая из наклон-ной под заданным углом линии l и её гори-зонтальной проекции l1, которые перпенди-кулярны  к  горизонтальной  прямой t.  Если
прямую t перемещать касательно к линии m
	[image: image10.png]





Рис. 15.10 Геометрическая модель формообразующей конструкции

золотого торса
Рис.15.11. Геометрическая модель

золотого эллиптического торса
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Рис.15. 13. Графика построения фрон-тальной проекции гребня n и ребра

эллиптического торса золотого эллипса, то

линия    l    будет    образовывать   искомую
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поверхность, а её горзонтальная проекция l1 будет занимать положения нормалей к линии эллипса в точках касания к ней прямой t.
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Рис.15.12. Графическая  модель  золотого 

эллиптического торса 

        Это обстоятельство  позволяет   одно-
 значно   построить  3-хкартинный комплекс-

ный чертёж    золотого

эллиптического   торса

       Для   этого     необ-

ходимо (рис.15.12):
       1.  Построить гори-

зонтальный золотой эллипс m1 ; 

       2. Выделить       на

линии   эллипса   необ-
родимое   и   достаточ-

ное  число    равномер-

но   расположенных то-

чек; 

       3. Соединить     эти

точки  с   фокусами  F11
и F21  и   провести   бис-
сектрисы     образовав-шихся углов,   которые    являются    нормалями эллипса в    выбранных точках; 

   4. Построить эволюту     е1   эллипса  как линию, огибающую  последовательные положения  его  нормалей l1 . Вершины   N1, E1,  M1 L1  эволюты    е1        строятся      в пересечении   с   осями   А1В1    и  С1D1  прямых,    проходя-щих через вершины 1, 2, 3 и 4 габаритного прямойгольника      перпендикулярно        к 
сторонам ромба А! С! В! D1  
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Рис. 15.14. Графическая модель опре-делителя конической поверхности
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Рис. 15.15. Графическая модель

поверхности прямого кругового конуса
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Рис. 15.16. Графическая модель поверх-

ности конуса произвольного вида

      5. Так как по условию  все   образующие
наклонены к плоскости кривизны золотого эллипса под  постоянным углом ((, значе-ние которого дано по условию при вершине D1  линейного угла А1 D1 C1, то для постро-ения фронтальной и профильной проекции золотого торса следует (рис.15.13):

       5.1. приняв горизонтальные проекции образующих торса за прилежащие катеты  прямоугольных треугольников, конгруэнт-ных треугольнику А1 О1 D1 , определить графически значения их противолежащих катетов h5, h6, приходящихся на величины горизонтальных проекций образующих от точек на эллипсе до точек типа 51 , 61 .Эти точки определяют горизонтальную проек-цию «гребня n» золотого торса как линии, состоящей из точек пересечения равнона-клонённых образующих, которые зеркально симметричны относительно фронтальной плоскости треугольника  АSВ;
       5.2. отложив по линиям связи с точками типа 51,61 от А2О2 значения h5, h6, полу-чить их фронтальные проекции 52, 62, кото-рые определяют фронтальную проекцию гребня n.

       5.3. по горизонтальной и фронтальной проекции гребня n построить его профиль-ную проекцию.
       6. Если на фронтальных проекциях об-разующих , продолженных за гребень n, по-строить в проекционной связи с горизон-тальными проекциями точек их касания к эволюте эллипса, фронтальные проекции этих точек, то они определят пространст-венное ребро возврата поверхности золото-го торса как пространственный аналог эволюты его основания – золотого эллипса.
       Вывод: Движение образующей прямой линии, сохраняющей постоянный угол на-клона к плоскости кривизны направляю-щей плоской кривой является эффектив-ным средством формообразования широ-кого класса торсов с интересными конст-руктивно-композиционными свойствами.
15.3.4. Изобразительные свойства ортогональных проекций конической поверхности
(рис.15.14 – 15.16)
        Определитель конической пове-рхности представляет собой геомет-рическую конструкцию, состоящую из одной прямолинейной образующей l, проходящей через неподвижную точку S и пересекающей криволинейную на-правляющую m.

ф = ( l (S ) ( m.
       Графическая  модель  этой  геомет-рической конструкции (рис. 15.14)  явля-
ется  обратимым  изображением,  одно-

значно задающим определяемую ко-ническую поверхность. Это означает, что она создаёт на чертеже необходи-мые и достаточные условия для графи-ческого моделирования любых инци-денций данной поверхности. Для того, чтобы по одной проекции D1 точки D  построить её вторую проекцию, необ-ходимо изобразить проходящую через неё горизонтальную проекцию образу-ющей, которая пересекает проекцию m1 направляющей m в точке 11, по ней по-строить фронтальную проекцию этой образующей, на которой, в проекцион-ной связи с D1, определить искомую проекция D2 точки D.
       Для построения горизонтального следа h(1 этой поверхности по её опре-делителю следует изобразить необхо-димое и достаточное количество её об-разующих, построить их горизонталь-ные следы и, соединив их плавной кри-вой линией, получить искомый горизон-тальный след. И т. д.
       Наиболее распространённым ви-дом конической поверхности является поверхность прямого кругового конуса или конуса вращения (рис.15.15).
       Эта поверхность является частным случаем поверхности одинакового ската так как образующая l, пересекающая ось вращения  і  в  точке S, сохраняет постоянный угол (( её наклона к плос-кости кривизны окружности основания m как траектории вращения её точки М.
      Утверждение 15.3. Если ось вра-щения поверхности прямого кругового конуса занимает  горизонтально-прое-цирующее положение, то очерком го-ризонтальной проекции этой поверх-ности является окружность m1 как траектория вращения конца М обра-зующей l, а очерком её фронтальной проекции являются два подобных и симметрично расположенных равно-бедренных треугольника, изображаю-щих её нижнюю и верхнюю полы.
       Позиционно линия основания m1 является её горизонтальным следом в случае, если плоскость её кривизны со-впадает с горизонтальной плоскостью проекций.
       Поверхность прямого кругового ко-нуса примечательна тем, что линии её пересечения   плоскостями   различного 
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Рис. 15.17. Графическая модель опреде-лителя цилиндрической поверхности
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Рис.15.18. Графические модели

проецирующих цилиндрических

поверхностей
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Рис.15.19. Различные виды очерков горизонтально-проецирующих

цилиндрических поверхностей
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Рис.15.20.  Графическая модель

произвольной цилиндрической

поверхности

положения по отношению к её образую-
щим являются алгебраическими кривы-ми линиями 2-го порядка (см.глава 13, п.13.2) или кониками. Так как соответст-венные точки этих линий коллинейны, т.е., лежат на прямых, пересекающихся в одной точке, – вершине S, то их со-ответственные хорды будут при про-должении пересекаться в точках, лежа-щих на рёбрах тех двугранных углов, в гранях которых лежат соответственные коники. 

       Другими словами, все плоские кри-вые линии на поверхности прямого кру-гового конуса являются в проективном смысле взаимно гомологичными фигу-рами, а в проекционном – центральны-ми проекциями друг друга.
       Если направляющей является кри-вая линия m произвольного вида, то об-разующая линия l, проходя через точку S и пересекая эту направляющую в ра-зличных точках, образует коническую поверхность произвольного вида (рис. 15.16). 
15.1.5. Изобразительные свойства ортогональных проекций цилиндрической  поверхности
(рис.15.17 -15.19)
       Определитель цилиндрической по-

верхности представляет собой геоме-трическую конструкцию, состоящую из одной прямолинейной образующей l, которая   параллельна  некоторому   на-

правлению n и пересекает криволиней-ную направляющую m.
Ф =( l || n ) ( m.
       Графическая модель этого опреде-лителя является обратимым изображе-нием, которое однозначно задаёт изоб-ражаемую поверхность. Это значит, что на этом простейшем чертеже цилиндри-ческой поверхности можно решать все позиционные задачи на принадлежно-сть (рис.15.17).
       Наиболее распространённым ви-дом цилиндрической поверхности явля-ется поверхность прямого кругового цилиндра (рис.15.18). У такой поверх-ности направляющей линией является окружность, а все её образующие пер-пендикулярны к плоскости её кривизны. Если эта плоскость совпадает с той или 

иной плоскостью проекций или являет-ся той или иной плоскостью  уровня,  то

её образующие совпадают с направле-нием ортогонального  проецирования  и 
вся поверхность становится проецирую-щей. Это определяет изобразительные свойства её ортогональных проекций.
       Утверждение 15.4.  Если   поверх-ность прямого кругового цилиндра за-нимает в пространстве то или иное проецирующее положение, то очерком одной из её проекций является окруж-ность, обладающая собирательным свойством, а очерком второй – прямо-угольник, трапеция или составной фи-гура с двумя прямыми углами и двумя параллельными противоположными сторонами, которые сопрягаются ду-гой эллипса (рис.15.19).

       Поверхность прямого кругового ци-линдра примечательна тем, что в резу-льтате её пересечения плоскостями ра-зличного положения получаются только эллипсы с различными отношениями длин их осей, а их точки лежат на па-раллельных образующих, проходящих  через соответственные точки окружно-сти её основания. Это означает, что об-разующие, подобно проецирующим лу-чам, устанавливают между точками ос-нования и любого плоского сечения ро-дственное соответствие, центр которого удален в бесконечность по направле-нию образующих, а осью родства явля-ется след плоскости сечения поверхно-сти  на плоскости  её основания 
       Если направляющая линия не явля-
ется окружностью, а образующая не об-разует прямой угол с плоскостью её кривизны и параллельна произвольно расположенной прямой n, то образуется цилиндрическая поверхность, о харак-тере которой судят по виду её нормаль-ного сечения (см. Определение 15.3), Для этого необходимо решить позици-онную задачу на определение вида линии  пересечения данной  поверхнос-
ти плоскостью, перпендикулярной   к  её образующим.
       На рис.15.20. изображена поверх-ность эллиптического цилиндра с па-раллельными горизонтальными эллип-тическими основаниями. Поэтому очер-ком её фронтальной проекции являетс-ся параллелограмм, а в состав очерка горизонтальной проекции входят две параллельные прямые, сопрягающие две дуги   эллипсов   её   оснований.
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Рис.15.21. Геометрическая модель

поверхности цилиндроида
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Рис.1522. Геометрическая модель

поверхности коноида
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Рис.15.23. Геометрическая модель

поверхности гиперболического

параболоида
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Рис.15.24. Геометрическая модель поверхности прямого винтового

цилиндроида
       Если направление проецирования поменять с ортогонального на косоуго-льное, параллельное образующим эл-липтического цилиндра, тогда его по-верхность станет проецирующей, а ли-ния m1 горизонтальной проекции её ос-нования станет обладать собиратель-ным свойством.
15.1.6. Конструктивные свойства прямолинейчатых поверхностей с двумя направляющими линиями и плоскостью параллелизма
(рис. 15.21-15.24)

        Определение 15.6. Системы по-следовательных положений прямоли-нейной образующей, перемещающейся по двум направляющим линиям парал-лельно некоторой плоскости, называ-ются поверхностями с плоскостью параллелизма или поверхностями Ка-талана.
       Таким образом, в определитель по-верхности Каталана входит прямоли-нейная образующая l, две направляю-щие m и n и плоскость параллелизма (:   

Ф =( l ( m,n ) || (.

       В  зависимости  от того,  какой  вид приобретают направляющие линии m,n, различаются следующие виды поверх-ностей Каталана:
       1. если обе направляющие линии – плоские или пространственные кривые, то получаемая поверхность называется цилиндроидом (рис.15. 21);

       2. если одна из направляющих ли-ний кривая, а вторая – прямая, то полу-чаемая поверхность называется конои-дом (рис.15. 22);
       3. если обе направляющие линии –скрещивающиеся прямые, то получае-мая поверхность называется гипербо-лическим параболоидом (рис15. 23).

       Совершенно очевидно, что видов поверхностей Каталана столько, сколь-ко будет принято для их образования видов направляющих линий в их разли-чных сочетаниях. 

       В частности, если в качестве напра-вляющей линии принимать цилиндри-ческую или коническую винтовую, то с её участием образуются винтовые по-верхности Каталана.

       Определение 15.7. Система по-следовательных положений прямоли-нейной образующей, перемещающейся по двум соосным конгруэнтным цилин-дрическим винтовым линиям паралле-льно плоскости, перпендикулярной к их оси, называется поверхностью прямо-го винтового цилиндроида (рис.15. 24).

       Структура прямых винтовых цилин-дроидов лежит в основе конструирова-ния пандусов многоэтажных гаражей. 

       Определение 15.8. Система по-следовательных положений прямоли-нейной образующей, перемещающейся по цилиндрической или конической вин-товой линии и перпендикулярной к её оси, называется прямым винтовым ко-ноидом (рис.15.25 ).

      Структура прямых винтовых конои-дов лежит в основе конструирования винтовых лестниц.
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Рис. 15.25. Геометрическая модель прямого

винтового коноида
       Наиболее распространёнными в архитектуре являются поверхности ги-перболических параболоидов или ги-паров как полностью прямолинейчатых (рис. 15.26).
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Рис.15.26. Примеры применения гипаров в

архитектуре
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Рис.15.27. Графическая модель опре-делителя поверхности  цилиндроида
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Рис.15.28. Графическая модель

поверхности цилиндроида
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Рис.15.29. Графическая модель

определителя поверхности коноида
15.1.7. Изобразительные свойства ортогональных проекций

поверхностей Каталана

Общие замечания
       Для того, чтобы геометрически и графически правильно заполнять кар-тинное пространство ортогональными проекциями поверхностей Каталана, не-обходимо:

       1. иметь однозначное представле-ние об их геометрической структуре, подлежащей изображению;

       2. начинать построение ортогональ-ных проекций этих поверхностей с изо-бражения элементов их определителей;

       3. графически промоделировать не-обходимое и достаточное количество последовательных положений прямоли-нейной образующей, перемещающейся по двум направляющим параллельно заданной плоскости параллелизма;

       4. изобразить очерки получаемых проекций собственно поверхности как кривые линии, огибающие соответст-венные проекции вычерченных после-довательных положений образующей. 

       В целом в состав очерков ортого-нальных проекций поверхностей Ката-лана входят как криволинейные  очерки собственно поверхностей, так  и  прямо-

и криволинейные очерки элементов их определителей.

Изобразительные свойства ортогональных проекций цилиндроида  (рис.15.27, 15.28)
       Определитель поверхности цили-ндроида представляет собой геомет-рическую конструкцию, состоящую из двух направляющих кривых линий m  и n, одной прямолинейной образующей l, которая параллельна плоскости па-раллелизма (:
Ф = [ l (  m, n ] || (.
       Графическая модель этого опреде-лителя (рис. 15. 27) :однозначно задаёт поверхность цилиндроида, так  как она обеспечивает возможность решения любой позиционной задачи на принад-лежность точек и линий к этой поверх-ности.

       Перезадание  проекций   определи-

теля поверхности  цилиндроида  проек-

циями их очерков выполняется графи-ческим моделированием последовате-льных положений образующей линии. Её горизонтальные проекции при этом параллельны друг другу и (1, а положе-ния фронтальных проекций определя-ются фронтальными проекциями точек её пересечения с направляющими m и n (рис 15. 29).

       Построив фронтальные проекции образующих, следует провести под ле-кало кривую линию, которая их огиба-ет. Эта линия входит в состав очерка фронтальной проекции цилиндроида.

       Вполне очевидно, что конструктив-ные особенности цилиндроидов опре-деляются видом направляющих линий. Будучи кривыми, они могут быть зако-номерными и незакономерными, замк-нутыми и разомкнутыми, плоскими и пространственными. В частности, если это две конгруэнтные цилиндрические винтовые линии, а плоскость парал-лелизма горизонтальна, то они образу-ют поверхность прямого винтового ци-линдроида (см. рис.15. 24).

Изобразительные свойства ортогональных проекций

коноида (рис.15.29, 15.30)
       Определитель поверхности  коно-
ида представляет собой геометриче-ческую конструкцию, состоящую из 2-х направляющих линий m и n, одна из которых прямая, и одной образующей l, которая параллельна плоскости парал-лелизма ( (рис. 15.29):
Ф = [ l ( m, n ] || (.
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Рис.15.30. Графическая модель поверхности коноида
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Рис. 15.31. Графическая модель 

определителя поверхности гиперболического параболоида
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Рис.15.32. Графическая модель поверх-ности гиперболического параболоида

	[image: image33.png]





Рис. 15.33. Гиперболы и их асимптота в

структуре линейного каркаса

 гиперболического параболоида       

       Графическая модель этого  опреде-лителя однозначно задаёт поверхность коноида, так как обеспечивает возмож-ность решения любой позиционной за-дачи на принадлежность точек и линий к этой поверхности.
       Перезадание проекций определи-теля поверхности коноида проекциями его очерков выполняется графическим моделированием последовательных по-ложений образующей, которая пересе-кает направляющие m и n, оставаясь параллельной плоскости (.
       Горизонтальные проекции этих по-ложений параллельны друг другу и (1, а положения фронтальных проекций определяются фронтальными проекци-ями точек её пересечения с направляю-щими m и n. (рис.15.30).
       Построив фронтальные проекции последовательных положений образу-ющей, следует под лекало провести кривую линию, которая их огибает. Эта линия входит в состав очерка фрон-тальной проекции коноида.

       Вполне очевидно, что конструктив-ные особенности проектируемых по-верхностей коноидов определяются взаимным положением направляющих,  видом криволинейной направляющей и положением обеих в пространстве. В частности, если одной направляющей будет цилиндрическая винтовая линия, прямолинейная направляющая верти-кальна, а образующая параллельна горизонтальной плоскости проекций, то получается поверхность прямого вин-тового коноида (см. рис.15. 25).

Изобразительные свойства орто-гональных проекуций поверхности гиперболического параболоида

(рис.15.31,15.32)
       Определитель поверхности гипер-болического параболоида  представля-ет собой геометрическую конструкцию, состоящую из двух скрещивающихся прямолинейных направляющих m и n  и одной образующей, которая в любом положении параллельна плоскости па-раллелизма ( ( рис. 15.31):

ф = [ l ( m, n ] || (.
       Графическая модель этого опреде-лителя однозначно задаёт поверхность гиперболического  параболоида, так как

обеспечивает возможность решения любой позиционной задачи на принад-лежность точек и линий  к  этой  поверх-   

ности.

       Перезадание проекций определи-теля поверхности гипара проекциями их очерков выполняется графическим мо-делированием последовательных поло-жений образующей. Её горизонтальные проекции параллельны (1, а положения фронтальных проекций определяется фронтальными проекциями точек её пе-ресечения с направляющими m и n.

       Построив фронтальные проекции образующих, следует под лекало про-вести кривую линию, которая их огиба-ет. Эта линия входит в состав очерка фронтальной проекции гиперболическо-го параболоида и является параболой.
       Так как поверхность гиперболиче-ского параболоида является полностью прямолинейчатой, то крайние положе-ния образующей и направляющие могут меняться своими «ролями». Поэтому она может иметь два семейства соот-ветственно пересекающихся образую-щих. Как бы близко не располагались пары образующих этих семейств, пере-секаясь, они образуют косой элемент этой поверхности, не совмещаемый с плоскостью. Поэтому всю поверхность называют косой плоскостью. Среди по-верхностей Каталана это единственная алгебраическая поверхность второго порядка, так как прямые линии пересе-кает её в двух точках, а плоскости – по кривым линиям второго порядка – пара-болам и гиперболам. Отсюда следует, что эти линии также могут образовы-вать линейный каркас этой поверхнос-ти (рис.15. 33, 15. 34)
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Рис.15.34. Линейный каркас поверхности 

гиперболического параболоида  из парабол
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Рис. 15.35. Геометрическая модель

поверхности косого цилиндра о 3-х направляющих
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Рис.15.36. Геометрическая модель по-верхности дважды косого цилиндроида
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Рис.15.37. Геометрическая модель
поверхности дважды косого коноида
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Рис.15.38. Геометрическая модель 

поверхности  однополостного эллиптического гиперболоида
15.1.8..Конструктивные свойства      косых  поверхностей о  трёх направляющих
Общие положения

     Определение 15.9 Системы последовательных положений прямолинейной образующей l, пе-ресекающей в процессе движения три направляющие m,n,k, назы-ваются косыми поверхностями о трёх направляющих.
Ф [ l ( ( m, n, k )].

           Так как три направляющие линии

могут быть различного вида, воз-можны различные виды образу-емых ими поверхностей.

      1. Если все направляющие ли-нии кривые, то образуемая пове-рхность называется косым цили-ндром о 3-х направляющих (рис. 15. 35).При этом очевидно, что ес-ли все три направляющие – плос-кие кривые, то они не должны  быть комланарными, т.е.,  лежать  в од-

ной плоскости.

.    2. Если две направляющие ли-нии – кривые, а третья – прямая, то образуемая поверхность назы-вается дважды косым цилиндро-идом ( рис.15. 36).
      3. Если две направляющие ли-нии - прямые,  а  третья – кривая, то образуемая поверхность  на-зывается дважды косым конои-дом  ( рис.15. 37 ) 
      4. Если все три направляющие линии – скрещивающиеся прямые, не параллельные одной плоскости, то об-разуемая поверхность называется од-нополостным эллиптическим гипербо-лоидом (рис. 15. 38).

       5. Если две направляющие – глад-кие плоские кривые и расположены в параллельных плоскостях, а прямоли-нейная направляющая параллельна этим плоскостям, то образуемая повер--хность называется косым клином. (рис. 15. 39).

       6. Если две направляющие – кон-груэнтные окружности, плоскости кри-визны которых параллельны, а  направ-

ляющая    прямая    перпендикулярна   к

 этим  плоскостям  и проходит  через се-редину отрезка, соединяющего   центры

окружностей, то  образуемая  поверхно-

сть называется косым  переходом  (рис. 15.40).
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Рис.15.39. Геометрическая модель поверхности косого клина
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Рис.15.40. Геометрическая модель поверхности косого перехода
15.1.9. Изобразительные свойства ортогональных проекций косых поверхностей о 3-х направляющих
Общие замечания

       Для того, чтобы геометрически и графически правильно заполнять кар-тинное пространство ортогональными проекциями косых прямолинейчатых поверхностей о трёх направляющих, не-обходимо, учитывая их конструктивные особенности, в целом следовать общим замечаниям  к  п.15. 3. 7.

       Первое из них требует однознач-ного представления о геометрической структуре поверхности, подлежащей изображению. В нашем случае её зада-ют три произвольного вида некомпла-нарные направляющие линии, любая пара которых своими точками опреде-ляет конгруэнцию прямых линий, запол-няющих некоторую часть пространст-ва, из которой третья направляющая, пересекаясь с некоторыми из них, вы-деляет искомую поверхность.

       Отсюда следует, что для графичес-кого моделирования последовательных

положений    образующей l,        которая
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Рис.15. 41. Графическая  модель 

 определителя поверхности косого цилиндра о трёх направляющих
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Рис.15.42. Графическая модель

поверхности косого цилиндра о трёх
направляющих
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Рис.15.43. Графическая модель по--верхности дважды косого цилиндроида

пересекает  три  направляющие,   необ-ходимо достаточное число раз решать позиционные задачи на определение точек встречи третьей направляющей с прямолинейчатыми поверхностями, которые последовательно задаются отдельными точками первой направля-ющей и всеми точками второй.

       В состав графических моделей оп-ределителей этих поверхностей долж-ны входить ортогональные проекции 3-х направляющих и одной образующей.
Изобразительные свойства ортогональных проекций косого цилиндра о трёх направляющих

(рис. 15.41, 15.42)
       Определитель поверхности  косо-го   цилиндра  о  трёх   направляющих  

представляет   собой   геометрическую конструкцию, в состав кото-рой   входят   три     кривые линии  m,  n  и   k    и    одна   прямая l, которая их  пересе-кает  ( рис.15.41).
       Возможны    следующие
сочетания   видов   криволи-

нейных направляющих:
       1. m,  n,  k -  пространст-

венные кривые;
       2. m  и  n  –  пространст-

венные   кривые,    к -  ллос-кая;
       3. m -  пространственная
кривая, n  и  k – плоские;
        4. m, n, k – плоские.
        Совершенно очевидно, что для  об-разования искомой поверхности при третьем и четвертом сочетаниях их видов плоские кривые-направляющие не должны быть компланарными.
       Для того, чтобы графически промо-делировать положение образующей l, пересекающей три направляющие m, n,  k,  необходимо (рис.15.41):
       1. принять линию n за направляю-щую некоторой конической поверхнос-ти (, вершина А которой принадлежит линии m;
       2. изобразить несколько образую-щих этой поверхности;
       3. заключить линию k во фронта-льно-проецирующую цилиндрическую поверхность  (     ( k2  ( ( 2);
       4. построить проекции линии с пе-ресечения поверхностей ( и (:

              с2 ( (2 ( k2 ;    с1  ( (1 ;
       5. определить проекции К1 и К2  точ-ки К пересечения  линии с и линии k:
               К1 ( с1 ( k1 ;   K2 ( k2 ;
       6. изобразить проекции l1 и l2 обра-зующей l, проходящие через одноимен-ные проекции точки А и точки К:
               l1 ( А1 К1 ;    l2 ( A2K2.
       Критерием правильности произве-денных построений является располо-жение проекций В1 и В2 точки В пересе-чения образующей l и направляющей п
на одной вертикальной линии связи.
       Для построения двухкартинного комплексного чертежа поверхности ко-сого цилиндра о трёх направляющих  вышеприведенные графические опера-ции следует  произвести необходимое и достаточное число раз (рис.15.42). 
Изобразительные свойства ортогональных проекций поверхности дважды косого цилиндроида ( рис.15.43).
      Определитель поверхности дваж-ды косого цилиндроида представляет собой геометрическую конструкцию, со-стоящую из двух криволинейных m и n и одной прямолинейной k направляющей и прямолинейной образующей l, кото-рая их пересекает (см. рис.15. 36).
      Если для простоты рассуждений прямолинейную направляющую n рас-положить вертикально, то конгруэнция лучей, определяемых точками линий m и  п,  становится  однопараметрической 

системой конических поверхностей с общим основанием m и коллинейными вершинами на n. При этом соответст-венный образующие этих поверхностей 
образуют плоские пучки с вершинами на m и располагаются в горизонтально-проецирующих плоскостях, проходящих через  n (рис.15.43).  
       В связи с этим горизонтальная про-екция (1  вспомогательной секущей ци-линдрической поверхности (, содержа-щей направляющую k, обладая собира-тельным свойством, содержит в себе все горизонтальные проекции с1 линий с её пересечения с каждой из выделен-ных конических поверхностей.
       Фронтальные проекции этих линий, пересекаясь с  фронтальной  проекцией

направляющей k,  определяют  фронта-
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Рис.15.44. Графическая модель

 поверхности дважды косого коноида
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Рис.15.45. Графическая модель 

поверхности однополостного эллиптического гиперболоида
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Рис.15.46. Графическая модель

поверхности косого клина
льные проекции точек её встречи с  выделенными коническими поверхно-стями. Эти точки в парах с соответ-ствующими вершинами  пересекаемых конических поверхностей определяют соответствующие положения проекций образующей l  искомой  поверхности.
Изобразительные свойства ортогональных проекций поверхности дважды косого коноида

( рис.15.44)

      Определитель поверхности два-жды косого коноида состоит из двух скрещивающихся прямолинейных m и n, одной криволинейной k направляю-щих и прямолинейной образующей l, ко-торая их пересекает. 
       В данном случае точками прямоли-нейных направляющих индуцируется конгруэнция прямых как система их плоских пучков.

       Так как направляющая k криволи-нейна, то она заключается в горизонта-льно-проецирующую цилиндрическую поверхность ( ( k1 ( (1), вырожденная проекция (1 которой, обладая собира-тельным свойством, содержит в себе горизонтальные проекции с1 линий пе-ресечения с ней выделенных пучков прямых данной  конгруэнции. 
       Моделирование отношения принад-лежности линий с к соответствующим лучам этих пучков позволяет по с1  по-строить их фронтальные проекции с2, которые, в свою очередь, пересекают k2
во фронтальных проекциях К2  точек её встречи с плоскостями этих пучков.
       Вершины пучков и соответственные им точки К определяют положения об-разующей l, которая пересекает все на-правляющие искомой поверхности.
       В состав очерков ортогональных проекций дважды косого коноида вхо-дят кривые линии, огибающие соответ-ствующие проекции его образующих.

Изобразительные свойства ортогональных проекций однополостного эллиптического гиперболоида
(рис.15.45)

       Определитель поверхности одно-

полостного  эллиптического  гипербо- лоида состоит из 4-х прямых, три из ко-
торых – скрещивающиеся направляю-щие m, n и k, a четвёртая – образу-ющая l,  которая их пересекает.
       Коль скоро на положение в прост-ранстве трёх направляющих не накла-дывается никаких ограничений, то они могут скрещиваться друг с другом под любыми углами, определяя тем самым различные виды образуемых поверх-ностей.

       Если на m выделить точку А, то она в паре с n  определит некоторую  плос-кость (, которую направляющая k пере-секает в точке К. Точки А и К определя-ют положение образующей l, пересе-кающей  линию n  в точке В.
       Необходимое и достаточное число подобных геометрических операций для различных точек типа А направля-ющей m показывает, что получаемые положения образующей l формируют одно семейство прямых линейного кар-каса искомой поверхности, а три задан-ных направляющих являются элемента-ми второго семейства прямых её линей-ного каркаса.
       После завершения полного цикла построений образуется дважды прямо-линейчатая поверхность эллиптическо-го гиперболоида так как в очерк её фро-нтальной проекции входят гиперболы, огибающие последовательные положе-ния её образующих, а в очерк её гори-зонтальной проекции входит эллипс его горловины и эллипсы выделяемых нор-мальных сечений.

Изобразительные свойства ортогональных  проекций  косого клина (рис.15.109)
       Определитель поверхности косо-го клина состоит из трех направляю-щих линий m, n, k, инцидентных па-раллельным плоскостям, две из кото-рых – гладкие кривые, а третья – пря-мая.
       По своей структуре линейный кар-кас поверхности косого клина полно-стью аналогичен структуре линейного каркаса поверхности дважды косого ци-линдроида (см. рис.15.36). Конструктив-ные различия между ними определяют-ся гладкостью криволинейных направ-ляющих и их расположением в парал-лельных плоскостях.
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Рис.15.47. Графическая модель 

поверхности косого перехода
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Рис.15.48. Геометрическая модель
поверхности косого цилиндроида
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Рис.15.49. Геометрическая модель
поверхности косого коноида
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Рис.15.50. Геометрическая модель

поверхности дважды косой плоскости

Изобразительные свойства ортогональных проекций косого перехода  ( рис.15. 47)

       Определитель поверхности ко-сого перехода  состоит из двух конгру-энтных направляющих: полуокружнос-тей m и n, расположенных в параллель-ных плоскостях и смещённых относи-тельно друг друга, и прямолинейной на-правляющей i, проходящей перпенди-кулярно к ним через середину отрезка, соединяющего их центры.
       Конструктивно прямолинейную на-правляющую i принимают за носитель пучка плоскостей, с которыми пересека-ются направляющие полуокружности m и n в точках типа А и В, определяющих положения образующих l.

       Построение ортогональных проек-ций поверхности косого перехода сле-дует начинать с его фронтальной про-екции, на которой вырожденные следы пучка плоскостей с носителем i, пере-секаясь с m2 и n2, определяют фронта-льные проекции образующих l. Горизон-тальные проекции образующих строят-ся по горизонтальным  проекциям точек типа А и В, принадлежащих направля-ющим линиям m и n.

15.1.10. Конструктивные свойства поверхностей с направляющей плоскостью ( рис.15.48 -15.50)
 Общие положения.

       Определение 15.10. Система по-следовательных положений прямоли-нейной образующей, пересекающей в процессе движения две направляющие линии m, n и сохраняющей постоянный угол (( с некоторой плоскостью (, называется поверхностью с направ-ляющей плоскостью.
Ф = [( m ,n, () ( l ], ( l  ( = ((.
       В зависимости от вида направляю-щих линий различают такие виды обра-зуемых поверхностей:

       1. Если обе направляющие линии – кривые, то образуемая поверхность на-зывается косым цилиндроидом (рис. 15. 48).

       2. Если одна направляющая кри-вая, а вторая – прямая,  то  образуемая 

поверхность  называется  косым  конои-
дом ( рис. 15.49).

       3. Если обе направляющие линии –

прямые, то образуемая поверхность на-зывается   дважды   косой   плоскостью 

( рис. 15.50).

15.1.11. Изобразительные свойства

ортогональных проекций поверхностей с направляющей плоскостью

Общие положения

       Для того, чтобы геометрически и графически правильно заполнять кар-тинное пространство ортогональными проекциями поверхностей с направляю-щей плоскостью, необходимо графичес-ки промоделировать следующие геоме-трические операции:
       1. принять точки одной из направ-ляющих линий за вершины конических поверхностей вращения с заданным значением угла (( наклона их образую-щих к заданной направляющей плоско-сти (;
       2. решить позиционные задачи на определение точек встречи второй на-правляющей с этими коническими по-верхностями;
       3. соединить вершины построенных конических поверхностей с получены--ми точками встречи, получив тем са-мым положения образующих искомой поверхности;
       4. следы построенных образующих на направляющей плоскости соединить гладкой кривой.
       Вполне очевидно, что вид поверх-ности с направляющей плоскостью од-нозначно определяется видами направ-ляющих линий, величиной угла наклона образующих к направляющей плоскости и положением последней в простран-стве.
Изобразительные свойства ортогональных проекций косого цилиндроида 

( рис.15.51)

       Определитель поверхности косо-го цилиндроида состоит из двух неком-планарных криволинейных направля-ющих m и n, направляющей плоскости ( и заданного значения угла (( накло-на её образующих к  этой  плоскости.

       Как правило, направляющую плос-кость ( принимают горизонтальной. По-
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Рис.15.51. Графическая модель
поверхности косого цилиндроида

	
	[image: image52.png]N
NN, -
Ig
<







Рис. 15.52. Графическая модель

поверхности косого коноида
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Рис.15.53. Графическая модель поверхности дважды косой плоскости
строение ортогональных  проекций  поверхности косого цилиндроида следует начинать с выделения на доминирующей по высоте направ-ляющей m ( m1, m2 ) нескольких точек А , В, С, (А1, В1, С1, А2, В2,С2), которые принимаются  за вершины конических поверхностей враще-ния с углом (( наклона её образу-ющих l к направляющей плоскости (.
       Так  как вершины  А,В,С   кони-

ческих поверхностей  удалены  от горизонтальной  направляющей плоскости  на разные расстояния, то прежде следует через их фрон-тальные проекции под углом (( провести  очерковые  образующие этих  поверхностей  и  в их пересечении с ( определить значения диаметров их оснований.
       Построив горизонтальные  про-
  екции  оснований  выделенных ко-
  нических   поверхностей,   следует
  для каждой из  них графически ре-

  шить позиционную задачу на пост-

  роение их точек  встречи  с напра-

  вляющей линией n. Для этого сле-

  дует воспользоваться «совершин- 
  ными»   коническими поверхностя-

  ми, направляющими  линиями для

  которых являются участки линии n
  в  районах их вершин. 

       Проецирование  этих   участков

  из соответствующих вершин  кони-

 ческих поверхностей вращения на плоскости их оснований определяет линии оснований поверхностей, проецирующих эти  участки.  Если, будучи компланарными, эти линии пересекаются, то точки их пересе-чения являются следами образую-щих искомой поверхности на на-правляющей плоскости (.
      Соединив одноименные проек- ции этих точек   с  проекциями  соот-

ветствующих  им   вершин,   получа-

ем  проекции  образующих  искомой

поверхности.  Если   эти   точки  сое-

динить гладкой кривой, то получим  линию   основания искомой  поверх-

ности косого   цилиндроида  на   на- 

правляющей   плоскости   (,      которая 

входит в состав очерка её горизон-тальной проекции.

Изобразительные свойства
ортогональных проекций поверхности косого коноида  (рис.15.52)
       Определитель поверхности ко-сого коноида состоит из двух некомп-ланарных направляющих m и n, одна из которых кривая, а вторая прямая, на-правляющей плоскости ( и заданного значения угла (( наклона её образую-щих l  к этой плоскости.
       Так как структура  определителя по-верхности косого коноида отличается от структуры косого цилиндроида формой одной направляющей, то по своему со-держанию процессы их формообразо-аания ничем не отличается, а различия между получаемыми ортогональными проекциями этих поверхностей по фор-ме определяются различиями формы и взаимного расположения их направляю-щих линий (сравни рис.15. 51 и 15. 52).

Изобразительные свойства ортогональных проекций поверхности дважды косой плоскости ( рис.15.53)
      Определитель поверхности дваж-ды  косой  плоскости  состоит  из  двух 
скрещивающихся прямолинейных на-правляющих m и n и образующей l, ко-торая в процессе перемещения по на-правляющим сохраняет заданный угол (( её наклона к заданной по условию направляющей плоскости (.
        Поверхность дважды косой плоско-сти полностью прямолинейчата, но кри-вая. Поэтому линия её пересечения с направляющей плоскостью будет кри-вой линией по построению, вид которой определяется особенностями взаимно-го расположения в пространстве на-правляющих прямых и величины накло-на образующей к направляющей плос-кости.

15.2. Геометрия ортогональных 

 проекций криволинейчатых кривых поверхностей
15.2.1. Конструктивные  свойства поверхностей вращения
(рис. 15.54 – 15.64)

Общие положения

       Определение 15.11. Система по-следовательных   положений  образую-
щей линии, которая вращается вокруг
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Рис.15.54. Геометрическая модель од-нополостного гиперболоида вращения
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Рис.15.55. Геометрическая модель сферической поверхности
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Рис.15.56 Геометрическая модель закрытого тора
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Рис.15.57. Геометрическая модель открытого тора
прямолинейной неподвижной оси, назы-

вается поверхностью вращения.
Ф = ( l, і )
       Вполне очевидно, что вид образуе-мой поверхности определяется видом вращающейся  образующей. 

       1. Если образующая линия прямая, то образуемая ею поверхность вра-щения является прямолинейчатой. Её вид зависит от положення образующей по отношению к оси вращения:
       1.1. Если прямолинейная образую-щая паралельна оси вращения, то она образует поверхность прямого круго-вого цилиндра (см. рис.15. 18).

       1.2. Если прямолинейная образую-щая, вращаясь вокруг оси, пересекает её, то она образует поверхность пря-мого кругового  конуса (см. рис. 15.15) 

       1.3. Если прямолинейная образую-щая, вращаясь вокруг оси, скрещивает-ся с нею, то она образует поверхность однополостного гиперболоида враще-ния ( рис. 15. 54 ).

       2. Если образующая линия кривая, то образуемая ею поверхность враще-ния является криволинейчатой и её вид определяется видом этой кривой, а также её положением относительно оси вращения.

       Так как точки образующей линии в общем случае удалены от оси враще-ния на разные расстояния, то, враща-ясь, они описывают в пространстве ок-ружности разного радиуса. Эти окруж-ности называются паралелями образуе-мой поверхности вращения. Параллель наибольшего радиуса называется её экватором, а паралель наименьшего радиуса,- горловиной  или горлом. 
       Линии, определяемые точками  пе-ресечения паралелей поверхности вра-щения плоскостями, приходящими че-рез её ось, называются её меридиана-ми. Меридианы, которые лежат в плос-костях уровня, являются главными .Все меридианы поверхности вращения между собою конгруэнтны.

      Утверждение 15.5.  Линейный кар-кас любой поверхности вращения яв-ляется системой её конкурентних паралелей и меридианов.
       Образующие кривые линии могут быть закономерными и незакономерны-

ми, плоскими и пространственными, по разному  расположенными  относитель-

но оси вращения. Этим определяется большое разнообразие видов поверх-ностей вращения, обладающих различ-ными конструктивними особенностями, но образуемые по одним и тем же гео-метрическим законам.

       Наиболее простой и наиболее рас-пространённой кривой линией является окружность.
       2.1. Если окружность вращается во-круг любого из своих диаметров, то она образует сферическую поверхность (рис.15. 55).

       2.2. Если окружность вращается во-круг одной из свои хорд, то она образу-ет поверхность закрытого тора (рис. 15.56).

       2.3. Если окружность вращается во-круг неконкурентной, но компланарной с

нею прямой, то она образует поверхно-

сть открытого тора ( рис. 15. 57).

       2.4. Если окружность вращается во-круг неконкурентной и некомпланарной с нею прямой, то она образует поверх-ность глобоида ( рис.15. 58).
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Рис.15.58.  Геометрическая модель глобоида

        Окружность является частным слу-чаем эллипса, у которого большая ось равна малой. Если эллипс принимать за образующую линию, то с её помощью можно образовать поверхности враще-ния, родственные тем, которые получа-ются вращением окружности (см.п.п. 2.1- 2.4). Однако наиболее распростра-нёнными являются поверхности, полу-чаемые вращением эллипса вокруг его осей.

       2.5. Если эллипс вращается вокруг его большой оси, то он образует  повер-

хность сжатого  эллипсоида  вращения
(рис.15. 59).
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Рис.15.59. Геометрическая модель сжатого эллипсоида вращения
	[image: image60.png]





Рис.15.60. Геометрическая модель поверхности растянутого эллипсоида    
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Рис.15.61. Геометрическая модель поверхности  параболоида  вращения

        2.6. Если эллипс вра-щается вокруг его малой оси, то  он   образует  пове-

рхность растянутого  эл-липсоида   вращения  ( рис. 15. 60).
       Так как директрисы  эл- липса являються его  неот-ъемлемыми    элементами, то, вращаясь вместе с ним,  у  сжатого  эллипсоида  образуются две  параллельные директрисные плоскости (  и (,  а у растянутого – соосная  с  ним   цилиндрическая  директрисная  поверх-ность (.

       2.7. Если  образующая линия  явля-
ется параболой, то, вращаясь вокруг своей оси симметрии, она образует  параболоїд  вращения,  дополняемый  директрисной плоскостью ( (рис. 15.61).

      2.8. Если образующая линия является гиперболой, то вра-щаясь вокруг мнимой оси сим-метрии, она образует поверхность

однополостного гиперболоида вращения, дополненного повер- хностью   двуполостного   асимпто-

тического конуса ( и  конкурентной

с неё соосной поверхностью ди-ректрисного цилиндра (.(рис. 15. 62).

       2.9. Вращаясь вокруг действитель-ной оси симметрии, гипербола обра-зует поверхность двупололостного гиперболоида вращения, дополненного поверхностью асимптотического конуса и двумя конкурентними с ней дирек-трисными плоскостями  ( рис.15. 63).

       2.10. Если    произвольной    формы
плоская  образующая  кривая  в процес-се вращения  вокруг  пересекающей  её оси изменяет  свою  форму  по  опреде-лённому периодическому закону, то она образует сложную поверхность враще-ния ( рис. 15. 64).

15.2.2. Изобразительные свойства ортогональных проекций поверхностей вращения
( рис. 15.65 -15.78, 15.81)

Общие положения

       Так как все поверхности вращения, независимо от формы  их  образующих,

образуются по одному и  тому  же прин-
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Рис.15.62  Геометрическая модель поверхности однополостного гиперболоида вращения
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Рис.15.63. Геометрическая модель поверхности двуполостного гиперболоида вращения.
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Рис.15.64. Геометрическая модель сложной поверхности вращения

ципу, то на  особенности  изобразитель-
ных свойств их ортогональных проек-ций оказывает влияние только лишь по-ложение оси вращения по отношению к плоскостям проекций.

       Как правило, эта ось, для наиболее простого построения, располагается в проецирующем положении, реже, - в по-
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Рис. 15.65. Графическая модель поверхности вращения произвольного

вида
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Рис.15.66. Графическая модель  одно-полостного гиперболоида вращения,  ось которого горизонтальна
ложении линии уровня, и очень редко, - в общем положении.
      1. Если ось вращения занимает го-ризонтально-проецирующее положе-ние, то:
       1.1. очерк её горизонтальной проек-ции определяется двумя окружностями, которые изображают самую большую (экватор) и самую малую (горловину) параллели; 
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Рис. 15.67. Графическая модель 

однополостного гиперболоида вращения,

 ось которого фронтальна

      1.2. очерк её фронтальной проекции
определяется фронтальной проекцией её главного меридиана. Если поверх-ность прямолинейчатая, то очерком её фронтальной проекции является кри-вая, огибающая  последовательные  по-
ложения фронтальных  проекций  обра-

зующей (рис.15.65).

       2. Если    ось   вращения   занимает

фронтально-проецирующее положение,

то очерк её фронтальной проекции по-добен очерку горизонтальной  проекции  поверхности с вертикальной   осью  (см. п.1.1),  и  наоборот, структура очерка ее  горизонтальной проекции подобна оче-рку фронтальной проекции такой пове-рхности (см. п.1.2).
      3. Если ось вращения занимает в пространстве положение линии  уровня,
то необходимо (рис.15.66, 15.67):
       3.1. одним преобразованием пере-вести её в проецирующее положение, построить вспомогательную проекцию в виде окружностей экватора, горловины и промежуточных параллелей,
       3.2. по  вспомогательной   проекции 
построить первую искомую проекцию поверхности на ту плоскость, по отно-шению к которой её ось параллельна (см. п.1.2);
       3.3. по первой искомой проекции построить её вторую искомую проек-цию, промоделировав все инциденции изображаемой поверхности.
       4. Если ось вращения занимает в пространстве общее положение, то необходимо (рис.15:68):

       4.1. на ортогональных проекциях оси общего положения выделить необ-ходимое число точек-центров окружно-стей-параллелей поверхности разного радиуса,

       4.2. через проекции выделенных точек провести проекции плоскостей, перпендикулярные к оси и задаваемых их линиями уровня;
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Рис.15.68. Графическая модель поверхности вращения, ось которой занимает в пространстве

общее положение

       4.3. по графическому алгоритму ри-сунка 12.43 построить  проекции  окруж-

ностей разного радиуса в виде соот-ветственно  подобных эллипсов;

        4.4. Под лекало провести плавные очерковые линии, огибающие проекции
параллелей и симметричные  относите-льно соответствующих проекций оси вращения.
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Рис.15.69. Графическая модель одно-польстного гиперболоида, образованно-го вращением прямой линии
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Рис. 15.70. Графическая модель одно-полостного гиперболоида, образованно-го вращением гиперболы вокруг её мнимой оси
Изобразительные свойства орто-гональных проекций однополостно-го гиперболоида вращения

( рис.15. 69, 15. 70)

        Определитель поверхности одно-

полостного гиперболоида вращения имеет два варианта конструкции. Пер-вый вариант предусматривает образо-вание этой поверхности вращением прямолинейной образующей l ( см. рис 15.69 ), а второй,- вращением гипербо-лы а вокруг её мнимой оси i (см. рис.15. 70).
      Для построения ортогональных про-екций гиперболоида вращением прямой линии достаточно обратиться к способу вращения вокруг одной проецирующей оси для решения метрических задач на прямую линию ( см. п.12. 2.1, рис.11.8 ).
       1-й вариант. Горизонтальные про-екции а1 ( b1 траекторий вращения то-чек А и В, которые для простоты сов-падают, следует разделить минимум на 12 равных частей и, зафиксировав по-следовательные положения проекций А1 и В1 точек А и В, соединить их между собой. В итоге получится 12-конечная звезда как результат соединения 4-х равносторонних треугольников. Её вер-шины располагаются на проекциях траекторий вращения концов отрезка АВ, а стороны касательны к окружности с1 горловины с радиуса, равного мини-мальному расстоянию от образующей до оси вращения.

      Проекция с1  горловины с и траекто-рии а1 ( b1  определяют очерк горизон-тальной проекции изображаемой пове-рхности, имеющей 6 осей симметрии.
       Фронтальная проекция линейного каркаса поверхности Ф строится по его горизонтальной проекции путём соеди-нения фронтальных проекций последо-вательных положений точек А и В. В итоге получается линейчатая графичес-кая структура, состоящая из двух се-мейств прямых, которые огибаются дву-
мя ветвями  m2 очерковой гиперболы m.
       Отсюда   следует,  что  поверхность 

однополостного   гиперболоида  враще- 
ния  имеет два   семейства образующих

скрещивающихся с осью под одинако-
.

выми углами, но разнонаправленные

      Пары смежных скрещивающихся об-разующих этих семейств соответствен-но пересекаются, образуя косой эле-мент поверхности типа гипара, который большой или малой диагональю можно разбить на два треугольника, переведя тем самым кривую неразвёртываемую поверхность в складчатую и развёрты-ваемую.

      2-й вариант: Горизонтальная прое-кция поверхности Ф определяется не-обходимым и достаточным числом ок-ружностей, изображающих параллели её поверхности, получаемые вращени-ем выделенных точек образующей ги-перболы а. 
       Очерк  её горизонтальной проекции определяется окружностью е1 горлови-ны е и, в данном случае, окружностью f как горизонтальной проекцией траекто-рии вращения диаметрально противо-положных фокусов F1 и F2 гиперболы а.
       Горизонтальная проекция (1 дирек-тисного цилиндра ( не входит в состав очерка проекции собственно поверхно-сти Ф, а горизонтальная проекция (1  очерковой линии асимптотического ко-нуса ( в данном случае совпадает с её  очерковой параллелью.
       В состав фронтальной проекции ги-перболоида Ф входит также окружность v2   «вершинной» сферы V, экватором которой является горловина е как гео-метрическое место последовательных положений вершин А и В вращающихся ветвей гиперболы а.
       Следует отметить, что директрис-ный цилиндр ( пересекает вершинную сферу V по их параллелям h, которые в паре с фокусной окружностью f опреде-ляют две конические поверхности (, в свою очередь пересекающие поверхно-сть Ф по ещё двум конгруэнтным па-раллелям.
       Представление о конструктивной природе гиперболоида вращения как о системе  нескольких   взаимосвязанных 

объёмов может способствовать приня-тию нетривиальных проектных реше-ний.
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Рис. 15.71. Графическая модель двух-полостного гиперболоида вращения
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Рис. 15.72. Графическая модель сферической поверхности
Изобразительные свойства

 ортогональных проекций 

двуполостного гиперболоида вращения  ( рис.15.71)
       Так как линии ветвей  образующей гиперболы симметричны относительно ей действительной оси АВ, занимаю-щей в пространстве профильно-проеци-рующее положение, то очерки и струк-тура горизонтальной и фронтальной проекций образуемой её вращением по-верхности между собою конгруэнтны.  

       Помимо проекций  собственно  двух  полостей Ф1 и Ф2 поверхности Ф в сос-тав её конгруэнтных ортогональных проекций входят соответствующие про-екции (1 и (2 вершинной сферы (, двух пересекающих её по параллелям р ди-ректрисных плоскостей ( и (, двух полостей поверхности асимптотическо-го конуса (, а также двух ортогонально-сопряженных с ( «фокусных» кониче-ских поверхностей, вершинами кото-рых служат фокусы F1 и F2, а направ-ляющими – линии р пересечения вер-шинной сферы ( с директрисными пло-скостями  (  и (.
Изобразительные свойства ортогональных проекций сферической поверхности
(рис.15.72)

      Определителем сферической пове-верхности является исходная окруж-ность m и любой из её диаметров в качестве оси вращения.

       Если эта ось вертикальна, то она пересекает поверхность Ф в двух точ-ках N и S, называемых соответственно её северным и южным полюсами. Плос-кие линии m, соединяющие полюса сферы Ф, называются  её меридиана-ми.
       Меридиан m, параллельный П2, на-зывается главным. Его проекция m2  яв-ляется очерком фронтальной проекции Ф2 поверхности Ф.
       Различные точки меридиана, вра-щаясь вокруг оси i, образуют горизон-тальные параллели сферической пове-рхности Ф. Самая большая из них назы-вается её экватором.  
       Горизонтальная проекция е1 эквато-
ра е является очерком горизонтальной проекции Ф1  поверхности Ф.
      Так как главный меридиан m и эква-тор е являются соответственно фрон-тальной и горизонтальной линиями уро-вня, то их проекциями m2 и е1 являются конгруэнтные окружности, а проекции  всех плоских линии типа а, b,.. на сфе-ре, параллельных линиям m и е, также выглядят окружностями а1 и b2 своих радиусов.
       К слову сказать, все плоские линии на сферической поверхности являются окружностями, но только те выглядят в натуральную величину, которые явля-ются линиями уровня. В противном слу-чае их проекциями будут эллипсы. Поэ-тому для задания точки А на сфере не-обходимо считать её принадлежащей той ( а ) или иной ( b ) её линии уровня.
       Сферическую поверхность можно образовать вращением любой принад-лежащей ей линии ( см. рис.12. 52).

Изобразительные  свойства ортогонльных проекций закрытого тора  ( рис.15.73)

        Определителем поверхности за-крытого тора является исходная окру-жность l и её произвольная  хорда,  при- нимаемая за ось вращения i. Так как, в отличии от диаметра, хорда разбивает окружности на  две  неодинаковые дуги,
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Рис.15. 73. Графическая модель поверхности закрытого тора

то каждая из них, вращаясь, образует свою поверхность. Большая дуга обра-зует   внешнюю  оболочку  Ф  закрытого
тора, а  меньшая  дуга,- её  внутреннюю
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Рис. 15.74. Графическая модель поверхности открытого тора.
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Рис. 15.75 Графическая модель поверхности глобоида

веретенообразную оболочку (.
       Очерком горизонтальной проекции закрытого тора является окружность е1 его экватора е. Внутри очерка е1 есть еще две окружности, - проекция о1 тра-ектории о вращения центра О образу-ющей окружности l  и окружность с1  как проекция экватора внутренней оболоч-ки (. 
       Очерком фронтальной проекции Ф2 закрытого тора Ф является фигура, со-стоящая из двух симметричных относи-тельно i2 полуокружностей l2, сопряжен-ных горизонтальными прямыми. Внутри этого очерка содержатся продолжения очерковых полуокружностей, которые пересекаются в точках, определяющих их радикальную ось, принятую за ось вращения как внешней, так и внутрен-ней оболочки закрытого тора.
       Если образующая l не занимает по- положение линии уровня, то на фронта-льную плоскость проекций она проеци-руется в виде эллипса l2.
Изобразительные  свойства ортогональных проекций открытого тора
(рис.15.74)
       Определителем поверхности открытого тора является  исходная окружность l и компланарная, но неконкурентная с ней ось вращения i. 
       Очерк Ф1 горизонтальной проекции поверхности Ф открытого тора опреде-ляется окружностями е1 экватора е и горловины n1. Между этими линиями расположена окружность о1 как проек-ция траектории о вращения центра О исходной окружности l.
      Очерком Ф2 фронтальной проекции поверхности открытого тора Ф является фигура, состоящая из двух симметри-чных полуокружностей, сопряженных между собой двумя горизонтальными прямыми. Внутри этого очерка продол-жения очерковых образующих не пере-секаются. Кратчайшее расстояние меж-ду ними равно диаметру горловины по-верхности.
      Если плоскость образующей окруж-ности не параллельна П2, то её фронта-льная проекция является эллипсом. Ин-циденции поверхности  тора  определя-

ются точками пересечения её  паралле-

лей и меридианов.
Изобразительные свойства ортогональных проекций глобоида

( рис. 15. 75 ) 
     Определитель поверхности глобо-
ида состоит из дуги окружности l и не-комплaнарной с нею осью вращения i.
       Если ось i является горизонтально-проецирующей прямой, то очерк гори-зонтальной проекции глобоида cостоит из параллели а, - траектории вращения точки А как наиболее удалённой от оси i
и горловиной b,- траекторией вращения точки В как наименее удалённой точки образующей l  от оси i.
       Часть картинного пространства го-ризонтальных проекций между очерко-выми параллелями а1 и b1 заполняется концентрическими окружностями про-межуточных параллелей и конгруэнт-ными проекциями l1  образующей l в её 12-ти последовательных положениях, касательных к линии горловины b1.

       Очерком фронтальной проекции Ф2 глобоида Ф являются линии m2, огиба-ющие фронтальные проекции последо-вательных положений образующей l, а также фронтальные проекции а2 и b2 очерковых параллелей плана глобоида.

       Часть картинного пространства фронтальных проекций, ограниченного очерковыми линиями, заполняется пря-молинейными проекциями горизонталь-ных параллелей поверхности и фронта-льными проекциями последовательных положений образующей l.
Изобразительные свойства ортогональных проекций сжатого эллипсоида
( рис.15. 76)
       Определителем поверхности сжа-того эллипсоида является линия а соб-ственно эллипса как образующая и его большая ось АВ как ось вращения i.
       Так как большая ось эллипса яв-ляется осью его симметрии и занимает в пространстве профильно-проецирую-щее положение, то, вращаясь вокруг такой оси, эллипс в положениях плоско-стей уровня определяет очерки гори-зонтальной и фронтальной проекций как фигуры, конгруэнтные фигуре элли-пса, а поэтому конгруэнтные между со-бой.

       Так как основания К и L директрис эллипса являются полюсами  его  фока-
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Рис.15.76. Графическая модель поверхности сжатого эллипсоида
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Рис. 15.77. Графическая модель растянутого эллипсоида вращения
льных хорд  как  их  поляр,  то:
     1. Окружность, диаметр которой ра-вен его большой полуоси, вращаясь, образует сферу (;
      2. Концы фокальных хорд этой ок-ружности, вращаясь, образуют на сфе-ре ( фокальные окружности как линии касания к ней конических поверхностей ( с вершинами в основаниях К и L исходных директрис d1 и d2;
       3. Две конические поверхности ( с общей осью вращения, коснувшись сферы ( по фокальным окружностям, при продолжении пересекаются по бо-льшой профильной окружности b, лежа-щей в плоскости симметрии, проходя-щей через все положения вращающей-ся малой оси эллипса;
      4. Директрисы d1 и d2, вращаясь, образуют две параллельные директрис-ные плоскости ( и ( .
       Если в качестве образующей линии принять золотой эллипс, то полученная в результате его вращения простран-ственная композиция будет золотой.
Изобразительные свойства ортогональных проекций растянутого эллипсоида

( рис. 15. 77)
       Определителем поверхности рас-тянутого эллипсоида  является линия а собственно эллипса и его малая ось CD  как ось вращения i.
      Если ось вращения занимает гори-зонтально-проецирующее положение, то очерком горизонтальной проекции Ф1 собственно поверхности Ф растянутого эллипсоида является окружность е1 ди-аметра, равного длине большой оси АВ эллипса а, т.е., проекция его экватора е. В структуру горизонтальной проекции растянутого эллипсоида вращения вхо-дит концентрическая с линией е1 окруж-ность (1 как горизонтальная проекция директрисного цилиндра (.
       Часть картинного пространства го-ризонтальных проекций, ограниченная очерковой линией е1, заполнена 12-ю радиально расположенными проекция-ми последовательных положений обра-зующего эллипса а, фокусы F1 и F2 ко-торых, вращаясь, образовали внутри е1 фокусную окружность f1 .
       В плоскости экватора е  эллипсоида

на поверхности директисного  цилиндра

(  расположена окружность k как траек-
тория вращения оснований директрис К и  L.
       Очерком фронтальной проекции Ф2 собственно растянутого эллипсоида вращения Ф является фронтальная проекция а2 эллипса а в его натураль-ную величину. 
       Часть картинного пространства фронтальных проекций, ограниченная очерком а2, заполнена фронтальными проекциями последовательных положе-ний вращающегося эллипса как фигур, родственных очерковой линии при оси родства, совпадающей с осью враще-ния.
       Так как основания директрис К2 и L2 являются полюсами фокальных хорд окружности с, описанной вокруг обра-зующего эллипса а, то:
       1. Окружность с, вращаясь, образу-ет сферу (, описанную вокруг эллипсо-ида Ф;
       2. Концы фокальных хорд окружно-сти с, вращаясь, описывают свои окруж-ности, плоскости кривизны которых ка-саются эллипсоида Ф в концах C и D его малой оси; 
       3. Траектория k вращения основа-ний директрис и окружности, образо-ванные вращением концов фокальных хорд, задают две конические поверхно-сти ( с общей осью вращения и общим основанием, - окружностью k.

Изобразительные свойства ортогональных проекций параболоида вращения

(рис. 15.78)
     Определителем поверхности па-раболоида вращения  является линия а параболы и её действительная ось как ось вращения i.

      Если ось вращения занимает гори-зонтально-проецирующее положение, то очерком   горизонтальной   проекции Ф1 собственно поверхности Ф парабо-лоида является окружность с1 как гори-зонтальная проекция траектории вра-щения точки С, принятой за конечную точку пароболы. Часть картинного про-странства горизонтальных проекций, ог-раниченная    очерком  с1,   заполняется
проекциями элементов линейного кар-каса поверхности, состоящими из ради- ально  расположенных проекций конгру

  -

	[image: image78.png]3
s

\\ | //

—2\
\
\

Zoa

=
A

§
i







Рис.15.78. Графическая модель параболоида вращения.
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Рис.15.79. Геометрическая модель косого  винтового коноида
энтных парабол и  концентрических ок-
ружностей, изображающих её паралле-ли.
       Очерком фронтальной проекции Ф2 параболоида вращения является фрон-тальная проекция а2 образующей пара-болы а в её натуральную величину, ограниченная сверху горизонтальной прямолинейной проекцией с2 траекто-рии вращения точки С.

       Часть картинного пространства фронтальных проекций, ограниченная очерковыми линиями а2  и с2, заполняет-ся проекциями элементов линейного каркаса поверхности, - её параллеле-лей и меридианов.
       Так как директриса параболы явля-ется её неотъемлемым элементом, то она, вращаясь, образует горизонталь-ную директрисную плоскость (, подле-жащую изображению ( см. (2, (1 ).
15.2.3. Конструктивные свойства косого винтового коноида  и изобразительные  свойства  его ортогональных  проекций
( рис.15. 79, 15. 80).

       Определение 15.10. Кривая повер-хность Ф, образованная движением прямолинейной образующей l, пересе-кающей винтовую направляющую m и прямолинейную направляющую I под постоянным углом ((, называется косым винтовым коноидом.
       Для соблюдения постоянства угла (( необходимо, чтобы образующая l была бы параллельна соответствую-щим образующим некоторой конической поверхности (  с таким же углом между её образующими и осью i.
       Поверхность ( называется направ-ляющей, а поверхность Ф, образуемая с её помощью, относится в классу по-верхностей с направляющей поверхнос-тью. 
       В определитель поверхности ко-сого винтового коноида Ф входят две направляющие линии – винтовая m и ось і,  образующая l и коническая по-верхность ( с заданным углом (( на-клона её образующих к оси і. 
Ф = [ m, i, l || ( l1 ( () ] ,( i l  = ((- const.
       Очерком  горизонтальной  проекции 
Ф1 поверхности Ф  является  окружность
m1 горизонтальной проекции  цилиндри-
ческой винтовой линии m. 
      Часть картины, ограниченная очер-ковой линией, заполняется равномерно расположенными 12-ю радиальными отрезками как горизонтальными проек-циями последовательных положений образующей l, а также некоторой окруж-ностью b1, изображающей основание направляющей конической поверхности ( с заданным углом (( наклона её образующей к оси i.
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Рис.15.80. Графическая модель косого винтового коноида

      Очерк фронтальной проекции Ф2 по-верхности Ф складывается из несколь-ких линий: фронтальной проекции m2 направляющей винтовой линии m в ви-де одной волны синусоиды, двух фрон-тальных проекций l2 образующей  l соот- ветственно в начальном и конечном положениях и очерковой линии е2, оги-бающей проекции образующих в неко-торых положениях. 
       Фигура очерка фронтальной проек-ции поверхности Ф заполняется проек-циями образующей в её последовате-льных положениях, параллельных со-ответствующим образующим направля-ющей поверхности (..
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Рис.15.81. Графическая модель сложной поверхности вращения
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Рис.15.82. Определитель поверхности

трёхосного эллипсоида
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Рис.15.83. Геометрическая модель
трёхосного эллипсоида

Изобразительные  свойства ортогональных проекций сложной поверхности вращения

(рис. 15.81)
       В соответствии с законом образова-ния сложной поверхности вращения (см. рис.15. 64, п.15.2.2.) образующая l выбранной по замыслу архитектора формы в точке А пересекает ось вра-щения і, а её точка В при этом совер-шает вращательно-колебательное дви-жение, перемещаясь по замкнутой си-нусоидальной направляющей m, при-надлежащей некоторой сферической поверхности (. При этом плоская об-разующая l в процессе движения из-меняет свою форму в пределах между положениями на гребнях волн синусо-иды и в её впадинах.
      Таким образом, определитель сложной поверхности вращения скла-дывается  из образующей переменного вида, оси вращения и пространствен-ной направляющей:
Ф = l ( ( i, m ).

       Построение ортогональных проек-ций этой поверхности следует начинать с её горизонтальной проекции, очерком которой будет замкнутая волнистая 12-периодная направляющая линия m. Проекциями образующей являются ра-диальные прямые, соединяющие про-екцию i1 оси вращения i с проекциями точки В в её положениях на гребнях и во впадинах линии m.
       Очерк фронтальной проекции пове-рхности Ф складывается из фронталь-ных проекций l12 и l22 фронтально распо-ложенlной образующей l и фронтальной проекции m2 направляющей m, а также фрагментов фронтальных проекций об-разующей l, выходящих из впадин на-правляющей m.
       Проекции гребневых образующих внутри очерка фронтальной проекции поверхности строятся как линии, родст-венные очерковым. 

15.2.4. Конструктивные свойства некоторых закономерных криволинейчатых поверхностей и изобразительные свойства их 
ортогональных проекций

Общие  положения

       Определение 15.11.  Система   по-следовательных положений  закономе-
рной кривой образующей, которая пе-ремещается  по закономерной кривой направляющей, оставаясь неизменной или закономерно изменяющей свои па-раметры, называется закономерной криволинейчатой поверхностью.
Ф ( l, m )
       Здесь под закономерными кривыми линиями понимаются алгебраические кривые преимущественно 2-го порядка. Это окружности, эллипсы, параболы и гиперболы с их директрисами и асимп-тотами и фокусами.

       Возможны различные комбинации из пар этих линий с различными усло-виями их взаимного расположения в ст-руктуре линейных каркасов образуемых  поверхностей. Как правило, они распо-лагаются во взаимно-перпендикуляр-ных плоскостях уровня.

       1. Если элементами линейного кар-каса являются эллипсы различных па-раметров, то они образуют закономер-ную поверхность трёхосного эллипсо-ида ( рис.15. 82, 15. 83 ).

       В частности, если эллипсы линей-ного каркаса золотые (см. рис.13.37), то они образуют поверхность золотого трёхосного  эллипсоида (рис.15. 84). 

      2. Если два типа линий линейного каркаса являются параболами, а третий – эллипсами, то они образуют поверх-ность эллиптического параболоида (рис.15. 89).

       3. Если два типа линий линейного каркаса являются гиперболами, а тре-тий – эллипсами, то возможны два ва-рианта закономерной поверхности:

       1-й вариант – однополостный    эл-
липтический гиперболоид (рис.15.90);
       2-й вариант – двуполостный элли-птический гиперболоид  (рис.15.91).

       Если эти два варианта содержат зо-лотые эллипсы и гиперболы, то обра-зуемые ими одно и двухполостные по-верхностей эллиптических  гиперболои-

дов будут  золотыми.
Конструктивные свойства трёхосного эллипсоида 

 ( рис.15.82, 15.83 )
       Определение 15.12. Система по-следовательных положений эллипти-ческой образующей линии а, закон из-менения длин осей  которой  определя-
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Рис.15.84. Геометрическая модель золотого трёхосного эллипсоида
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Рис.15.85. Графическая модель золотого трёхосного эллипсоида
ется значениями длин соответст-вующих хорд двух конкурентных и  вза-имно-перпендикулярных направляющих эллипсов b и c  с общим центром О на-зывается трёхосным эллипсоидом.
       Как правило, общий центр О напра-вляющих эллипсов b и с принимают за начало осей х, y и z декартовых коорди-нат, с которыми совпадают их соответ-ственные оси. Плоскость кривизны об-разующего эллипса а перемещается перпендикулярно к линии  пересечения направляющих эллипсов и, пересекая их, определяет свои большую и малую оси. Роль образующего эллипса может играть любой из направляющих эллип-сов 

       Совершенно очевидно соотно-шения длин осей направляющих элли-
псов могут быть как произвольными, так и наперед заданными.  В частности,  ес-

ли  направляющий  эллипс  в  осях  хОу 
является золотым, то  и  вся  поверхно-

сть становится золотой (см. рис.15.84).
      Определение 15.13. Трёхосный эллипсоид Ф, горизонтальные  и   про-
фильные сечения которого являются золотыми эллипсами, а фронтальные вписываются в золотые прямоуголь-ники, называется золотым.[ 62 ].
       Центр О такого эллипсоида являет-ся началом трёх взаимно-перпендику-лярных осей х, у и z, которые попарно определяют соответственно горизонта-льную (хОу), фронтальную (хОz) и про-фильную (yOz) плоскости его симмет-рии.
Конструктивные  свойства золотого трёхосного  эллипсоида

       1. В плоскости хОу лежит золотой эллипс а экваториального сечения эл-липсоида с отношением полуосей 1 : 0,786 как обязательное условие его дальнейшего конструирования;

       2. В плоскости zOy лежит золотой меридиональный эллипс с, большой полуосью которого является малая  полуось  ОD экватора а, а значение  малой  полуоси ОМ по  построению ока-зывается  равным  0,618   от    значения
большой полуоси ОА.
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Рис.15.86. Образование омбилических точек P, Q, R, S золотого трёхосного эллипсоида
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Рис.15.87. Линейный каркас трёхосного эллипсоида из окружностей.
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Рис.15.88. Графическая композиция 

совмещённых очерков ортогональных проекций золотого трёхосного эллипсоида
       3. В плоскости хОz лежит меридиональ-ный эллипс b, большая полуось которого равна 1,000, а малая, - 0,618, т.е., вписыва-ется в золотой прямоугольник и является производным от эллипса а;

       4. Линии сечения золотого эллипсоида плоскостями, параллельными плоскостям его симметрии, подобны линиям эллипсов, лежащих в этих плоскостях;

       5. Точки  P, Q, R, S на меридиане b, удалённые от центра О на расстояние, рав-ное длине малой полуоси ОD экватора а яв-
ляются омбилическими или точками окру-гления, так как они, попарно симметричные  относительно оси у, определяют вместе с нею плоскости ( и (, пересекающие дан-ный эллипсоид по окружностям максима-льного радиуса. Ведь окружности являются эллипсами с равными осями и поэтому все сечения данного эллипсоида плоскостями, параллельными плоскостям ( и (, будут ок-ружностями, из которых также может быть образован линейный каркас трёхосного эл-липсоида ( рис.15. 86, 15. 87 );
       6. Будучи попарно симметричными от-носительно плоскости хОу, точки Р и S, Q  и R определяют две вертикальные фокаль-ные хорды эллипсоида, так как пересекают плоскость его экватора в его фокусах F1  и F2;
       7. Прямые PQ и SR пересекают ось z в точках, удалённых от начала О на расстоя-ния, равные полуфокальным расстояниям ОF3 и OF4  эллипса с  профильного мериди-ана;

       8. Плоскости ( и ( круговых сечений эллипсоида пересекаются между собой под углом 76(20(, значение которого равно значению угла  между противо-положными гра-нями пирамиды фараона Хеопса при его вершине:

      Определение

   15.14. Прямоли-нейчатые повер-хности, образо-ванные директ-рисами эллип-тических сече-ний трёхосного эллипсоида, со-ответственно параллельных плоскостям его симметрии, на-зываются директрисными и являются ци-линдрическими.
       Так как у трёхосного эллипсоида три ос-

новных семейства параллельных  сечений,
 (одно горизонтальное и два вертикальных), то у каждого из них существует своя дирек-трисная поверхность;

       9. Семейство  горизонтальных  сечений

 ( а ) имеет фронтально-проецирующую ди-ректрисную поверхность ( с направляю-щим эллипсом l, большая полуось которого относится к малой полуоси как 1,618 : 0,618;
      10. Семейство фронтальных сечений (b) имеет горизонтально-проецирующую дирек-трисную  поверхность  (  с  направляющим 
эллипсом t;

       11.Семейство профильных сечений ( с ) имеет горизонтально-проецирующую дирек-трисную  поверхность ( с направляющим эллипсом n;
       12. Поверхности (, ( и (, будучи соот-ветственно проецирующими, между собою пересекаются, образуя некоторый аналог габаритного параллелепипеда, цилиндри-ческие грани которого касательны эллипсо-ида Ф в его вершинах А, В, С, D, M и N. ( см. рис. 15. 84 );
       13. Так как направляющие линии l, t и n
цилиндрических директрисных поверхнос-тей (,( и ( являются эллипсами, то у них есть свои директрисы, которые определяют 
в пространстве соответствующие этим по-верхностям некоторые директрисные плос-кости, являющиеся гранями некоторого вто-рого директрисного параллелепипеда. Его не трудно представить, поэтому на рис. 15.84 он условно не показан.
Основные изобразительные свойства

ортогональных проекций золотого трехосного эллипсоида

       1. Очерком горизонтальной проекции эллипсоида является золотой эллипс с от-ношением полуосей как 1,000  : 0,786;
       2. Горизонтальные проекции горизонта-льных сечений эллипсоида подобны фигуре очерка его горизонтальной проекции;

       3. Очерком профильной проекции элли-псоида является золотой эллипс с отноше-нием его полуосей как 0,786 : 0,618;

       4. Профильные проекции профильных сечений эллипсоида подобны фигуре очер-ка его профильной проекции;
       5. Очерком фронтальной проекции яв-ляется эллипс, вписанный в золотой прямо-

угольник с пропорциями сторон как 1,000 : 0,618;

       6. Фронтальные проекции фронтальных сечений эллипсоида подобны фигуре очер-ка его фронтальной проекции;

       7. Все три очерка ортогональных про-екций золотого эллипсоида, будучи совме-щёнными, образуют гармоничную графич-ескую композицию с закономерным распо-ложением всех конструктивных элементов, пропорции  взаимного  расположения  кото-
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Рис.15.89. Геометрическая модель

поверхности эллиптического параболоида
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Рис.15.90. Графическая модель
поверхности эллиптического

параболоида
рых выдержаны в метрике золотого сече-ния ( рис.15. 85 );

       8. Очерки директрисных поверхностей ( и (  имеют одинаковые большие оси;

       9. Все ортогональные проекции золото-го трёхосного эллипсоида имеют по две оси симметрии;

      10. На всех проекциях золотого трёхос-ного эллипсоида существуют профили пи-рамиды фараона Хеопса как индикаторы их золотого содержания и др.
Конструктивные свойства поверхности эллиптического параболоида

       Если параллели параболоида враще-ния аффинно преобразовать в эллипсы, то они вместе с параболами преобразованных меридиональных сечений образуют линей-ный  каркас   эллиптического   параболоида 

( рис. 15.89 ).
        Так как окружности паралллей па-раболоида вращения могут быть преобра-зованы в эллипсы с любым, в том числе и золотым отношением их осей, то  возможно получить широкий диа-позон эллиптических параболои-дов, среди которых  единственный  будет «полузолотым», так как па-раболы меридиональных сечений его линейного каркаса  в  принципе не могут быть золотыми.
      Так как любая парабола имеет свою директрису и свой фокус, ко-торые равноудалены от её вер-шины, то аффинное преобразование пара-болоида вращения в эллиптический пара-болоид вызывает преоб-разование её директрис-ной круговой плоскости ( в некоторую коноидаль-ную поверхность ((, обра-зующие директрисы кото-                                                       рой перпендикулярны к оси параболоида  и  соот-
ветственно компланарны                                  со своими параболами.
Фокусы  меридиональных
парабол    равполагаются на оси  переболоида и оп-
ределяют   собой  некото-                                      рый фокальный отрезок f, в который  преобразуется фокус  F парабо- лоида     вращения.  Отсюда  следует,   что внутренняя   поверхность    эллиптического параболоида        будет    концентрировать
отраженные от неё параллельные  солнеч-ные лучи не в одной точке, а  в  соответст-венных точках  фокального   отрезка f, что  удобно  в конструктивном отношении.
       Если же этот отрезок принять за линей-ный источник света, то многообразием ис-пускаемых им лучей будет их специальный комплекс как однопараметрическое множес-тво двухпараметрических связок, центрами которых будут фокусы соответствующих па-рабол. Это означает, что из этих связок ме-ридиональные параболы выделяют компла-нарные с ними пучки лучей, которые отра-жаются ими в параллельные лучи. Осталь-ные лучи этих связок, отражаясь от внут-ренней поверхности параболоида, образу-ют такое их пространственное многообра-зие, которое заполняет значительно боль-шую часть пространства нежели связка от-раженных параллельных лучей, испускае-мых точечным источником света в фокусе параболоида вращения.
       Так как эллиптические параллели такой поверхности имеют по две директрисы, то в своей совокупности они образуют свою ди-ректрисную поверхность ( как некоторый параболический цилиндр с фронтально-проецирующими образующими. Этот цили-ндр имеет свою фокальную прямую и свою директрису d, которые являются неотъем-лемыми элементами структуры эллиптичес-кого параболоида.
Изобразительные свойства ортогональных проекций эллиптического параболоида

       Начинать построения следует с гори-зонтальной проекции верхней параллели поверхности в виде золотого эллипса а1 (см. рис.12.37 ). Приняв фронтальную проекцию а2  этой параллели за основание параболы очерка фронтальной проекции Ф2, задаём высоту параболы по пропорции отношений большой и малой полуосей золотого элли-пса а, т.е., как 1,000: 0,786 =1,272.

Для  построения фокуса  F  и  директрисы d очерковой параболы b2 необходимо провес-
ти диагональ двойного  прямоугольника   А2
12 22 D2 до пересечения и с касательной t в точке Е2.( рис.15.90)  Перпендикуляр к диа-гонали А2 22 пересечет ось і  параболы  в её
фокусе F,  а сторону А2 12 двойного прямо-угольника в точке L2, через которую прохо-дит горизонтально искомая директриса d2.

       Дальнейшие построения производятся в следующем порядке:

       1. По точке А, вершине О, фокусу F и директрисе d построить параболу b2 очерка фронтальной проекции поверхности;
       2. По высоте параболы от верхнего  ос-

нования до вершины провести горизонталь- 

но несколько фронтальных и профильных проекций эллиптических параллелей по-верхности;

       3. По большой полуоси А1 О1  построить золотой эллипс а1 верхнего основания по-верхности;
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Рис.15.91. Построение фокуса F и директрисы d параболы по заданной точке А  и вершине О
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Рис.15.92. Геометрическая модель однополостного эллиптического гиперболоида
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	Рис.15.93.   Графическая  модель поверхности золотого еллиптического гиперболоида


4. По горизонтальным проекциям  боль-
ших полуосей нижележащих параллелей построить их горизонтальные проекции, подобные параллели а1;

       5. Для каждого эллипса построить две его директисы, длины которых равны дли-нам их малых осей;
       6. По горизонтальным проекциям дирек-трис построить их вырожденные фронталь-ные проекции, которые определили фрон-тальную проекцию (2 фронтально-проеци-рующей  директрисной поверхности парабо-лического цилиндра;

       7. Фокусы эллиптических параллелей располагаются на параболе f;
       8. Касательные прямые к направляю-щей параболе, идущие под углом 45(, в пе-ресечении с осью определяют основание К её директрисы d, а на уровне точки касания – её фокус F;
       9. Фокусы меридиональных парабол по-верхности Ф и их образующие директрисы коноидальной директрисной поверхности (
строятся так же ( см.п.7 ) и поэтому на рис.15.90 их построения условно не пока-заны.

Конструктивные свойства золотого однополостного эллиптического гиперболоида (рис.15.92, 15.93).
Определение 15.15. Однополостный элли-птическимий гиперболоид (, параллелями которого являются золотые  эллипсы, а   главным     фронтальным      меридианом –
золотая гипербола, называется золотым.  
 эллиптическим гиперболоидом.

      Центр О такого гиперболоида является началом   трёх   взаимно-перпендикулярных
осей х, у  и z, которые попарно определяют соответственно горизонтальную (хОу), фро-нтальную (хОz) и профильную (уОz) плоско-сти его симметрии.
       Золотое содержание элементов линей-ного каркаса поверхности определяет сле-дующие его конструктивные свойства:
       1. В плоскости хОу лежит золотой эл-липс а горловины гиперболоида с отноше-нием полуосей как 1,000 : 0,786;

       2. В плоскости хОz лежит золотая ги-пербола b (b1, b2), фокальные хорды кото-рой равны её фокальному расстоянию F1 F2;
       3.Основания К и L директрис гиперболы  

главного меридиана b совпадает с фокуса-ми эллиптической горловины а, так как де-лят её большие полуоси в золотой пропор-ции 0,382 : 0,618;
       4. Фокальное расстояние эллипса а гор-ловины эллипсоида; 

       5.Асимптоты главного меридиана b ( b1, b2) гиперболоида ( являются главным ме-ридианом поверхности асимптотического эллиптического золотого конуса ( и обра-зуют два профиля пирамиды Хеопса;
       6.В плоскости zOy лежит гипербола ( b3, b4), фокальная полухорда которой относи-тся к её полуфокальному F6О рсстоянию как 1,618 : 1,272;
       7. Асимптоты профильной гиперболы (b3,b4) наклонены к плоскости хОу под углом 58(18(, тангенс которого определяется отношением 2,058 : 1,272 = 1,618;

       8. Директрисы горизонтальных эллип-тических сечений а гиперболоида ( обра-зуют две полости Ф1 и Ф2 гиперболического директрисного цилиндра Ф, длина фокаль-ной полухорды направляющей гиперболы которого относится к полуфокальному рас-стоянию F3О как 1,618 : 2,618;
       9. Асимптотические плоскости ( и ( ди-ректрисного гиперболического цилиндра Ф ортогонально сопряжены с главными мери-дианами асимптотического конуса (  гипер-болоида ( и расположены к плоскости zOy под углом в 51( 50(. На рис.15.93 условно не показаны.

       10. Фокусы F2,F3,F5 и F6 фронтальной и профильной меридиональных гипербол определяют фокальный эллипс f c отноше-нием длин полуосей как 1,272 : 2,618, явля-ющийся геометрическим местом фокусов всех остальных меридианов эллиптиче-ского гиперболоида (;
       11. Асимптотические плоскости ( и ( директрисного цилиндра Ф пересекают по-верхность гиперболоида (  по двум  конгру-
энтным эллипсам,  подобным    фокальному
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Рис.15.94. Образование 

киноперспективных поверхностей

а) в неизменяемой системе S - П(;
        б) в изменяемой системе S - П(.
эллипсу f, так как длины их  полуосей  отно-сятся как 0,786 :1,618:

       12. Как прямолинейчатая поверхность золотой однополостный эллиптический ги-перболоид имеет два семейства прямоли-нейных образующих, углы наклона которых к плосости хОу изменяются в диапазоне от 51(50( до 58(18( и т.д.

Изобразительные свойства ортогональных проекций золотого однополостного эллиптического гиперболоида 

(рис.15.93)
       1.  Очерк горизонтальной проекции (1 гиперболоида ( определяется проекцией а1 золотого эллипса горловины а с отношени-ем полуосей 0,786 :1,000 и проекциями а11, …а14 горизонтальных сечений гиперболо-ида, а также нормального сечения поверх-ности директрисного цилиндра (;

       2. Очерк b21 , b22 фронтальной проекции (2 гиперболоида ( вместе с его асимпто-тами, образующим профиль пирамиды Хе-опса, вписывается в квадрат, половины сто-рон которого равны 1,618;

       3. Очерк всей фронтальной проекции (2 гиперболоида ( с проекциями поверх-ностей директрисных цилиндров Ф и их асимптотических плоскостей ( и (  вписы-ваются в прямоугольник с отношением его полусторон как 2,058 :2,618;
       4. Очерк (3 всей профильной проекции эллипсоида ( вписывается в золотой пря-моугольник с отношением его полусторон как 1,272 : 2,58;

       5. Если принять длины образующих-ди-ректрис директрисного цилиндра Ф соответ-ственно равными малым осям их эллипсов, то очерком горизонтальной проекции этой поверхности будут два равнобедренных треугольника с углом при вершине О, рав-ным 51(50(; 

       6. Все ортогональные проекции гипер-болоида ( имеют по две оси симметрии, а две из них содержат профили пирамиды Хеопса как индикаторы их золотого содер-жания и др.

       Общие выводы: 1. Среди множества закономерных алгебраических поверхнос-тей, линейный каркас которых состоит из эллипсов и гипербол с различными па-раметрами элементов их определителей, существуют единственные золотые, про-странственная структура которых съ-гармонизирована по позиционным и мет-рическим свойствам;
       2. Геометрическая структура золо-тых поверхностей  может  служить  осно-

вой конструкторских и дизайнерских раз-работок, а композиционные свойства их ортогональных проекций, - основой гармо-ничных графических композиций.

15.2.5.  Изобразительные свойства ортогональных проекций киноперспективных  поверхностей.
(рис.15.94)
Общие положения
      Определение 15.16. Кинопеспективны-ми называются кинематические поверхно-сти Ф, образуемые последовательными положениями деформирующейся центра-льной проекции а( неподвижной линии а на подвижной картине П( неизменяемой или изменяемой проекционной системы «цен-тр S – картина П(» аппарата централь-ного подвижного проецирования ( см. опре-деление 6.13 ).
      В неизменяемой проекционной системе S - П( главное расстояние SР = d  постоян-но, в изменяемой – переменно по наперёд заданному или произвольному закону ( рис. 15. 94 а, б).
       Если между центром и картиной в про-цессе движения главное расстояние остаёт-ся неизменным, то подвижная картина сво-ими последовательными положениями как бы растягивается в третье измерение, об-разуя пространство-проекцию R(, и все пло-скостные построения приобретают прост-ранственную интерпретацию. Между эле-ментами изображаемого пространства R и пространства-проекции R( центральное под-вижное проецирование устанавливает соот-ветствие типа квадратичной корреляции, при котором точке одного пространства со-ответствует линия другого, а линии одного – поверхность другого, образующими кото-рой являются  центральные  проекции  этой 

линии на соответствующие положения кар-тины.

       Вполне очевидно, что это соответствие взаимно-однозначное. Если линия аппара-том центрального подвижного проецирова-ния проецируется в поверхность, то обра-тным проецированием такие поверхности, последовательные параллельные сечения которых являются перспективами какой-либо линии, проецируются в эту линию. Это значит, что, к примеру,  любую поверхность вращения можно выродить в окружность, которая станет обладать собирательным свойством, что необходимо для решения позиционных задач на принадлежность и пересекаемость с участием такого рода по-верхностей.
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Рис. 15.96. Геометрическая модель  поверхности «гиперквадрики»
      Анализ структуры поверхностей, получаемых неизменяемой проекцион-ной системой S - П( (рис.15.95 ), рас-крывает их следующие конструктивные особенности:

       1. все поверхности конструируются лучами специального линейного комп-лекса как однопараметрического мно-жества связок S, - линию а простран-ства R на  соответствующие им картины П( ;

      2. Линейный каркас всех поверх-ностей формируется сетью мериди-ональных гипербол, инцидентных пло-скостям пучка S, определяемым точками изображаемой линии а, и их параллелей как центральных проекций линии а на соответствующих положе-ниях картины. При этом точками проек-ций а( являются точки пересечения лучей проецирующего комплекса с со-ответствующими лучами конгруэнтных пучков лучей Р, образующих в своей 
совокупности ортогональную конгруэн-цию прямых [ 27 ];

       3. Гиперболичность всех поверхнос-тей определяет наличие у них одной асимптотической оси – траектории дви-жения центра S и одной асимптоти-ческой плоскости, роль которой играет картина, оказавшаяся в положении, параллельном плоскости кривизны  изо-бражаемой линии и  удалённой  от  неё  на главное расстояние системы S - П(.  

      Одной   из   наиболее     интересных является поверхность, образуемая центральным подвижным проециро-ванием эллипса z, плоскость кривизны которого не параллельна подвижной картине (рис. 15.96). Она названа «гиперквадрикой» потому, что её мери-дианы являются гиперболами, а в каче-стве параллелей выступает однопара-метрическое множество эллипсов с различными отношениями длин их большой и малой осей, две параболы, соответствующие двум положениям центра, проецирующего вершины элли-пса лучами, параллельными соответ-ствующим картинам, конечное коли-чество гипербол (по числу пар точек изображаемого эллипса, проецируемых в бесконечность), а также одной прямой линии, в которую проецируется эллипс из центра S7, совпадающего с плоско-стью его кривизны.

     Полученная «человекообразная» поверхность является своеобразным «антиконусом», ибо её последовате-льные сечения параллельными карти-нами являются коническими. Это алгебраическая поверхность 4-го по-рядка, так как произвольная прямая пересекает её максимум в 4-х точках. 
Изобразительные свойства ортогональных проекций гиперквадрики ( рис. 15. 97)
       Начинать построение графической модели гиперквадрики ( следует с задания проекций изображаемого наклонного эллипса а (а1,а2,а3 ) ( П2, проекций профильно-проецирующей траектории s ( s1, s2 ) с необходимым и достаточным количеством положений проецирующего центра S и таким же количеством положений картины П, сохраняющей в процессе движения центра постоянное расстояние d с ним.

      На  рис.15.96 на эллипсе а взято  12 равномерно расположенных точек, ко-торые центральным подвижным про-ецированием преобразуются в гипер-болы, плоскости кривизны  которых,  будучи  перпендикулярными к  П3,  прое-цируются  на  неё  в пучок прямых с центром в точке s3 ( Р. 
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Рис. 15.97.  Графическая модель

               гиперквадрики

.
        Если все точки эллипса а про-ецируются в гиперболы, то центра-льные проекции самого эллипса как параллели поверхности (, выглядят различными кривыми линиями 2-го порядка. Если картинная плоскость пересекает все лучи проецирующей данный эллипс конической поверх-ности, то он изображается эллипсом, если центр S занимает положения S7 и S13, проецирующие концы большой оси АG эллипса а лучами, параллельными картинам П7, П13 в бесконечность, то проекцией эллипса а на эти положения картины будут в данном случае две конгруэнтные параболы а37 и а313. 

       Если центр S занимает положения, проецирующие в бесконечность по две точки эллипса, то его точки, располо-женные за нейтральной плоскостью, проецируются в одну ветвь гиперболы, а точки перед этой плоскостью, - во вторую её ветвь. Таких гипербольных проекций эллипса будут столько  сколь-ко центр будет занимать положений из которых пары точек эллипса а будет  проецироваться  в  бесконечность.     

        Если  в  своём  движении  центр  S совпадёт в плоскостью кривизны  
эллипса а, то связка  S10  проецирующих
 лучей преобразуется в   плоский пучок, 
который спроецировал его точки на картину П10 в прямолинейный точечный ряд а10 как вырожденную центральную проекцию эллипса а. В точках этого ряда пересекаются соответственные меридиональные гиперболы как кино-перспективные проекции точек эл-липса а, формируя верхнюю полу поверхности (. Линейный каркас этой полы дополняется верхними ветвями гипербольных проекций эллипса а. В итоге очерк фронтальной проекции (2 гиперквадрики ( становится «человеко-образным», симметричным относитель-но вертикальной оси. 

        Очерком её горизонтальной про-екции являются 4 ветви равнобоких гипербол, сопряженных относительно 2-х взаимно-перпендикулярных асимп-тот – проекции s1 траектории s движе-ния центра и вертикальной оси сим-метрии всей проекции.

     В состав профильной проекции  поверхности входят центральные про-екции эллипса а на  последовательных
положениях картины в натуральном виде.
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Рис.15. 98. Линейный закон изменения главного расстояния системы S -П(, 
порождающий киноперспективную поверхность с конгруэнтными  параллелями

       Так как по своей природе эта по-верхность простирается в бесконечно-сть по всем трём направлениям, то на рис 15.97 она ограничена фигурами сечений тремя парами плоскостей уро-вня.

       Следует отметить, что на этом ри- сунке изображена только собственно кривая поверхность. Полное представ-ление о её структуре может быть полу-чено после построения директрисных и асимптотных поверхностей фигур её сечений картинными плоскостями.

Принцип образования киноперспективных поверхностей изменяемой проекционной системой S – П( 

     Если представить, что линия а прое-цируется в изменяемой  системе S –П (,

то структура образуемой поверхности определяется законом изменения глав-ного расстояния d этой системы в про-цессе её движения, который может быть задан в виде графика d = f ( t ).
       В частности, если а || П(, а d = f ( t )-
наклонная прямая, то точка А  линии а
проецируется в прямую а( || s, a линия а – в поверхность с конгруэнтными  пара-ллелями, гомотетичными линии а ( рис. 

15.98).   
       Гладкая  плоская  кривая  проец
цируется в цилиндрическую поверхно-сть, многоугольник – в призматическую,

составная  линия  из  сопряженных пря-

мых  и  кривых –  в  составную  призмо-
цилиндрическую поверхность.

       Так   как   центральное   подвижное

проецирование  сопоставляет  точке  А 

изображаемой линии а меридиональ-ную линию а ( киноперспективной пове-рхности Ф, то, задавшись линией а(, можно сопоставить данной линии а кон-кретную поверхность Ф (рис.15.99).

	[image: image99.png]





Рис.15.99.  Нелинейный закон изменения главного расстояния системы S-П(, порождающий киноперспективную поверхность

 с гомотетичными параллелями

 В этом случае закон d = f ( t ) опреде-ляется, если это необходимо, по графи-ческому алгоритму рис. 15.98.

       На рис.15.99 показано преобразо-вание точки В в наклонную прямую b(, а линию а, в зависимости от её вида, - в коническую или пирамидальную повер-хность.

     Выводы: 1. Аппарат центрального подвижного проецирования является эффективным аппаратом линейного конструирования широкого класса ки-ноперспективных поверхностей, вклю-чающего в себя поверхности враще-ния любого вида, а также те поверх-ности, последовательные плоские се-чения   которых  являются  централь-

ными   проекциями  наперёд   заданной

линии.      

       2. Если гомотетичные параллели одной поверхности принимать за цен-тральные проекции соответствую-щих конгруэнтных параллелей другой поверхности, то первая неразверты-ваемая поверхность аппаратом цент-рального проецирования конструктив-но топологически преобразовывается во вторую развёртываемую поверх-ность.

       3. Являясь закономерными алгеб-раическими поверхностями 4-го поряд-ка, киноперспективные поверхности и их фрагменты могут найти широкое применение в дизайнерском и архитектурном проектировании.
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15.100. Геометрическая модель каналовой поверхности
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Рис.15.102.  Геометрическая модель

трубчатой поверхности
15.2.6. Конструктивные свойства каналовых, трубчатых  и циклических поверхностей и

изобразительные свойства их ортогональных проекций

Общие положения

       Каналовые, трубчатые и цикли-ческие поверхности относятся к классу криволинейчатых поверхностей с обра-зующими переменного вида [124].

       Эта группа поверхностей имеет единый  по  форме      определитель

Ф ( а, m ) [ A, A1],
в котором а – образующая линия переменного или постоянного вида, m – направляющая линия, А – закон перемещения образующей по на-правляющей, А1 – закон изменения формы образующей.

       Если на параметры элементов определителя не накладывать нало-женных условий, то образуется криво-линейчатая поверхность общего вида с изменяющейся образующей.

       Налагая на параметр положения образующей (А) и на параметр её формы (А1) конкретные условия, можно получить конкретные разновидности поверхностей с образующей перемен-ного вида, и, в том числе, постоянного вида.

Конструктивные  свойства каналовых  поверхностей  и изобразительные  свойства их ортогональных  проекций
(рис. 15.100, 15.101)

      Определение 15.19. Поверхность Ф, образованная движением окружно-сти а переменного радиуса, при кото-ром плоскость её кривизны нормальна к направляющей кривой m, описывае-мой её центром,  называется   к а н а-

 л о в о й [49]. (рис.15.100). При этом площади получаемых нормальных се-чений должны изменяться монотонно [124 ]. 
     Исходя из  понимания конструк-тивных особенностей каналовых по-верхностей нетрудно перейти к их изо-бражению в ортогональных проекциях.  ( рис. 15.101). Для этого на проекциях направляющей m следует взять неско-лько точек, принимаемых за проекции центра о подвижной образующей окружноcти, радиус которой монотонно

изменяется.
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Рис.15.101. Графическая модель каналовой поверхности

       После этого, изобразив касатель-ную t  к кривой m  в точке о, следует  изобразить плоскость ( ( t, задав её проекциями главных линий: h1 ( t1 ; f2 ( t2. Задавшись значением радиуса R образующей окружности а, нетрудно построить её ортогональные проекции по графической технологии, приведен-ной выше ( см. главу 12, рис. 12.43 ). Построив необходимое и достаточное количество проекций окружности а в её последовательных положениях, следу-ет   провести      очерковые линии n1, n2 проекций изображаемой каналовой поверхности Ф, касательные  к ним, и, тем самым, получить её искомый двухкартинный комплексный чертёж.
       Нетрудно представить, что конст-руктивно каналовая поверхность явля-ется огибающей последовательные положения подвижной сферы с моно-тонно изменяющемся радиусом. При этом линиями её касания с этой поверхностью будут окружности а как её параллели, но не экваторы. Отсюда следует, что центры   образующих  окружностей не совпадают с центрами производящей сферы.

        Если же представить, что окружно-сти а являются не параллелями, а эква-торами подвижной образующей сферы Σ, то её  радиус  приобретает  постоян-ное значение и образуемая ею канало-вая     поверхность     преобразуется    в  

 т р у б ч а т у ю  ( рис.15.102 ).
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Рис.15.103.  Графическая модель трубчатой поверхности
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Рис. 15.104. Геометрическая модель

циклической поверхности
Конструктивные свойства

трубчатых поверхностей и изобразительные свойства их ортогональных проекций

( рис.15.102, 15.103 ).

    Определение 15.20. Поверхность Ф, образованная движением окружно-сти а постоянного радиуса, при кото-ром плоскость её кривизны нормальна к направляющей кривой m, описывае-мой её центром, называется трубча-той, или
       Определение 15.21. Поверхность Ф, огибающая последовательные по-ложения подвижной сферы постоян-ного радиуса, центр которой переме-щается по направляющей кривой m, называется  трубчатой.
       Если направляющая линия m cта-новится прямой, то трубчатая поверх-ность преобразуется в цилиндричес-кую. Отсюда следует, что трубчатая по-верхность является изогнутым цилин-дром.

       На основе второго определения не-сложно построить двухкартинный комп-лексный чертёж трубчатой поверхности (рис.15.103). Для этого на проекциях m1,
m2 направляющей кривой m следует выделить ряд последовательных поло-жений центра о подвижной сферы ( и её заданным радиусом R в этих поло-жениях провести изображающие её  конгруэнтные окружности.

       Линии n1, n2, огибающие проекции образующей сферы, формируют соот-ветственные очерки ортогональных проекций изображаемой трубчатой по-верхности. При этом можно говорить о внешних и внутренних линиях этих очерков.

       Изобразительной особенностью внешних очерков является их гладко-сть,т.е., отсутствие особых точек. В от-личие от этого линии внутренних очер-ков имеют точки излома как точки пере-сечения их отдельных участков.

Конструктивные свойства циклической поверхности и изобразительные свойства их ортогональных проекций

       Определение 15.22. Поверхность Ф, образованная произвольным  движе- нием окружности, центр которой рас-
полагается на направляющей кривой m, а радиус циклично или периодичес-ки изменяет свою длину называется циклической ( рис.15.104 ).

       Циклическая поверхность является разновидностью каналовой с тем отли-чием от неё, что плоскость кривизны её образующей окружности в процессе движения располагается в пространст-ве либо произвольно, либо по наперед заданному условию. В частности, её по-следовательные положения могут быть параллельны некоторой плоскости или в процессе изменения становиться пер-пендикулярными к направляющей m Отсюда следует, что общий вид цикли-ческой поверхности невозможно обра-зовать движением сферы с циклично изменяющим свою длину радиусом ибо её центр не сможет располагаться на направляющей m.
       Для графического моделирования циклической поверхности достаточно на ортогональных проекциях m1, m2  криволинейной направляющей m выде-лить ряд последовательных положений центра о и, задавшись положениями плоскостей кривизны образующих окру-жностей и значениями их циклически изменяющих радиусов, построить их ортогональные проекции по графичес-кому алгоритму рис. 12.43.

       Построив необходимое  и достаточ-ное  количество  проекций  образующей

окружности, следует под лекало обогуть

их последовательные положения и, тем самым, получить соответствующие оче-

рки ортогональных проекций Ф1 и Ф2 ис-

комой циклической поверхности Ф.
15.2.7. Конструктивные свойства графических поверхностей и изобразительные свойства их ортогональных проекций.
       Определение 15.23. Поверхности, линейный каркас которых не имеет единого геометрического закона обра-зования, но форма и характер его ли-ний определяется техническим расчё-том, называются   г р а ф и ч е с к и -м и.
       Так как техническим расчётом оп-ределяются особенности широкого кру-га таких искусственных систем как кузо-

	[image: image105.png]





Рис.15.105. Отработка модели кузова автомобиля со сложной графической поверхностью
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Рис. 15. 106. Графическая модель

графической поверхность фюзеляжа

самолёта
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Рис.15.107. Графическая модель

топографической поверхности
ва автомобилей (рис.15.105), рабочие органы дорожных и строительных ма-шин, корпуса кораблей, поверхности летательных аппаратов, лопатки тур-бин и многое другое, вплоть до изделий бытовой и оргтехники, одежды, обуви, мебели и других элементов интерьера, малых и больших архитектурных форм и т.д., то именно этот класс поверхнос-тей является основным предметом познания и творческих устремлений как архитекторов, так и дизайнеров или ху-дожественных конструкторов.

       Представление о линейном каркасе графической поверхности как о стати-чной системе конкурентных линий во взаимно-перпендикулярных плоскостях уровня   можно   заменить  динамичным

представлением о его образовании в результате совместного движения по направлениям осей х, у, z трёх образу-
ющих  переменного  вида   (рис.15.106),

закон изменения которых определяется расчётом.

       На рис. 15.106 приведен трёхкар-тинный комплексный чертёж фрагмента графической поверхности Ф фюзеляжа самолёта [78]. Здесь показаны формы последовательных положений горизон-талей (ватерлиний), фронталей (бито-ксов) и профилей (шпангоутов), в сово-купности образующих систему линей-ного каркаса этой графической поверх-ности.

       Данная поверхность имеет две пло-скости симметрии, с которыми можно совместить координатные плоскости П1
  и П2, приняв за ось х12 линию  их  пере
сечения. Плоскость П3 не является пло-

скостью симметрии и поэтому отнесена в крайнее правое положение, пересека-ющее ось х12 в начале координат О123 из которого выходят оси у13  и z23.

      Фигуры сечений поверхности коор-динатными плоскостями являются очерковыми линиями соответствующих ортогональных проекций. Определяе-мые расчетом, они служат исходными формообразующими элементами для графоаналитического расчёта форм ос-тальных сечений поверхности соответ-ствующими плоскостями уровня.

15.2.8. Конструктивные свойства топографических поверхностей и изобразительные свойства их ортогональных проекций

      Определение 15. 23.   Графическая
поверхность, линейный каркас кото-рой  определяется    равноудалёнными

по высоте горизонталями  земной  по-

верхности, называется топографиче-

ской ( рис.15.10 ).

       Так как земная поверхность естест-венна, но незакономерна, то изучением её морфологии занимаются такие науки как география, топография, геодезия и картография как раздел топографии. Две последние в качестве своих резу-льтатов получают изображения рель-ефа земной поверхности  в результате наземной инструментальной съёмки, а также воздушной и космической фото-съёмки специальной аппаратурой.

    Разнообразие рельефа топографи-ческой поверхности приводит к слож-ному начертанию плана  её горизонта-лей.
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Рис.15.108. Основные элементы

топографической поверхности

       1. Какие поверхности называют-ся торсовыми?
       2. Какая поверхность называет-ся развёртываемым винтовым гели-коидом?
       3. Каковы конструктивные осо-бенности золотого эллиптического торса?

       4. Каковы конструктивные отли-чия между цилиндроидом, коноидом и гиперболическим параболоидом?

       5. Каковы изобразительные сво-

йства ортогональных проекций по-верхностей с плоскостью паралле-лизма?

       6. Каковы конструктивные свой-ства косых поверхностей о трёх на-правляющих?

       7. Каковы конструктивные от-личия    между  косым  цилиндром  о 

трёх направляющих, дважды косым цилиндроидом, дважды косым коно- идом и однополостным  эллиптичес- ким гиперболоидом?

        К числу её основных элементов относятся следующие (рис.15.108):

       1 – в е р ш и н а – наивысшая точка возвышенности;

       2 – с к а т – откос возвышенности;

       3 – л о щ и н а --пониженная   об –ласть  встречи двух противоположных  скатов;

     4 – т а л ь в е г- линия  стока  воды                           со  скатов, идущая по  дну лощины; 

     5 – о в р а г -    резко      выражен-ная  складка мест-ности,     имеющая  по  краям обрывы;

  6  –  п е р е г и б - 

место  топографи-ческой   поверхно-сти, в  котором ре-зко   меняется  ук-лон ската;

 7  – г р е б е н ь – линия  перегиба ската или  водоразде-ла, от  которой  сточные  воды направ-ляются в разные стороны;

      8 – к о т л о в и н а (яма, впадина) – 
В о п  р о с ы   д л я   п  о в т о р е н и я:

       8. Чем конструктивно отличается пове-рхность косого клина от поверхности косого перехода?

       9. Каковы изобразительные свойства ортогональных проекций косых поверхно-стей о трёх направляющих?

       10. Каковы конструктивные свойства прямолинейчатых поврхностей с направля-ющей плоскостью? 

       11. Чем конструктивно отличаются меж-ду собой поверхности косого цилиндроида, косого коноида и дважды косой плоскости?

       12. Каковы изобразительные свойства ортогональных проекций прямолинейчатых поверхностей с направляющей плоско-стью?

       13. Каковы конструктивные свойства поверхностей вращения?

       14. Какие поверхности можно образо-вать вращением прямой линии?

       15. Какие поверхности можно образо-вать вращением окружности?

      16. Из каких конструктивных элементов
состоят  поверхности  эллипсоидов и  пара-
вогнутая область рельефа;       

9 – с е д л о,   с е д л о в и н а,  п е р е - в а л – седлообразный перегиб ме-стности между двумя вершинами;
       10 -- у с т у п -- перегиб местности как слабо наклонная площадка между двумя более крутыми скатами одного направления;

       11 – п о д о ш в а – основание от-коса или ската как горизонтальная или слабо наклонённая часть местности.

       Так как земная поверхность как объект для изображения  имеет в плане несоизмеримо большие размеры по сравнению с размерами по высоте, то наиболее целесообразно её вычерчи-вать не в ортогональных проекциях, а в одной проекции на горизонтальную плоскость, элементы которой сопрово-ждаются числами единиц измерения, указывающими на их удаление от этой плоскости. Эти числа называются чи-словыми отметками, а чертежи, выпол-ненные в проекциях с числовыми отме-тками по своему содержанию являются графо-аналитическими моделями изо-бражаемой земной поверхности.

	


болоида вращения?

       17. Какие конструктивные элементы входят в состав геометрической модели одно и двухполостного гиперболоидов вра-щения?

       18. Каковы изобразительные свойства ортогональных проекций поверхностей вра-щения?

       19. Каковы изобразительные свойства косого винтового коноида и сложной повер-хности вращения?

       20. Каковы конструктивные особеннос-ти линейного каркаса золотого трёхосного эллипсоида?
       21.Каковы конструктивные особеннос-ти эллиптического параболоида и однопо-лостного эллиптического гиперболоида?

       22. Какие поверхности называются ки-ноперспективными?

       23. Чем отличаются каналовые повер-хности от трубчатых?

       24. Каковы конструктивные свойства графических и топографических поверхнос-тей и как они изображаются?
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