Глава 12. Геометрия кривых линий и их ортогональных проекций
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Рис. 12.1.  Кривая линия как траектория

движения точки
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Рис.12.2. Геометрическая модель гладкой кривой линии

Глава 12. ГЕОМЕТРИЯ КРИВЫХ ЛИНИЙ И ИХ ОРТОГОНАЛЬНЫХ ПРОЕКЦИЙ
12.1. Геометрические 

модели кривых линий и их конструктивные свойства
       Определение 12.1. Кривой линией называется одномерная система по-следовательных положений (или тра-ектория движения) точки, движущей-ся в пространстве и постоянно изме-няющей направление своего движения.
       Если направление движения точки неизменно, то её траектория прямо-линейна.
       На изменение этого направления, кроме прочих, влияют различные гео-метрические условия, соблюдение ко-торых порождает ту или иную криволи-нейную траекторию как систему после-довательных положений образующей её точки.
       В каждом положении движущейся точки  А вектор направления её движе-ния   к а с а т е л е н    к  её    траектории

( рис.12.1). Вектор направления обрат-ного движения этой точки также  касате-лен к линии а и составляет с соответст-вующим вектором прямого движения касательную  прямую t,  состоящую из двух полукасательных t1 и t2, прямого и обратного направлений.

       Если провести касательные во всех точках кривой, то можно сказать, что они огибают кривую, или кривая явля-ется линией, огибающей свои касате-льные . Отсюда вытекает, что кривую линию конструктивно можно образовать движением прямой линии, на каждом положении которой существует единст-венная точка её касания к образуемой кривой линии.
       Определение 12.2.  Прямая линия b, пересекающая кривую линию m в двух или нескольких точках А, В…, называется  с е к у щ е й ( рис.12.2).
       Если точку А приближать к непод-вижной точке В, то секущая b станет поворачиваться вокруг точки В и в по-ложении, когда точка А совпадёт с точ-кой В, она займёт своё крайнее, касате-льное положение bn ( t. При продол-жении движения А по m прямая b вновь станет секущей. Если при этом направ-ление  её поворота вокруг точки В не из-

менится, то точка В и касательная t  в  ней  являются  о б ы к н о в е н н ы м и.
       Если же в каких-либо точках кривой линии эти условия нарушаются, то эти точки и касательные в них называются о с о б ы м и ( см. рис. 5.59)

       Определение 12.3. Кривые линии, состоящие из обыкновенных точек, называются  г л а д к и м и.
       К числу особых относятся:  

       1. точка А излома кривой, когда  полукасательные t1 и t2 в ней не совпа- дают; 

       2. точка В клюва первого рода, когда две ветви кривой линии распола-гаются по обе стороны от совпавших её полукасательных  t1 ( t2 ;
       3. Точка С  клюва  второго  рода, когда две ветви кривой линии распола-гаются по одну сторону от совпавших её полукасательных t1 ( t2; 
       4. Узловая точка D, в которой её полукасательные t1 и  t2 не совпадают;
       5. Точка Е самосоприкасания, ког-да несколько витков кривой линии каса-ются в ней совпавших полукасатель-ных и располагаются по отношению к ним либо по одну, либо по обе стороны;

       6. Точка F перегиба, в которой кри-вая линия, касаясь к касательной прямой, переходит с одной её стороны на другую;

       7. Асимптотическая  точка G, к которой стремится спиральная кривая.
       Если все точки кривой линии комп-ланарны, то кривая является плоской. В противном случае кривая линия явля-ется пространственной.
       Если на плоской кривой а взять три бесконечно близко расположенные точ-
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ки  В,А,С, то кон-цептуально   они определяют еди- нственную  окру-жность,   которая ограничивает   круг кривизны
Рис. 12.3. Круг кривизны     кривой   линии  в   
   кривой а в её обычно-      средней  обыкно-
  венной точке А               венной точке А.

       Центр и радиус этого круга  называ-ваются    соответствено    центром     и
радиусом   кривизны    кривой  линии  а   в точке А.
      С  направлением  радиуса ОА этого

круга совпадает прямая линия n,  назы-
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Рис.12.4. Образование эволюты

плоской кривой линии
ваемая нормалью кривой линии а в её обыкновенной  точке  А.
       Конструктивно касательная прямая t  всегда перпендикулярна к нормали  n в точке касания А.
       В каждой точке  произвольной   кри-вой линии  круги  кривизны  имеют  раз-ные  радиусы,  что  говорит о   перемен-

ном  характере искривлённо-

сти  кривой в её разных  точ-

ках.

        Степень искривлённости  кривой  в данной   обыкновен-
ной   точке    характеризуется
её кривизной  как    численной     величиной,   значение которой  обратно        пропорционально  значению   величины  радиуса    соответствующего  круга   кри-визны.

    Так как графически невозможно про-вести окружность через три бесконечно близкие точки, то практически для гра-фического определения величин ради-усов кривизн кривой m в её разных то-чках фиксируют ряд последовательных положений системы 2-х взаимно-перпендикулярных прямых ( n(t ), одна из которых играет роль касательной и своими положениями огибает данную кривую m, а вторая,- роль нормали, которая своими последовательными положениями огибает некоторую кривую m( как геометрическое место центров кривизн кривой m в её фиксированных точках ( рис.12.4).
       Определение 12.4 Кривая линия m(, огибающая последовательные по-ложения нормали n в последовательно  расположенных точках данной кривой называется  её   э в о л ю т о й.
       По отношению к своей эволюте кривая m является  э в о л ь в е н т о й.

       Всякая эвольвента имеет свою единственную эволюту. 

       Всякую плоскую кривую можно при-нять за эволюту, которой будет соот-ветствовать бесчисленное множество эвольвент.

       Следует отметить конструктивный характер процесса  получения  эволюты
как результата   конструктивного  преоб-
разования в  неё данной  кривой -эволь-

венты.

       Если взять три бесконечно  близкие

точки пространственной кривой m, то они определят плоскость (, которая на-зывается соприкасающейся. В ней рас-полагаются касательная t и нормаль n в средней из этих точек, равно как и круг кривизны с центром О на нормали n (рис.12.5).
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Рис. 12.5. Сопровождающий трёхгранник

 Френе пространственной кривой линии
       Прямая b, перпендикулярная к со-прикасающейся плоскости ( в точке  ка-
сания А, называется бинормалью.
       Бинормаль b и касательная t опре-деляют спрямляющую плоскость (, а нормаль n и бинормаль b – нормаль-ную плоскость (.
       Все три плоскости (, ( и ( взаимно перпендикулярны и образуют прямой трёхгранный угол, называемый сопро-вождающим трёхгранником Френе.
Сопровождающий потому, что он пере-мещается по кривой m так, что прямая t остаётся всё время касательной к ней.
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Рис.12.6. Проекции пространственной кривой на грани трёхгранника Френе
         Так как грани (, ( и ( этого трёх-гранника подобны плоскостям проекций

П 1, П2 и П3, то  в  каждой конкретной то-
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Рис.12.7. Трёхкартинный комплексный чертёж пространственной кривой
	Рис.12.8.
СИСТЕМНЫЕ  ОПРЕДЕЛЕНИЯ  И  СТРУКТУРНЫЕ  ЭЛЕМЕНТЫ  НЕКОТОРЫХ  ПЛОСКИХ КРИВЫХ  ЛИНИЙ
.                                                                                                                                                                      Таблица 1

	Исходные условия,

уравнение

линии
	Образуемая

линия
	Структурные элементы

кривой линии
	Наименование

линии и её

системное

определение

	1.

| OA | = R
R – const
x2 + y2 = R2

	[image: image8.png]



	  O                       -- центр;
  OA = R-             -- радиус;
  A1 A = 2R           --диаметр;

  A1 A2                  -- секущая;

  A 1Am                 -- хорда;

  A1 O A2              -- сектор круга;

 ( A1 O A3 = ((   -- центральный

                                угол;   
  A1 m Am              -- сегмент круга;
 ( A1 A2 An  = 90(
	  Окружность  –  это система   компланар-ных точек, равноуда-лённых от одной  то-чки  О,   называемой центром,  на  задан-ное расстояние ОА =

= R,  называемое  её радиусом.


чке свойства кривой m изучаются по свойствам её ортогональных проекций на эти грани (рис.12.6).

       Так как точка А в трёхграннике Фре-не подобна началу координат О123, то она совпадает со своими проекциями на эти грани  и  из трёхкартинного компле-ксного чертежа ( рис.12.7) кривой m вид-но, что она обладает свойствами обы-кновенной точки (А(), точки пе-региба (А() и точки излома (А().

      Пространственная     кривая
дважды искривлена. Первая её
искривлённость   определяется

степенью её отклонения от пря-

молинейности, т.е.,от касатель-

ной t, а вторая искривлённость,  называемая кручением, степе-нью её отклонения от плоскост-ности, т.е., от соприкасающей-ся плоскости (.
       Эволюта пространственной кривой   линии   есть   пространстввеная кривая линия как  система  последовать-льных  положений центров её кривизн  в каждой точке,  через   которую  проходит    сопровождающий    трехгранник   Френе.

        Так   как   геометрические  условия, 

которые  влияют на  изменение направ-
ления движения образующей точки, мо-гут быть разными, то возможно образо-вание множества различных кривых линий.
       В этом множестве различаются ли-нии закономерные и случайного вида (или по «замыслу проектировщика»). Наиболее изученными являются зако-номерные линии, которые подразделя-ются на алгебраические (описываемые алгебраическими уравнениями) и тра-нсцендентные (описываемые тригоно-метрическими    уравнениями ).   Среди 

хорошо изученных наиболее распро-странёнными в архитектуре и дизайне являются алгебраические кривые второго порядка и некоторые линии более высоких порядков. 

       Структура основных линий приве-дена в таблице 1.

       Судя по степени уравнений, окруж-ность, эллипс, гипербола и парабола являются алгебраическими кривыми второго порядка, трисектриса Макло-рена – третьего, а конхоида Никомеда – четвертого  порядка.
       О порядке алгебраической кривой судят по максимальному числу точек  её пересечения с прямой линией.

	Исходные

условия,

уравнение

линии
	Образуемая

 линия
	Структурные  элементы

кривой линии 
	Наименование линии
и её системное определение

	2.

|F1M|+|F2M|  =

= AB – const
x2 / a2+y2/ b2 = 1
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	F1, F2             -   фокусы
F1 F2 = 2c       -  фокусное
                          расстояние
AB = 2a         -   большая ось
                          эллипса
CD = 2b         -   малая ось 

                          эллипса
F1 M, F2 M      -  фокальные 
                          радиусы-     

                          векторы
MN, PQ           - сопряженные
                          диаметры
A,B,C,D          -  вершины
t                      -  касательная
n                     -  нормаль
F1 M + F2 M = AB 

c : a = e         -   эксцентриситет
d1 , d2             -  директрисы
d1 || d2 ( AB
K, L                -  основания
                          директрис
TE                  -  фокальная 
                          хорда
	Эллипс – это систе-ма     компланарных точек,   сумма    рас-стояний  от   каждой из  которых до  двух точек F1  и F2 , назы-ваемых   фокусами, есть  величина  пос-тоянная..

	3.

|F1M| - |F2M| =

= AB – const;
x2/a2-y2/b2 = 1;

y = 1/ x
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	F1, F2           -- фокусы
F1 F2 = 2c    -- фокусное 

                       расстояние
F1M, F2 M    -- радиусы-векторы
A, B             -- вершины
AB = 2a       --действительная 
                       ось
CD = 2b       --мнимая ось
d1, d2 ( AB  --директрисы
K,L              --основания
                      директрис
c : a =  e     -- эксцентриситет
k1 , k2          -- асимптоты
t                  -- касательная
n                 -- нормаль
MN             -- фокальная хорда
	  Гипербола  –   это система компланар-
ных точек, разность расстояний которых до двух  данных  то-чек F1 и F2, называе-мых фокусами, есть

величина    постоян-ная


	
	
	Исходные 

условия,

уравнение

линии
	Образуемая

линия
	Структурные элементы

кривой линии


	Наименование линии и её системное определение
	
	Наименование линии и её системное определение

	
	
	4.

|FM| = |MN| =

= const
MN ( d
y2  = 2px
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	  F              -  фокус

  A              -  вершина

  AF            -  главный диаметр

  i                -  ось симметрии

   CE           -  хорда

   b              -  диаметр

   t               -  касательная

   n              -  нормаль

   d              -  директриса
  FD = p      -  параметр
  FA = FD = p / 2
    tA             -  главная

                       касательная
    KL          -  фокальная  хорда
	Парабола – это си-стема    компланар-ных точек,   равноу-далённых  от одной из них, называемой фокусом, и от комп-ланарной   с    ними прямой,   называе- мой  директрисой.

	
	Парабола – это си-стема компланар-ных точек, равноу-далённых от одной из них, называемой фокусом, и от комп-ланарной с ними прямой,   называе- директрисой.

	
	
	5

|AC| = l ;

|CO| = 3l ;

( t ( C ) ( AO;

x (x2 + y2) =

= l ( 3x2 – y2).
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	 О, А          -  центры

                      параллельных

                      пучков

  АО             - диаметр (ось

                      cимметрии)
  t  ( AO       - главная

                       касательная    
  AC = ¼  AO = | l |
   AP || OM
  PM  ( OM  ( AP
  M = PM ( OM
	Трисектриса Маклорена
это  система  комп ланарных     точек пересечения лучей одного пучка О   со вторыми сторонами прямых углов, вер-шины которых ин-циденты постоян-ной прямой – глав-ной касательной t , а вторые стороны являются лучами второго пучка А, со-ответственно па-раллельными лу-чам первого.
	
	Трисектриса Маклорена
это система комп-ланарных  точек пе-ресечения лучей одного пучка О со вторыми сторонами прямых углов, вер-шины которых ин-циденты постоян-ной прямой – глав-ной касательной t , а вторые стороны являются лучами второго пучка А, со-ответственно па-раллельными лу-чам первого. 

	
	
	6.
 | AB | = | AC |

 BC ( o
    A ( a
(x–a)2(x2+ y2)=

= c2 x2
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	  O           - полюс
   а           - данная прямая,

                  асимптота
  CA =AB
	Конхоида Никомеда
Это система  комп-ланарных      точек, удалённых от точек данной прямой на постоянное рассто-яние по лучам дан-ного пучка О.

	
	Конхоида Никомеда
Это система комп-ланарных точек, удалённых от точек данной прямой на постоянное рассто-яние по лучам дан-ного пучка О.
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Рис.12.9.  Циклоида
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Рис.12.10. Эпициклоида
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Рис.12.11. Гипоциклоида
12.2. Геометрические модели  рулетт
       Кривые линии  могут  быть  траекто-

риями движения точек,  принадлежащих

линиям, которые перемещаются по дру-гим, неподвижным линиям. При этом линии, которые перемещаются, называ-ются подвижными центроидами, не-подвижные линии, по которым переме-щаются подвижные – неподвижными це-нтроидами,  а траектории движения то-чек подвижных центроид – рулеттами.
       Если центроидами рулетт являются окружности, то рулетты называются циклическими. 
       К числу циклических рулетт отно-сятся циклоиды, эпициклоиды и гипоци-клоиды.
       Определение 12.5. Циклоида - это траектория движения точки, принад-лежащей окружности, которая катит-ся по прямой линии ( как по окружно-сти бесконечно большого радиуса) без скольжения  ( рис.12.9 ).
       Нормаль к циклоиде определяется точкой касания подвижной центроиды – окружности к неподвижной прямой и точкой циклоиды, через которую прохо-дит эта окружность.

       Касательная к циклоиде в данной точке перпендикулярна к её нормали в этой точке.

    Определение 12.6.   Эпициклоида -
это траектория движения точки, принадлежащей окружности, кото-рая катится по внешней стороне не-подвижной окружности без скольже-ния. ( рис. 12.10).
     Определение 12.7.   Гипоциклоида -

это траектория движения точки,  при-надлежащей   окружности, которая ка- тится  без скольжения по  внутренней  стороне     неподвижной    окружности.  (рис. 12.11 ).
       Варьируя соотношениями радиусов подвижных и неподвижных окружнос-тей, можно получать различные виды  эпи-  и  гипоциклоид. Примером техни-ческой реализации их получения служит  использование графического прибора  под  названием «Спирограф».

       Если окружность принять за непод-вижную  центроиду  рулетты,  а прямую   линию   сделать   подвижной,  перекаты-

 вающейся без скольжения  по  окружно-

сти, то её  точка  А   опишет   кривую  а(,
которая  называется  з в о л ь в е н т о й
 или  р а з в е р т к о й окружности  ( рис.

 12.12).
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Рис.12.12.  Эвольвента окружности

12.3. Геометрические модели кривых линий второго порядка и их

конструктивные свойства

       В архитектурном и дизайнерском проектировании наибольшее распро-странение имеют кривые линии второго порядка. Они носят название коничес-ких сечений, так как их можно получить в результате пересечения поверхности прямого кругового конуса плоскостями различного положения по отношению к её образующим ( рис. 12.13).
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Рис. 12.13. Виды конических сечений в зави-симости от положения секущей плоскости
       Если плоскость пересекает все  об-разующие и перпендикулярна к оси  вра-

щения конуса, то её сечение называется
ется  н о р м а л ь н ы м  и является окружностью.
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Рис. 12.14. Геометрическая модель
эллипса, её фокусов и директрис
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Рис. 12.15. Геометрическая модель
параболы, её фокуса и директрисы
      Если плоскость  пересекает  все  об-
разующие  поверхности,  но  не перпен-

дикулярна  к  оси её вращения, то  в  се-
чении будет замкнутая  кривая – эллипс (рис.12.14). При  этом   фокусы  F1  и  F2
эллипса конструктивно являются  точка-
ми   касания   плоскости   его  кривизны поверхностями шаров, называемых шарами Данделена, вписанных в конус над и под этой плоскостью. 

     Что касается директрис d эл-липса, то они являются рёбра-ми двугранных  углов между секущей плоскостью ( и парал-лельными плоскостями кривиз-ны  окружностей касания   кони-ческой  поверхности  вписан-ными  в  неё шарами  Данделе-на.

       Если плоскость ( пересе-кает все образующие кониче-ской поверхности кроме одной, то в сечении будет разомкнутая кривая, содержащая одну не-собственную   точку,  -- п а р а –

б о л а ( рис.12.15 ).

      Фокусом F параболы является  точка   касания  шара Данделена  с плоскостью  её  кривизны,   а  директрисой  –- линия    пересечения  этой  плоскости  с  плоско-стью  кривизны  окружности  а   касания конической   поверхности    с   вписанным  в неё шаром.

        Если плоскость ( пере-секает все образующие кроме двух, то она пересекает обе полы конической поверхности, образуя двухветвевую разом-кнутую линию с двумя несоб-ственными  точками,- г и п е р-
б о л у ( рис. 12.16 ).

        Фокусами F1 и F2 гипер-болы конструктивно являются точки  касания  к  плоскости ( её кривизны двух конгруэнт-ных шаров Данделена, дирек-трисами d1, d2 – линии пере-сечения этой плоскости с дву-мя плоскостями кривизны окружностей а и b касания шаров Данделена с данной конической поверхностью.

        Если  провести  секущую  плоскость

    через  вершину  S  конуса   параллельно

плоскости (, то она рассечет его повер-

хность по двум прямолинейным образу-

ющим,   которые,  будучи  ортогонально спроецированными на плоскость  (,  оп-ределят    а с и м п т о т ы    полученной гиперболы.

	[image: image21.png]





Рис. 12 16. Геометрическая модель гиперболы  с её фокусами, директрисами и асимптотами

       Если вершину S принять за центр проецирования, то поверхность данного конуса станет проецирующей и линии, лежащие на ней, станут проецировать-ся или преобразовываться друг в дру-га.

       Другими словами, эллипс, параболу и гиперболу можно получить путем цен-трального проецирования окружности на соответственно расположенные пло-скости, что делает эти линии проек-тивно эквивалентными.
       При этом совершенно очевидно, что данная пространственная ситуация полностью удовлетворяет геометричес-

ким условиям теоремы Дезарга и поэто-

му эллипс, парабола и гипербола есть плоские кривые, перспективно-коллине-

арные окружностям касания  соответст-

вующих  шаров  Данделена  при  цент-ре коллинеации в вершине  конуса  и   осях коллинеации в виде соответствую-

щих директрис этих кривых.

      Если вершину конуса удалить в бес-
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Рис. 12.17. Геометрическая модель

эллипса, его фокусов и директрис на

цилиндрической поверхности
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Рис.12.18. Прямой угол опирается

на диаметр окружности (дугу в 180()
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Рис.12.19. Угол в 45( опирается на

сторону вписанного квадрата (дугу в 90()
конечность, то его двухпольная по-верхность преобразуется в однополь-ную цилиндрическую, проецирующую две конгруэнтные окружности касания шаров Данделена на наклонную секу-щую плоскость ( в эллипс, фокусы F1, F2  и директрисы d1, d2 которого имеют такую же природу, как и у эллипса на поверхности   конуса (рис.12.17).

12.3. Конструктивные свойства

 кривых линий второго порядка

    1. Окружность. (рис.12.18—12.21,    см. также табл.1, п.1).

       1. Любой диаметр АВ окружности а является гипотенузой однопараметри-ческого множества прямоугольных тре-угольников АВС, вершинами С которых являются точки этой окружности (рис. 12.18).

       Получается, что линейный угол в 90( опирается на дугу окружности в 180( и их отношение равно 1 : 2. Окружность замечательна тем, что это отношение сохраняется для любых действительных значений этих углов. 

       В частности, линейный угол в 45( опирается на сторону вписанного ква-драта (центральный угол - 90(), в 30(,-- на сторону вписанного правильного ше-стиугольника  (т.е., на 60()   и  т.д.  (рис. 

 12.19 ).

       Отсюда общее правило: Градусная мера линейного угла, вписанного в окружность, вдвое меньше градусной меры центрального угла той дуги окружности, на которую этот линей-ный угол опирается.
       2. Медиана СО любого вписанного прямоугольного треугольника АВС раз-бивает его на два равновеликих треуго-льника, основания высот которых рас-полагаются на двух окружностях, диа-метрами которых являются половины гипотенузы АВ, т.е., радиусы данной окружности ( рис.12.20 ). Площадь пря-моугольника О1С2 вдвое меньше пло-щади ( АВС.

       3.Длина окружности, диаметром ко-торой является радиус данной окружно-сти, равна длине половины данной ок-ружности.

       4. Окружность – выпуклая гладкая кривая, обладающая центральной сим- 

метрией  её диаметрально противопо-ложных точек и осевой симметрией  её точек относительно любого диаметра.
       4. Продолжение катетов АС и ВD, AD и ВЕ двух любых исходных прямоу-гольных треугольников, вписанных в ок-ружность, до взаимного пересечения в точках 1, 2, 3, 4 образует четырёхуголь-
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Рис. 12.20. Медиана ОС треугольника АВС

разбивает его на два равновеликих треугольника АОС и ВОС.

ники С1D2 и D3E4, диагонали 12 и 34 которых всегда перпендикулярны к диа-метру АВ окружности как к общей гипо-тенузе этих треугольников (рис. 12.21).
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Рис.12. 21. Построение перпендикуляров, опущенных из точек вне окружности не её

диаметр.
       В этом легко убедиться поняв, что эти диагонали являются третьими вы-сотами образованных таким построе-нием остроугольных треугольников А1В   и А3В, две другие высоты которых яв-ляются катетами АЕ, АD, BC и BD, как бы заданными по условию.

  2.Эллипс. (рис.12.22 – 12.27, см. также табл. 1, п.2 ).
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Рис.12. 22. Конструктивные элемен-
ты эллипса
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Рис.12. 23. Подэрное преобразование окружности  в эллипс и построение его эволюты
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Рис. 12.24. Сопряженные диаметры делят сопряженные с ними хорды пополам

       1. Эллипс – замкнутая       выпуклая

гладкая кривая линия,  обладающая  од-ним центром симметрии и двумя  взаим-
но-перпендикулярными    осями  симме-

трии.

       2. Нормаль n к эллипсу в произволь-ной точке Е является биссектрисой угла между её радиусами-векторами,  прихо-дящими в эту точку.
       3. Длины радиусов-векторов для каждой точки эллипса типа 1( соответ-ственно равны расстояниям от вершин А и В эллипса до произвольной точки 1 на фокальном отрезке F1 F2.
      4. Касательная  t  к  эллипсу  в  про- извольной точке Е  перпендикулярна к соответствующей нормали и является биссектрисой угла, смежного с углом ме-жду радиусами-векторами точки Е.

Отсюда следует ПРАВИЛО: 
       Биссектрисы произвольных углов между двумя пересекающимися  прямы-

ми  всегда  взаимно перпендикулярны.
       5. Система  4-х касательных  в   вер-  шинах эллипса является описан-ным вокруг него габаритным   прямоугольником.
      6. Система 4-х касательных к эллипсу в концах двух его сопря-женных диаметров является опи-санным вокруг него параллело-граммом ( рис.12.24).

      7.Сопряженные  диаметры  де-

делят  сопряженные  с  ними   хор-

ды  пополам.

      8. Если в один из фокусов эл-липса поместить источник света   или звука, то их лучи, отражаясь от эл-липса, соберутся во втором фокусе. Это свойство эллипса используется в оптике  и  акустике.
       9. Эллипс является линией, огиба-ющей совокупность последовательных положений одной стороны прямого  ли-нейного угла, вершина которого пере-мещается по окружности, а вторая сто-рона проходит через точку F внутри круга, ограниченного  этой  окружностью 

( рис. 12.23).

       Определение 12.8.    Геометричес-
кое  место  компланарных оснований  перпендикуляров, опущенных из одной   точки  вне   кривой  линии на  прямые, касательные  к  ней,  называется  п о –

д э р о й или подошвенной линией данной  кривой  относительно   данной

точки [57].
В  данном  случае  окружность является подэрой эллипса относительно его  фо-куса F.
        10. При заданном положении фоку-са F малая ось эллипса  равна  фокаль-ной хорде окружности-подэры, проходя-щей через фокус  перпендикулярно  бо-льшой оси АВ ( рис. 12.25).
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Рис.12.25. Построение малой оси эллипса и

директрисы по заданной большой полуоси и

одному фокусу.
       11. При заданном фокусе F2 рассто-яние OL до соответственной ему дирек-трисы d2 равно длине гипотенузы ОЕ прямоугольного треугольника ОВЕ, по-добного треугольнику OF1N, один катет которого равен полуфокальному рассто-янию с, а второй – величине малой по-луоси ОС.

       12. Основание L правой директрисы d2 является точкой пересечения касате-льных t1 и t2 к окружности радиуса, рав-ного большой полуоси эллипса, в кон-цах M и N её фокальной хорды.

       Определение 12.9. Хорда окружно-сти, соединяющая точки касания к ней двух прямых, выходящих из одной точ-ки вне её, называется п о л я р о й этой точки относительно данной окружности. 

       Определение 12.10. Точка, из ко-торой проведены две касательные к данной       окружности,      называется  
п о л ю с о м   её хорды, соединящей точки касания.

       Так как все кривые второго порядка проективно-эквивалентны ( потому, что могут взаимно преобразовываться  друг 

в друга), то отношение полюсов и поляр
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Рис. 12.26. Построение точек эллипса
по его большой и малой осям
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Рис.12.27. Определение осей 
эллипса по его заданным элементам
относительно окружности сохраняется и 
относительно эллипса, параболы и ги-перболы.

    13. В силу взаимности отношения по-люсов  и    поляр   относительно   кривой

линии второго порядка основание дирек-

трисы эллипса является полюсом её фокальной хорды, которая, в свою оче-редь, является полярой основания ди-ректрисы.

       14. Фокус эллипса является полю-сом его директрисы, которая, в свою очередь, является полярой его фокуса.

       15. Эллипс, задаваемый большой и малой осями, является геометрическим местом вершин прямого угла прямоуго-льного треугольника, длина гипотенузы которого равна разности длин радиусов двух концентрических окружностей, по-строенных на этих осях, а катеты им со-ответственно параллельны (рис.12. 26). Это свойство преимущественно испо-льзуется в архитектурном черчении для построения точек эллипса по двум его осям.

       Если эллипс задаётся другими его элементами (фокусами, вершинами, ди-ректрисами, сопряженными диаметрами в различных сочетаниях), то графичес-кие способы его построения сводятся к нахождению по этим элементам его бо-льшой и малой оси.

       16. Эллипс может быть задан:

       16.1.Большой АВ и малой СD осями 

               или их половинами (рис. 12.26).

       16.2.Большой полуосью ОА и одним

               фокусом F1 ( рис.12.27, а).

       16.3.Большой полуосью ОА и одной

               директрисой d1 ( рис. 12.27, б ).

       16.4.Одной директрисой d1 и одним 

               фокусом F1 (рис. 12.27, в ).

       16.5.Одной директрисой d1 и малой 

                полуосью ОС ( рис.12.27, г ).

       16.6.Одним фокусом F1 и малой по-

               луосью ОС ( рис. 12.27, д ).

       16.7.Двумя сопряженными диамет-

                рами 12 и 34 ( рис.12.28 ).

       17. Для графического построения большой АВ и малой СD осей эллипса по его заданным сопряженным диамет-рам 12 и 34 необходимо ( рис.12.28):
       1. полудиаметр О2 повернуть на 90(, переместив точку 2 в положение точки 5;

       2. соединить точку 5 с точкой 3 и оп-

ределить середину 6  отрезка 35;       
     3. .радиусом   О6  из  точки 6  как   из

центра провести окружность до пересе-чения с прямой, определяемой точками 3 и 5, в точках 7 и 8;

      4. соединить точку О с точками 7 и 8, определив тем самым направления большой АВ и малой СD осей искомого эллипса;
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Рис. 12. 28 . Построение большой АВ и малой СD осей эллипса по его сопряженным диаметрам 12 и 34.
       5. отложить по направлению О7 ве-личину малых полуосей ОС и ОD, рав-ную отрезку 57, а больших полуосей,- равную отрезку 58 диаметра 78 вспомо-гательной окружности с центром в точ-ке 6;

      6. Построение остальных точек эл-липса производить по рис.12.26.

      3. Гипербола (рис.12.29 - 12.31,

см. также табл.1, п.3 ).

       1. Гипербола – выпуклая, гладкая, разомкнутая двухветвевая линия с од-ной действительной и одной мнимой осями симметрии, с двумя параллель-ными директрисами и с двумя пересе-кающимися прямолинейными асимпто-тами, с которыми её криволинейные ве-тви стремятся пересечься в бесконеч-ности ( рис. 12.29 ).
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Рис.12.29. Геометрическая модель гиперболы
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Рис. 12.30. Гипербола как киноперс-пективная проекция точки
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Рис. 12.31. Вид  гиперболы при 
остром угле между её асимптотами
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Рис. 12.32. Подэрное преобразование
окружности в гиперболу относитель-

но её фокуса
     2. Длины радиусов-векторов  для  ка-
ждой точки гиперболы типа М( равны расстояниям от её вершин до  соот-ветствующих точек типа М, взятых на продолжении её действительной  оси.
       3. Представляя гипер-болу как траекторию движе-ния точки, рассмотрим слу-чай её образования в резу-льтате центрального подви-жного проецирования непо-движной точки А в неизме-няемой проекционной сис-теме S - П(  [ 89].
        Здесь s – траектория   движения центра S, кото-рый занимает на ней ряд  последовательных   положе-  
ний  S1, S 2, S3, …Sn .

        Картина  П((s,  удалён-

ная от центра S на посто-янное расстояние f, переме-щается параллельно самой себе, за-нимая фронтально-проецирующие поло-жения П1, П2, П3, … Пn. Проецируя точку А из подвижного центра S на подвижную картину П(, получаем ряд точек пересе-чения проецирующих лучей с соответ-ствующими положениями картины, ко-торые, будучи соединёнными непреры-вной линией, образуют равнобокую ги-перболу как киноперспективную про-екцию точки А.
       Одной асимптотой этой гиперболы является траектория s движения цент-ра, а второй – вырожденная проекция того положения П4 картины П((, которое соответствует положению S4 центра S, проецирующего точку А параллельным ей лучом.
       Если угол между асимптотами сде-лать острым (рис.12.31), то принцип построения точек гиперболы не изме-нится.

       При этом вершины А и В гиперболы определятся в пересечении биссек-трисы острого угла между асимптотами с построенными её ветвями. Рассто-яние АВ = 2а является большой и дей-ствительной осью гиперболы, малая и мнимая ось СD = 2b, равна расстоянию между точками пересечения касатель-ных t1 и t2 в вершинах А и В с асимпто-тами. Директрисы и фокусы гипербол на рис.12.30 и 12.31 строятся по схеме рис.12.29.

      4. Касательная t  к  гиперболе  в   её

произвольной точке М является биссек-трисой угла между её  радиусами-векто-

рами F1M  и F2M.
       5. Нормаль n к гиперболе перпен-дикулярна к касательной в точке М ка-сания и является биссектрисой угла, смежного с углом между радиусами-векторами (см. рис. 12.29).

       6. Окружность, построенная на дей-ствительной оси АВ, является подэрой гиперболы относительно её фокуса F2 (или F1) ( рис. 12.32 ).

       7.При заданных фокусах F1, F2  и вершинах А и В положение директрис d1 и d2 определяется  точками пересече-ния асимптот гиперболы с окружностью, построенной на действительной оси как на диаметре.
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Рис. 12.33. Графическое построение 

эволюты гиперболы
      8. Эволютой одной ветви b гипербо-лы  является  кривая mb c точкой Ов воз-врата  первого рода  в  качестве центра кривизны  гиперболы  в вершине В как полюса вершинной хорды MN фока-льной окружности ОF1 F2 (рис.12.33).
       9. Гипербола может быть задана:
       9.1. Действительной полуосью ОА и фокусом F1 (рис.12.34, а);
       9.2. Действительной полуосью ОА и директрисой d1 ( рис. 12.34, б );
       9.3. Действительной полуосью ОА  и одной асимптотой k1 (рис. 12.34, в );

       9.4. Фокусом F1, центром О и дирек-
трисой d1 ( рис. 12.34, г );
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Рис.12.34. Различные варианты задания гиперболы

      9.5. Фокусом F1, центром О  и  одной

асимптотой k1 ( рис. 12.34, д );
      9.6. Директрисой d1, центром О и одной асимптотой  k 1( рис.12.34, е ).
      4. Парабола. ( рис.12.35, 12.36, см. также табл. 1, п.4 ).

       1. Парабола – это выпуклая, глад-кая одноветвевая разомкнутая кривая линия с одной действительной осью симметрии, одним фокусом, одной ди-ректрисой и одной несобственной точ-кой ( рис.12. 35 ).
       2. Касательная t к параболе в про-извольной точке М является биссек-трисой угла между фокальным радиу-сом FM и перпендикуляром, опущен-ным из точки М на директрису d.
       3. Нормаль n к параболе в произ-вольной точке М перпендикулярна  к  ка-
сательной t и делит угол, смежный с углом    между  фокальным  радиусом  и
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Рис. 12. 35. Геометрическая модель параболы

перпендикуляром к директрисе, попо-лам.
       4. Величина параметра р параболы или расстояния от основания D дирек-трисы d до  фокуса F  вдвое  меньше  её

фокальной хорды ВС.
       5. Основание D директрисы  d явля-

ется  полюсом  фокальной  хорды ВС,  а 

фокус F – полюсом  директрисы d  и  на-

оборот, директриса d является полярой фокуса F, а фокальная  хорда ВС – по-лярой основания D директрисы d.

       6. Главная касательная t( является подэрой параболы относительно её  фо-
куса F, что даёт возможность  её  графи-

ческого построения как  огибающей  вто-

рые стороны  прямых линейных углов, вершины  которых  инцидентны этой  ка-

сательной (рис.12.36).

       7. Эволютой параболы а является кривая ma как огибающая  последовате-

льные положения нормалей,  перпенди-

кулярных к касательным в точках их ка-сания к параболе.
       Графически точки касания   парабо-
лы ко вторым звеньям производящей ломаной являются основаниями высот треугольников,  образованных  по счету 

четными и нечетными положениями этих звеньев. Высоты  этих  треугольни-
ков определяют третьи  звенья – норма-.
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Рис.12.36  Подэрное преобразование прямой линии в параболу относительно её фокуса и построение её  эволюты
ли к параболе, которые огибают её эво-люту.

       По построению получается, что центр ОА  кривизны параболы в вер-шине А  удалён от фокуса F так  же,  как 

фокус F удалён от вершины А, а верши-

на А , -- от директрисы  d.
12.4. Золотые коники и их 
конструктивные свойства

      Словом «коники» обозначается понятие «кривые линии второго порядка», которые являются фигурами сечений конической по-верхности плоскостями различного положе-ния в пространстве.
       Определение 12.11. Золотыми назы-ваются такие коники, у которых средняя из трёх коллинейных формообразующих точек делит расстояния между крайними точками в среднем и крайнем отношении, т.е., в золотом сечении.
     К числу формообразующих точек коник относятся их вершины,  центры, фокусы и основания директрис. 

      У  параболы  вершина делит расстояния

 между  фокусом  и основанием директрисы
пополам. Поэтому парабола не может  быть

золотой.
      У эллипса  фокус,  помимо  всех  прочих 
-
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Рис. 12.37. Золотой эллипс
положений может занимать на большой  по-

луоси такое положение, которое разделит её в золотом сечении. Значит, эллипс может быть золотым.

       У гиперболы между вершиной и цент-ром располагается основание директрисы, которое, помимо всех прочих положений, может занимать положение, разделяющее действительную полуось в золотом сече-нии. Значит, гипербола может быть золо-той.

12.4.1. Золотой эллипс

 ( рис.12.37. )
       Если эксцентриситет эллипса, т.е., отно-шение длины  большой  полуоси ОА  к   рас-

стоянию от центра О до фокуса F1 выдержи-

вать  в  пропорции 1:0,618, то окажется,  что
расстояние  от вершины А  до директрисы d1
равно расстоянию от центра О до фокуса F1,
 а отношение длин  его  полуосей  выдержа-
но  в  пропорции 1: 0,786  или: ( 0,618,  про-
изводной от золотой. Необходимое для это-

го  положение фокуса F1  определяется  при

помощи  прямоугольного треугольника.  Дю-

рера, большим  катетом  которого  принима-

ется полуось АО, длина меньшего вдвое ко-роче длины этой  полуоси, а  гипотенуза  яв-

ляется диагональю двойного квадрата ((5). 

       Если от длины гипотенузы этого треуго-

льника  отнять длину его  меньшего  катета,

то длина  оставшегося отрезка   (5 – 1 опре-делит расстояние от центра до обоих  фоку-

сов. 

       Окружность радиуса,  равного   расстоя-

нию от фокуса до центра, называется  ф о –

к а л ь н о й.

       К   числу  отличительных  особенностей 

графической конструкции золотого  эллипса

относятся следующие:
      1.Отношение   сторон   прямоугольника,

описанного  вокруг  золотого   эллипса  про-

порционально  отношению  1 : 0,786 его  бо-

льшой  и  малой   полуосей. Поэтому он яв-ляется  золотым [94].

      2. Так  как  диагонали    прямоугольника,

описанного  вокруг  золотого  эллипса   пер-

пендикулярны диагоналям «фокального» прямоугольника 1234, то последний, будучи

подобным первому, также является золо-тым.

       3. Ромб АDBC, вершинами которого яв-ляются вершины золотого эллипса, состоит из 4-х прямоугольных треугольников Прей-са, длины сторон которых относятся как производные чисел золотого ряда: 0,786, 1,000, 1,272. Стороны этого ромба каса-тельны к фокальной окружности.
       4. Треугольник 103 «фокального прямо-угольника» подобен треугольнику САD, так как состоит из двух прямоугольных треу-гольников Прейса, длины сторон которых выдержаны в числах золотого ряда: 0,618, 0,786, 1,000;
       5. По своим геометрическим парамет-рам треугольники САD и 1О3 повторяют фигуру поперечного сечения пирамиды фа-раона Хеопса, что опосредованно подтвер-ждает факт проектного замысла этого уни-кального сооружения на основе золотого сечения;

      6. Четырёхугольники типа К1О2, О173, L3O4 и др., которых в этой графической конструкции несколько, состоят из 4-х тре-угольников Прейса, называемых А-ромбами Шевелёва или (Ф – ромбами  [128], стру-ктура которых кодирует информацию о «пространстве симметрии подобий», свой-ство непрерывности которых «является самым ярким символом единства формы и роста» биологических объектов. [128].
       7. В целом метрика всех графических построений подчиняется логике численных значений золотого ряда.

      Вывод: Графическая конструкция, по-рождённая желанием построить эллипс на основе золотой пропорции, является съ-гармонизированной графической компо-зицией, все структурные элементы ко-торой упорядочены по закону золотого ряда чисел и потому может служить кон-цептуальной основой для возможного ис-пользования в архитектурном и диза-йнерском проектировании.
    12.4.2. Золотая гипербола. ( рис.12.38).
       Если основание К директрисы d1 делит действительную полуось ОА гиперболы в золотом отношении т.е. АК:КО=0,382:0,618,
то расстояния от её вершин А и В до соответствующих   им  фокусов  равны  рас-
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Рис. 12.38. Золотая  гипербола
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Рис. 12.39. Композиция из золотых

                    сопряженных гипербол
стояниям от центра О до своих директрис, АF1=BF2=OL=OK=0,618,  a acимптоты  гипер-болы,   как  диагонали прямоугольника  RSHE =2a х 2b наклонены к горизонту под углами (( = 51(50(, что факти-чески соответствует углам на-клона (51(49(38,2() граней пира-миды фараона Хеопса к  плос-кости  её основания  ( см. рис. 5.90 ).

         Вывод:  Профиль   пирами-

ды фараона Хеопса в струк-туре той или иной графичес-кой конструкции является ин-дикатором её «золотого со-держания».

12.4.3.Композиция из золотых

 сопряженных гипербол  

( рис.12.39)

       Если построить гиперболу n, сопряжен-ную с гиперболой m и отнесенную к её асимптотам, то их  директрисы d1, d2, d3 и d4, пересекаясь, определят директрисный пря-моугольник ( 2а х 2b ), выдержанный в «зо-лотой пропорции» ( 2а : 2b =1,236 : 2,0) ,т.е.,  как 0,618 : 1,0. В такой же пропорции нахо-дятся стороны прямоугольника, одна из ко-торых равна расстоянию между вершинами А и В гиперболы m, а  вторая, -  расстоянию между фокусами F3 и F4  гипер-болы n, т.е., длине фокальной хорды гиперболы m.
        К числу интересных конст-руктивных особенностей таких сопряженных гипербол относят-ся  следующие:

      1. Основания К и L дирек-трис d1  и  d2   гиперболы m в  па-
ре с основаниями M и N ди-ректрис d3 и d4 задают направ-ления касательных к ветвям m1, m2 гиперболы m, точки касания к которым определяют фокаль-ные хорды этих ветвей как поля-ры, отнесенные к точкам K и L  как к полюсам;

       2. Фокальные хорды F3 ,F4 гиперболы n определяются точ-ками касания к n1, n2 прямых, задаваемых основаниями М и N  их директрис d3 , d4, а также точками 1 и 2 на её мнимой оси, удалёнными от центра на расстояния, равные величинам ОС и ОD её действи-тельных полуосей;

       3. Касательные к  ветвям n1  и n2   гипер-

болы n перпендикулярны  к её  асимптотам;

       4. Диагонали «фокально-вершинного» ромба F1CF2D находятся в золотой пропор-ции, так как CD : F1F2 = 2 : 2,236;
       5. Собственно ветви m1, m2  и n1, n2   со-пряженных гипербол m и n  являются резу-льтатом подерных преобразований окруж-ностей радиусов ОА и ОС относительно со-ответственных фокусов F1, F2  и F3, F4, и т.д.

       Внимательный анализ системы этих 2-х гипербол раскроет ещё ряд интересных конструктивных особенностей их геометри-ческой структуры, не наблюдаемых у ги-пербол с пропорциями их элементов, отлич-ными от золотой. Это даёт основание наз-вать такие сопряженные гиперболы золоты-ми.

       Определение 12.12. Две сопряженные гиперболы, директрисы которых, пересе-каясь, образуют прямоугольник с золотым отношением сторон, называются золо-тыми.
12.4.4. Композиция из золотых 

софокусных эллипса и гиперболы (рис.12.40)

.       Если эллипс ( по рис. 12.37) и гипербо-ла  ( по  рис. 12.38 )   с о ф о к у с н ы,  т.е., имеют общие фокусы, то они образуют гар-моничную геометрическую  систему с  зако-номерной структурой   конструктивных  свя-зей и отношений между их элементами.
       К числу основных изобразительных свойств этой структуры относятся следую-щие:

       1. Софокусные эллипс и гипербола «взаимно-перпендикулярны», т.е., ортого-нально сопряжены, так как в точках их пере-сечения M, N, P и Q касательные к одной линии являются нормалями к другой и нао-борот;

       2. Ортогональная сопряженность элли-пса и гиперболы определяет ортогональ-ную сопряженность их конструктивных эле-ментов: вершин, фокусов и оснований ди-ректрис. Это значит, что эти точки являются концами тождественно-расположенных на горизонтальной оси K( O L( гипотенуз пря-моугольных треугольников, прямые углы ко-торых инцидентны вертикальной оси СОD. В частности:

       2.1. Директрисы эллипса и гиперболы соответственны в ортогональном сопряже-нии, так как их основания являются раз-ными полюсами одних и тех же поляр,-- об-щих фокальных хорд  MN  и PQ ;
       2.2. Вершинам А и В  эллипса ортого-нально сопряжены (соответствуют) фокусы F1 и F2  гиперболы и  наоборот,  вершинам А 

и В гиперболы соответствуют фокусы F1  и F2  эллипса;

       2.3.Точки М, N, P и Q  пересечения софокусных гиперболы и эллипса явля-ются вершинами квадрата со сторонами, равными их фокальным хордам;

       2.4. Центральный прямоугольник, длин-ные стороны которого совпадают с дирек-трисами d1  и d2 гиперболы, а короткие друг
от друга на расстояние между её вершинами А и В, является золо-тым, так как он выдержан в пропор-ции 1,236 : 2 или 0,618 : 1,000;

       2.5. Все прямоугольники данной структуры, диагонали которых па-раллельны или соответственно пер-пендикулярны диагоналям центра-льного золотого прямоугольника, яв-ляются золотыми;

       2.6. Отношения диагоналей ром-бов, образованных касательными как к гиперболе, так  и  к эллипсу, являются золотыми, и др.

       Эти свойства дают основания назвать всю геометро-графическую композицию из софокусных гипербо-лы и эллипса золотой, так как она приводит в закономерное гармонич-ное расположение различные точки, прямые, прямоугольники, ромбы, ок-ружности, эллипс и гиперболу.
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Рис. 12.40. Композиция из  софокусных  золотых
                   эллипса и гиперболы
12.5. Графические модели плоских кривых линий и их изобразительные свойства
       Если  изображению подлежит плос-кая кривая линия, то  все  её  конструк-тивные элементы компланарны и поэ-тому на построение её ортогональных проекций распространяются все прави-ла построения проекций плоских фигур.
Вполне очевидно,  что от  особенностей
положения линии в пространстве   зави-

сят изобразительные свойства  её  орто-

гональных  проекций.
       Как  и  любая  плоская фигура,   пло-ская кривая  линия  может занимать в пространстве общее положение и  два  вида частных, т.е., проецирующие и уровня.
       Особенности,  отличающие  изобра-

зительные свойства проекций плоских кривых от проекций иных плоских фигур

определяются особенностями их струк-тур.
12.5.1. Изобразительные свойства ортогональных проекций окружности
1. Плоскость кривизны окружности в

положении плоскостей уровня
(рис.12.41) 
        1.а || П1 ( а2 (О1 О2 ,  а1 = | a |;

   2. b || П2  ( b1 (O1 O2 ,  b2 = | b | ;
        3. c || П3  ( с1 ( О1 О2 ( с2, с3 = | c |.

Общее ПРАВИЛО 1:   Если плоскость

кривизны  окружности  занимает    то

или  иное  положение  плоскости уров-

ня,  то   проекция   окружности  на  ту

плоскость проекций  по  отношению  к
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Рис. 12.41. Изобразительные свойства ортогональных проекций окружности в положениях плоскостей уровня

	[image: image47.png]





Рис. 12.42. Изобразительные свойства ортогональных проекций окружностей  в проецирующих положений
которой она не параллельна, есть пря-мая линия, перпендикулярная к соот-ветствующей линии связи, а проекция на параллельную ей плоскость проекций - окружность, конгруэнтная данной.
2. Плоскость кривизны окружности в проецирующих положениях
( рис. 12.42)
1. (((а) (П1 ( а1  ( (1,  а2 – эллипс;
    А2В2 ( А2 А1 = | AB |;   C2D2 ( A2 B2 ,

2. (((b) (П2 ( b2 ( (2,  b1 – эллипс;
    А1 В1 ( А2 А1 = | AB |;   C1D1 ( A1 B1 ,

3. (( (c)(П3 ( с3  ( (3, с1, с2-эллипсы;
   А2В2 ( А3 А2 = А1В1 = |AB|; C2D2 ( C1D1.
Общее ПРАВИЛО 2:   Если   плоскость

кривизны окружности занимает то или иное проецирующее положение, то на перпендикулярные к ней   плоскости 

проекций она вырождается   в  наклон-

ные отрезки прямых, а на непарал-лельные к ней плоскости проекций, - в эллипсы, большие оси которых сов-падают с направлениями соответст-вующих линий связи и их длины равны величинам диаметров окружности, а малые оси перпендикулярны к большим в их серединах, и их длины равны про-изведению длин больших осей на косинус угла наклона плоскости кривизны окружности к  
той  плоскости  проекций, на которую она проецируется в эллипс.
      Графическим признаком того, что на рис.12.42. изображены окружности, а не эллипсы,  является  равенство  длин  их вырожденных   проекций  длинам  боль-
больших осей их проекций – эллипсов.
3. Плоскость кривизны  окружности
 в общем положении 

(рис.12.43)
        Так как плоскость общего положе-ния не параллельна и не перпенди-кулярна ни к одной из плоскостей про-екций, то ни одна из проекций принад-лежащей ей окружности не является ни окружностью,  ни прямой линией.
       Отсюда следует вывод: Ортого-нальные проекции окружности, плоско-сть кривизны которой занимает в пространстве общее положение, явля-
ются эллипсами.

Пример 1. Построить комплексный чертёж окружности m радиуса R, при-надлежащей плоскости (( f ( h ) ( рис. 12.43 ).
Анализ условия:

       1. Плоскость  кривизны  окружности
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Рис. 12. 43. Изобразительные свойства ортогональных проекций окружности в общем положении
общего положения задана линиями уровня, с которыми совпадают два  её  разных диаметра, параллельных  П1 и П2  и поэтому их проекции на эти  пло-скости являются большими осями иско-мых  эллипсов.

      2.Так как направления f  и h  не  вза-
имно перпендикулярны, то проекции от
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Рис.12.44 Изобразительные свойства ортогональных проекций эллипсов в положениях плоскостей уровня

Рис. 12.45 Изобразительные свойства ортогональных проекций эллипса в проецирующих положениях
ложенных по ним диаметров не являют-
	ся  сопряженными  диаметрами,  а поэ-тому для построения  малых   осей  эл-  липсов-проекций  схема  рис. 12.28  не-приемлема.

       3. Решение задачи сводится к гра-фическому построению малых осей эллипсов горизонтальной и фронталь-ной проекций данной окружности.

Решение:

Построение малой оси эллипса  го-ризонтальной проекции окружности.

       1. 1, 2 ( h;   01 = 02 = R;
           0111 = 01 21 = R;   12 , 22 ( h2 
       2. 3, 4 ( f;                03 = 04 = R;
           0232 = 0242 = R;      31 , 41 ( f1 .
       3. 11, 21 (h11 ( R = 01 11  = 01 21 );
       4. 41 ((1 ( h1;      411 = (1  ( a 11;

           4101 = R;            411 01 = | R |;

       5. 01 ((1 || (1 ;        511 = (1 ( m11;
       6.  511 ( b11|| 411 01;  51 = b1. ( (1;
       7.  61 ( b1 || 01 41;      
                         51 01 = 0181;
       51 81  - искомая  малая ось  эл-липса  горизонтальной  проекции окружности.
Построение малой оси эллипса фронтальной проекции окружности

       1. 3242 ( f 12 ( R = 0232 = 02 42);

       2. 12 ( e2 ( f2;    112 = e 2 ( m12;
       3. 112  02 = | R |;

       4. 12 ( q2 || 32 42;    92 = q 2 ( 112 02; 

       5. 0292 – величина искомой малой
полуоси;
       6. 02 ( р2(f2;  02102 = 02 112 – иско-.
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мая малая полуось эллипса фронталь-ной проекции окружности.
      Имея значения  и положение на ком-

плексном чертеже больших и малых осей эллипсов искомых ортогональных проекций окружности в плоскости об-щего положения, следует строить эти эллипсы по  схеме рис.12.26.
12.5.2. Изобразительные

cвойства ортогональных проекций эллипса
Плоскость кривизны эллипса в положении плоскостей уровня

(рис. 12.44)

1. ( ( (a || П1) = ((2 ( а2) ( А2А1,  а1 =|a|;

2. ( ( (b || П2) = ((1 ( b1) ( A2A1,  b2 =|b|;

3. (  ( (c|| П3 ) = (1 ( с1( А1А2 ((2(с2;
с3 = | c |.

Общее ПРАВИЛО 3:  Если данный   эл-

липс расположен в той или иной плос-кости уровня, то одна из его проек-ций,- прямая линия, перпендикулярная к соответствующей линии связи, а вто-рая,- эллипс, конгруэнтный данному.

Плоскость кривизны эллипса в

проецирующих положениях (рис.12.45)
1. ( ( (а ( П1) ( (1 ( а1 ;    а2 --эллипс;
2. ( (  ( b( П2) ( (2 ( b2 ;   b1 – эллипс;
3.  ( ( (с( П3 ) ( (3 ( с3; с2,с3 –эллипсы.
Общее ПРАВИЛО 4. 1. Если плоскость кривизны эллипса занимает то или иное проецирующее положение, то од-на его проекция, - прямая  линия,  совпа-
дающая с вырожденной проекцией этой плоскости, а вторая – эллипс, положе-ние осей которого определяется на-ложенными условиями;
    2. Если  малая  ось  эллипса, - проеци-

рующая линия плоскости его кривизны, а большая ось, как линия её наиболь-шего уклона, наклонена так, что прое-цируется в размер малой оси,  то прое- 
кцией такого эллипса будет окруж-ность ( рис.12.45, б).

Плоскость кривизны эллипса в

общем положении (рис.12.46)
      Ортогональная проекция  эллипса в общем случае является эллипсом, ибо изображаемый эллипс, располагаясь в пространстве произвольно,  определяет

поверхность проецирующего эллиптиче-
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	Рис. 12.46. Изобразительные свойства

    ортогональных проекций эллипса
      в плоскости общего положения
[image: image52.png]



Рис. 12.47. Изобразительные свойства

   ортогональных проекций эллипса, од-

на из которых является окружностью
ского цилиндра, основание которого является эллипсом.

       Так как точки основания поверх-ности такого цилиндра соответствен-ны точкам всех его возможных плоских сечений, лежащих на параллельных образующих, то фигуры этих сечений  соответственны в перспективно-аф-финной коллинеации наперед задан-ной фигуре основания. Поэтому конст-руктивный аппарат установления род-ства между ортогональными проекци-ями эллипса общего положения наибо-лее рационален.
       Пример 2.  По      горизонтальной

 проекции m1 эллипса m, лежащего в плоскости ( (а ( b) общего положе-ния, построить его фронтальную проекцию  (рис.12.46).
Решение этой задачи основано на гра-фическом моделировании условий ком-планарности точек и линий по графи-ческим законам теоремы Дезарга для случая, когда центр соответствия уда-лён в бесконечность.

       Известно, что гомология задаётся центром (S ( ), осью s0 и парой гомоло-гичных точек (О1, О2) или двумя парами гомологичных прямых.
       В данном случае ось гомологии не задана и строится по точкам пересе-чения разноименных проекций прямых а и b, задающих плоскость (. Проме-жуточные точки искомой проекции строятся по графическому алгоритму теоремы Дезарга, а направление её большой и малой осей, - при помощи окружности, центр О которой является точкой пересечения перпендикуляра к середине линии связи О1 О2  с осью s0, а радиус равен расстояниям от О до О1 или О2. 

       Если  заданная  проекция  эллипса

лежащего в плоскости общего положе-ния, будет окружностью, то вторая обя-зательно будет эллипсом, построение которого приведено на рис. 12.47,  ана-логичном рис. 12.46.

12.5.3.Изобразительные свойства ортогональных проекций гиперболы (рис.12.48)
      Так как основными конструктив-ными элементами гиперболы являются её асимптоты,  как  диагонали  прямого- 

льника 2а ( 2b, образованные  действи-


тельной АВ и мнимой СD осями (см. рис.12.29), то их ортогональные проек-ции определяют возможность построе-ния соответствующих проекций её кри-волинейных ветвей.
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Рис. 12.48. Изобразительные свойства 
ортогональных проекций гиперболы
 в плоскости общего положения
       Рассмотрим общий случай. Пусть плоскость кривизны гиперболы занима-ет общее положение, заданное проек-циями прямоугольника 2а ( 2b (рис. 12.48)

       Диагонали проекций этого прямо-угольника определяют соответствую-щие проекции асимптот искомой гипер-болы, а прямые, соединяющие середи-ны их сторон, - проекции её осей.

       Для построения проекций ветвей гиперболы следует применить аппарат центрального подвижного проециро-вания (см. рис.12.28, 12.29). В качестве изображаемой следует взять точку М  посередине  стороны равной 2b.   Проек-
ции этой точки не является проекциями вершин   проекций   ветвей   гиперболы, так  как  проекции  прямоугольника 2а  х

( 2b являются параллелограммами.

       Проецируя   проекции  точки М   из последовательных положений центра S на проекциях одной из асимптот на соответствующие  положения  проекций

картины  П(,  параллельные  проекциям
второй асимптоты, получаем   ортогона-

льные проекции гиперболы в плоскости
общего положения.
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Рис. 12.49.  Изобразительные свойства   

   ортогональных проекций параболы
       Вывод: Ортогональные проекции гиперболы, плоскость кривизны кото-рой занимает в пространстве общее положение, являются гиперболами, ко-торые не конгруэнтны изображаемой.    Каждая из них имеет  свои  конструкт-
тивные элементы ( оси, фокусы, вер-шины и директрисы), положение кото-рых определяются на комплексном че-ртеже графически (см. рис.12.34 а-д, 12.48.).
12.5.4. Изобразительные свойства ортогональных проекций параболы.
( рис.12.49 )
       К числу конструктивных элементов параболы относятся ось і, фокус F, директриса d и пара   касательных,   прове-денных к ней из внешней точки K.

       Рассмотрим общий слу-чай, когда плоскость кривиз-ны параболы занимает об-щее положение и задана  проекциями равнобедренно-го треугольника MNK, ос-нование МN которого явля-ется произвольная хорда  параболы, а сторонами, - ка-сательные к ней, пересека-ющиеся в вершине К (рис. 12.49).
         Известно,  что  кривая  второго   порядка  является гладкой   линией,    огибаю- щей свои  касательные.

    Определение 12.14. Сис-тема компланарных пря-мых, касательных к кривой линии второго порядка, называется пучком прямых второго порядка.
       Если, имея две касательные прямые, построить на их основе пучок прямых второго порядка, то линией, огибающей лучи этого пучка, будет парабола.

       Для  построения  такого  пучка  необ-
ходимо установить конструктивное со-ответствие  между  точками  двух   рядов

KM и KN,  для  чего эти  отрезки   следует   

разбить на равное количество   одинако-

вых частей точками 1, 2,…7 как показано

на  рис.12.49.

       Соединив соответственные точки, получим две проекции искомых пучков касательных 2-го порядка. Кривые линии а1 и а2, огибающие проекции этих пучков, будут искомыми ортогональными проек-циями  параболы.

       Если соединить проекции К1 и К2  то-чки К с проекциями Е1 и Е2  середины Е       хорды MN, то определятся проекции  оси 
 ЕК  ( i )  параболы.  Пересечение  і2  с а2   
определяет фронтальную проекцию А2 вершины  А параболы  а,  аналогично  А1
определяется в пересечении і1  с  а1.

       Проекции t1 и t2 главной касательной t  проходят через одноименные проекции
вершины А параллельно проекциям хор-ды MN параболы а.
       Для того, чтобы построить ортогона-льные проекции фокуса F и директрисы  d  следует обратить внимание на то, что  построенные проекции і1 и і2 оси пара-болы а не являються осями её построен-ных проекций а1 и а2, которые также являються параболами, но иных конст--руктивних характеристик. Каждая из них имеет свою вершину, ось, главную каса-тельную и директрису. При этом, постро-енные для каждой проекции в отдельно-сти, они характеризуют их внутреннюю геометрию, но не изображают искомых фокуса и директрисы параболы а, хотя в пределах каждой проекции между ними существует  родственное   соответствие.
 Поэтому обозначения искомых элемен-тов горизонтальной проекции а1 как са-мостоятельной параболы, будем сопро-вождать одним штрихом, а фронтальных – двумя штрихами.
       Для построения вершин А( и А( па-рабол а1 и а2 достаточно провести глав-ные касательные t( и t( к а1 и а2 пер-пендикулярные к проекциям К1Е1 и К2Е2 их осей. Точки касания будут искомыми вершинами проекций а1 и а2  параболы, через которые пройдут оси этих проек-ций, параллельные проекциям і1 и і2. 
      Для построения фокусов F( и F( про-екций а1 и а2 воспользуемся ролью глав-ных касательных t( и t( как их подэр относительно их фокусов. В итоге фокус 

F( ветви а1 строится в пересечении оси і( с перпендикуляром в касательной К1N1 из точки её пересечения с касательной t(, а F( -аналогично, в пересечении оси і( с перпендикуляром из точки пересече-ния касательной М2К2  с t( .
        Соединив А1 с А( и А 2 с А(, опреде-ляем для каждой проекции  направление
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	Рис. 12.50. Геометрическая модель

   цилиндрической винтовой линии



родства, параллельно которому по F(  на  і1 строим  F1, а по F( строим на і2  - F2.
       Директрисы d( и d( проекций а1 и а2 отстоят от вершин А( и А ( на расстоя-ния, равные расстояниям от этих вер-шин до своих фокусов, равно как проек-ции d1  и d2 директрисы d  отстоят от  А1 и А2  по і1 и і2  на расстояния от них до соответствующих  фокусов F1 и F2. 

       Углы между проекциями осей и глав-ных касательных не прямые потому, что плоскость кривизны изображаемой па-раболы занимает в пространстве общее положение.
12.6. Геометрические модели

некоторых пространственных кривых и их конструктивные свойства
12.6.1. Цилиндрическая  винтовая  линия  ( гелиса ) ( рис12.50 )
       Определение 12.15. Цилиндрической винтовой  линией  называется  траектория 
движения образующей точки А, которая вращается вокруг прямой и перемещается вдоль неё пропорционально угловому сме-щению .

       Цилиндрическая винтовая линия прина-длежит поверхности прямого кругового цили-ндра. Высота, на которую поднимается или расстояние, на которое перемещается обра-зующая точка вдоль оси цилиндра за один оборот, называется  шагом  винта.
       Гелиса является линией одинакового уклона. Это значит, что полукасательные в её точках одинаково наклонены к  плоскости основания цилиндра под углом (( и скрещи-ваются с его осью под постоянным углом ((. То же можно сказать и о бинормалях b, пер-пендикулярных к равнонаклонённым полука-сательным t.
      Если взять на оси цилиндра какую-либо   точку К и через неё  провести прямые, после-
довательно  параллельные как  полукасате-льным, так и  бинормалям, то образуются две    соосные конические поверхности, которые называются направляющими конусами  полу-касательных  и биномалей.   
        Что касается нормалей n, то они, будучи перпендикулярными к вертикальным спрям-ляющим плоскостям полукасательных и би-нормалей, горизонтальны и пересекают ось цилиндра под прямым углом.

       Будучи горизонтальными, нормали яв-ляются горизонталями соприкасающихся плоскостей, пересекающих ось цилиндра под постоянным углом ((, а его поверхность,- по конгруэнтным эллипсам. При этом точки ге-лисы как вершины сопровождающего трех-гранника Френе, являются концами малых осей эллипсов сечений цилиндра соприкаса-ющимися плоскостями. Эти эллипсы в кон-цах малых осей минимально искривлены, а значит, радиусы кривизны в них будут макси-мальными, бо(льшими, чем радиус основа-ния цилиндра.

       Отсюда следует, что геометрическим ме-
стом центров кривизн или эволютой ци-линдрической винторой линии а является цилиндрическая винтовая  линия  е,  радиус цилиндрической поверхности которой равен
разности   величины   постоянного   радиуса 
кривизны линии-эвольвенты а и радиуса цилиндрической поверхности Ф, которой эта линия принадлежит. На рис. 12.50 эволюта е  условно не показана. 
12.6.2. Коническая винтовая линия (рис.12.51)

      Определение 12.16. Конической винто-вой линией называется траектория движе-ния образующей точки, которая переме-щается по образующей поверхности конуса вращения от его вершины пропорциональ-но угловому смещению этой образующей при её вращении вокруг оси конуса.
       Прямая t, касательная к линии а в точке А является гипотенузой прямоугольного тре-угольника А А1 В, общим катетом которого является участок образующей конуса от точки А до точки  А1  на его основании, а вто-
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Рис. 12. 51. Геометрическая модель конической винтовой линии
рой катет равен  длине  дуги   окружности  ос-  основания  конуса  от  точки  N  начала  линии а  на ней до точки А. 

    Касательная t, подкасательная t1  и  образу-
ющая l определяют спрямляющую плоскость
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      Рис. 12.52. Геометрическая модель

    закономерных линий, принадлежащих 
          сферической  поверхности
(, наклонённую к плоскости основания кону-- са под постоянным углом ((.
        Бинормаль  b  перпендикулярна  к  каса-

тельной t и принадлежит плоскости (.

         Нормаль n (( пересекает ось  конуса і               под углом (( и в паре с  касательной t  опре-
деляет соприкасающуюся плоскость (, пере-секающую поверхность конуса по  эллипсам

с различными значениями большой и малой
осей. Это значит, что радиусы кривизн в  то-чках  конической винтовой  линии как  в  вер-
  шинах сопровождающего трехгранника Фре-
не, не равны расстояниям до оси вращения и поэтому  в  своей  совокупности центры кривизн в этих точках образуют эволюту конического винта в виде конической гели-сы. Эта эволюта лежит на своей «эволют-ной» конической поверхности, соосной с данной «эвольвентной» поверхностью Ф.
         Радиус её произвольной параллели равен расстоянию до оси вращения точки, удалённой по нормали n на величину раз-ности радиуса кривизны основания нормали и расстояния от этого основания до оси вращения конической поверхности Ф.
12.6.3. Сферическая  винтовая  линия (рис.13.52)

       Определение 12.17. Линия, принадле-жащая сферической поверхности и состав-ляющая постоянный угол с её меридиана-ми, называется локсодромией и является сферической винтовой линией.
         Сфера замечательна тем, что все нор-мали  к ней проходят через её центр. Это значит, что любая соприкасающаяся плос-кость (, определяемая нормалью n и  каса-тельной t, пересечет сферу по окружности большого  круга  радиуса R.
        Отсюда следует, что величина криви-зны  сферической поверхности в любой её  точке на любой линии есть величина  пос-тоянная, равная обратному значению её радиуса.
       Так как это значение положительно, то сфера является поверхностью постоянной положительной кривизны, а эволютой лю-бой принадлежащей ей линии будет точка О, - её центр.
      Постоянство угла между локсодромией и  меридианами  сферы  определяет посто-янство  углов наклона касательной t и бино-рмали b к линии пересечения  спрямляющей плоскости ( с плоскостью экватора сферы.

       Локсодромия применяется в морской и  воздушной  навигации. Двигаясь  по   ней  из

начального пункта в конечный, судно при—держивается  постоянного     курса    относи-

тельно  магнитных  меридианов ( при  помо-

щи компаса.)

      Определение 12.18. Линия  на  поверх-ности сферы,   соединяющая   две   любые 
точки по окружности большого круга, на-зывается ортодоромией или брахисто-хроной и является  геодезической  (см. рис. 12.55 ).
       Определение 12.19. Линия на сфери-ческой поверхности, касательные к ко-торой равнонаклонены к плоскости её экватора, называется линией одинаково-го ската или откоса ( см. рис. 12.56).
12.7. Графические модели некоторых пространственных кривых и их изобразительные свойства
12.7.1  Комплексный чертёж цилиндрической винтовой линии
(рис.12.53)
       Так как цилиндрическая винтовая линия а принадлежит поверхности фронтально-проецирующего цилиндра Ф, то её фронта-льная проекция а2 совпадает с вырожден-ной в окружность проекцией Ф2 этой поверх-ности, а её горизонтальная проекция а1, по-строение которой графически моделирует процесс её образования, представляет собой один период синусоиды.

       Цилиндрическая винтовая линия явля-ется пространственной кривой одинакового ската, так как касательные во всех её точках равнонаклонены к плоскости основания её цилиндра.

       Отсюда следует, что на прямоугольнике развертки боковой поверхности цилиндра Ф винтовая линия будет выглядеть как его ди-агональ или гипотенуза прямоугольного тре-угольника, длина прилежащего катета кото-рого равна длине окружности основания цилиндра, а противолежащий катет равен шагу винта.

      Угол (( между гипотенузой этого треу-гольника и прилежащим катетом называется углом подъёма винта, а длина гипотенузы называется витком цилиндрической гелисы.

         Так как сечения цилиндра Ф соприка-сающимися плоскостями есть конгруэнтные эллипсы, то, определив для одного из них значение  радиусов А0ОА  и В0ОВ   в точках А и В как концах его малой оси,  откладываем эти значения на П2 по радиальным напра-влениям от точек  проекции а2 и получаем фронтальную проекцию е2 эволюты гелисы в виде окружности 

       Горизонтальная проекция е1  этой линии   является  синусоидой,   ортогонально  сопря-

женной с синусоидой а1, так  как  в точках А1 и 41  их пересечения  проекция b1  бинормали
b,  перпендикулярная к t1, является  карате-льной к е1   и наоборот.

          Правила графического моделирования 

цилиндрических винтовых линий  применя- ются  при проектировании различного  вида 
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Рис.12.53. Графическая модель цилиндрической винтовой линии
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Рис.12.54. Графическая модель конической винтовой линии
12.7.2. Комплексный чертёж конической винтовой линии (рис. 12.54)
 Принцип построения чертежа конической винтовой линии остаётся таким же, как и цилиндрической винтовой линии.

       В результате её горизонтальной проек-цией является спираль Архимеда, а фрон-тальной – «затухающая синусо-ида»(рис.12.54).

       На развёртке Ф0 поверхнос-ти   конуса Ф  коническая гелиса 
выглядит как дуга спирали Ар-химеда, так как, начиная от вер-шины, каждая последующая её точка смещается относительно предыдущей на постоянную ве-личину в 1/12 часть длины об-разующей, последовательные положения которой смещаются при этом на 1/12 часть длины окружности основания.

       Если на развертке поверх-ности конуса вычертить логами-фмическую спираль b0, пересе-кающую развертки образующих под постоянным углом ((, а затем свернуть развёртку в коническую поверхность, то эта спираль преобразуется в кони-ческую винтовую линию одина-кового ската. 
       Горизонтальной проекцией этой линии будет логарифмическая спираль, а фронтальной – затухающая синусоида.

       Конические гелисы применяются при проектировании различных шнеков, буров, режущих инструментов, шурупов и др.

Комплексные чертежи пространственных кривых линий на сферических поверхностях

12.7.3. Комплексный чертёж локсодромии

(рис. 12.55)

       Графическое моделирование локсо-дромии или сферической винтовой линии следует начинать с построения её го-ризонтальной проекции в виде логариф-мической спирали вида: [ 6]
                     ( = tg(( ln (,
        ( - радиус-вектор спирали,

        ( - долгота точки на сфере (считая

              от какого-либо начального мери- 

              диана);

         ( - заданный угол между локсодро-

              мией и меридианами.
       Фронтальную проекцию локсодромии следует строить на основе правил  графи-

    ческого моделирования  отношения  
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Рис. 12.55. Графическая модель сферической винтовой линии (локсодромии)
принадежности её точек к сферической поверхности. Представляет собой затуха-ющую к полюсам сферы кривую линию типа синусоиды.

        Так как ортодромия или брахистохро-на является дугой окружности большого круга, то её ортогональными проекциями будут дуги эллипсов ( см. п.12.5.2). 
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   Рис.12.56. Геометрическая модель

сферической линии одинакового ската

на полусфере
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Рис.12.57. Графическая модель сферической линии одинакового ската
12.7.4. Комплексный чертёж сферической линии одинакового ската

(рис.12.57)
       Графическое моделирование этой ли-нии (см. определение12.19, рис. 12.56) следует начинать с пост-роения её горизонтальной про-екции а1, представляющей со-бой рулетту - эпициклоиду (см рис.12.10), образующая точка которой расположена на под-вижной окружности-центроиде, радиус которой в три раза ме-ньше радиуса неподвижной центроиды.

       Фронтальная проекция а2 этой линии строится на основе правил графического моделирования отно-шения принадлежности её точек к сфериче-ской поверхности.
       В произвольной точке А ли-нии а одинакового ската нор-маль n имеет радиальное на-правление, а взаимно-перпен-дикулярные касательная t и би-нормаль b, продолженные до пересечения с плоскостью П1, образуют равнобедренный тре-угольник АВС спрямляющей плоскости (. 

        Линия одинакового ската сферы может быть принята за ребро возврата некоторой тор-совой поверхности, образующи-ми которой являются каратель-ные t.
В о п р о с ы

д л я    п о в т о р е н и я:

    1. Что называется кривой ли-нией?

    2. Каков принцип образования кривой линии?

    3. Какие кривые линии называются глад-кими?

    4. Какими бывают особые точки кривых линий? 

    5. Какие линии называются касатель-ными и нормалями данной кривой линии?

    6. Что такое кривизна кривой?

    7. Какая линия называется эволютой дан- ной кривой и как она образуется?

    8. Какие  прямые  и  плоскости  образуют

сопровождающий трёхгранник Френе для данной пространственной кривой?

    9. Каковы системные определения окру-жности, эллипса, параболы и гиперболы?

10. Какие кривые линии называются ру-леттами?

    11. Какова конструктивная пространст-венная природа фокусов и директрис-элли-псов, гипербол  и  парабол? 

    12. Каковы основные конструктивные свойства окружности, эллипса, гиперболы и параболы?

    13. Какая линия называется подэрой дан-ной кривой относительно данной точки?

    14. Какие точка и прямая относительно окружности называются соответственно по-люсом и полярой?

    15. Какими конструктивными элемента-ми  и как может быть задан эллипс?

    16. При каких условиях эллипс можно назвать «золотым» и каковы его конструк-тивные свойства?

    17. Как образовать гиперболу аппаратом центрального подвижного проецирования?

    18. Как образовать эллипс и гиперболу при помощи подэры?

    19. При каких условиях гиперболу можно назвать «золотой» и каковы её конструк-тивные свойства?

    20. Каковы конструктивные свойства гра-фических композиций из золотых сопряжен-ных гипербол и золотых софокусных эллип-са и  гиперболы?

    21 .Какими конструктивными элемен-тами и как может быть задана гипербола?

    22. При помощи какой подэры можно одновременно построить параболу и её эволюту?

    23. Каковы изобразительные свойства ортогональных проекций окружности, элли-пса, гиперболы и параболы различных по-ложений в пространстве?

    24. Какая линия называется цилиндри-ческой винтовой и каковы её конструк-тивные свойства?

    25. Какая линия называется конической винтовой и каковы её конструктивные свойства?

    26.Что собою представляют эволюты ци-линдрической и конической винтовых ли-ний?

    27. Какие линии на сфере называются её параллелями, меридианами, ортодромией и локсодромией?

    28. Каковы изобразительные свойства ортогональных проекций цилиндрической и конической винтовых линий?

    29. Каковы изобразительные свойства ортогональных проекций локсодромии и сферической линии одинакового ската?
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