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Глава 11. МЕТРИЧЕСКИЕ ЗАДАЧИ НА ОПРЕДЕЛЕНИЕ РАССТОЯНИЙ, УГЛОВ И ПЛОЩАДЕЙ И ИХ 

ГРАФИЧЕСКИЕ РЕШЕНИЯ
11.1. Понятие о метрических задачах
     Определение 11.1. Метрическими называются задачи на определение натуральных значений тех или иных метрических характеристик геомет-рических объектов по их ортогональ-ным проекциям или наоборот, на пос-троение ортогональных проекций та-ких объектов пространства, метри-ческие характеристики которых на-перед заданы.
       Из этого определения следует, что метрические задачи бывают прямыми и обратными.
       Под метрическими характеристика-ми геометрических объектов понимают-ся их количественные меры.
       Нульмерная точка внутренней мет-рики не имеет. Её положение в простра-нстве определяется внешней метрикой трёх её декартовых координат относи-тельно их начала.

       Одномерная  прямая линия облада-ет протяженностью в одном направле-нии и различной степенью наклонённо-сти к плоскостям проекций или уклоном.
Отрезок  прямой  линии имеет  длину  и

значения углов наклона к П1 и  П2.
      Двумерная плоскость обладает про-тяженностью   в  двух   направлениях  и 
различной степенью её наклонённости к плоскостям проекций П1 и П2.

       Плоская  фигура  имеет площадь  и 

меры  её  конструктивных  элементов, --

	№

п/п
	Элементы

пространства

и их системы
	Внутренняя метрика
	Внешняя

метрика

	1.
	Точка 

А
	--
	Координаты

xA , уA , zA

	2.
	Две точки

А и В
	Расстояние | AB |
	A ( x,y,z ),

B ( x(, y(, z( )

	3.
	Прямая

а
	Протяженность
	(а Н а1 =((
или(а F a2 = ((

	4.
	А ( а
	| AH |  или  | AF |
	(a H a1  = ((
или (a F a2 = ((

	5
	А, В, ( а
	| AB |; | AH |; | AF |; | BH |; | BF |
	( a H a1  = ((
или(a F a2(((


расстояния между её точками и парал-лельными    прямыми,   линейные   углы 
между её сторонами, величины углов её наклона  к  плоскостям  проекций.
       Так как любой геометрический объ-ект является системой, то следует раз-личать метрику его структуры (т.е., вну-треннюю метрику) и метрику его поло-жения в пространстве ( т.е., внешнюю метрику).

       Определение 11.2.Внутренней ме-трикой геометрического объекта на-зывается  совокупность   количествен-

ных мер его структурных элементов и их взаимного расположения.

       Определение 11.3. Внешней мет-рикой геометрического объекта  назы-

вается совокупность количественных мер его положения относительно на-перед заданной системы отнесения.

       В данном случае под системой от-несения следует понимать три взаимно-перпендикулярные плоскости проекций П1, П2 и П3, попарно пересекающиеся по трём взаимно-перпендикулярным осям проекций х12, y13, и z23, проградуиро-ванным метрически равными едини-цами измерения (в архитектурном и ди-зайнерском проектировании – милли-метрами ). При этом за начало отсчета этих единиц принимается тройная точка О123 пересечения как плоскостей проек-ций, так и осей проекций.

       Анализ определений 11. 2 и 11.3 по-казывает, что внутренняя и внешняя метрики объекта метризуют его пози-, ционные свойства,  т.е., выступают как количественные характеристики его качества. ( рис.11.1)
Рис. 11.1.  Таблица метрических
характеристик  элементов

пространства и их простейших

систем (окончание)

	6.


	Отрезок АВ
прямой а
	| AB |
	(AB(A1B1 = ((
(АВ ( А2В2 ( ((

	7.
	A, a
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       (а F а2  ( ((;
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	11.
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	15.
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	16.
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      Для того, чтобы по ортогональным проекциям того или иного объекта оп-ределить те или иные его метрические характеристики, необходимо, чтобы эти проекции непосредственно содержали в себе необходимую метрическую инфор-мацию.

       Рассмотрение метрического содер-жания изобразительных свойств проек-ций прямых линий и плоских фигур  (см.

п.п. 9.3, 9.4) показывает, что такую ин-формацию непосредственно содержат в себе ортогональные проекции прямых и плоскостей частного положения.

       Утверждение 11.1. Если в условие прямой метрической задачи входят проекции прямой линии или плоской фигуры частного положения (уровня или проецирующего), то соответст-вующая метрическая информация со-держится непосредственно в соот-ветствующих проекциях этих элемен-

тов и собственно  решение  такой  за-

дачи сводится к снятию  этой  инфор-
мации без совершения каких бы  то  ни

было графических операций.

       Утверждение 11.2. Если в условии прямой метрической задачи входят проекции прямой линии или плоской фигуры общего положения, то для её решения необходимо преобразовать эти проекции в проекции этих же эле-ментов, но находящихся в том или ином частном положении, с которых необходимая информация снимается непосредственно.
       Такие преобразования исходных проекций возможны  в двух случаях:

       Случай 1: Если объект из общего по отношению к плоскостям проекций и неизменному направлению проецирова-ния    положения    п е р е м е щ а е т с я  

в то или частное положение;

      Случай 2, (основанный на принципе относительности движения): Если объ-ект неподвижен, а  те или  иные  плоско- 

сти проекций, не нарушая своей ортого-нальности, перемещаются из  исходного
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Рис. 11. 2. Геометрическая модель процесса вращения точки вокруг одной оси і
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Рис. 11.3. Геометрическая модель
процесса вращения системы точек вокруг одной оси і
в такое положение, по отношению к ко-торому объект располагается в том  или
ином частном положении.

       Геометро-графическое моделиро-вание первого случая приводит к мето-ду   п е р е м е щ е н и й  [48],  содержащему три способа, характер ко-торых определяется видом перемеще-ния объекта из общего положения в то или иное частное:
       1. Если объект, перемещаясь, вра-щается вокруг оси, занимающей то  или
иное проецирующее положение, то его исходные проекции преобразуются в искомые способом вращения вокруг проецирующих осей;
       2. Если объект, перемещаясь, вра-щается вокруг оси, занимающей поло-жение линии уровня, то его исходные проекции преобразуются в искомые способом совмещения;
       3. Если объект движется так, что все его точки перемещаются во вза-имно-параллельных плоскостях того или иного уровня, то его исходные про-екции преобразуются в искомые спосо-бом плоско-параллельного перемеще-ния.
       Геометро-графическое моделиро-вание второго случая приводит к спосо-бу замены плоскостей проекций, су-щность которого заключается в пере-становке той или иной плоскости проек-ций из положения, не параллельного или не перпендикулярного к данному объекту, в положение параллельное или перпендикулярное к нему. При этом новое положение перемещённой плос-кости проекций должно быть перпенди-кулярным по отношению к той пло-скости проекций, которая оставалась неподвижной, а направление проециро-вания на перемещённую плоскость по-прежнему должно быть ортогональным.

        Если возникает такая ситуация, при которой невозможно перемещать ни объект, ни плоскости проекций, то для преобразования исходных проек-ций объекта в искомые остаётся изме-нить направление проецирования.  

       В этом случае возникает способ вс-помогательного косоугольного прое-цирования. Его сущность заключается в том, что проецирующие лучи  направля-

ются параллельно  изображённым  пря-

мым или плоскостям общего положения и   тогда   их   исходные   ортогональные

проекции преобразуются в вырожден-ные проекции (точки или прямые ли-нии), обладающие собирательным свойством. В силу этого способом вс-помогательного косоугольного проеци-рования решаются не метрические, а позиционные задачи.
       В зависимости от того, на какие плоскости осуществляется вспомогате-льное проецирование, различают косо-угольное проецирование на основные плоскости проекций и на четную бис-секторную плоскость.
11.2. Способ вращения вокруг 

проецирующих осей
       Известно, что вращательным во-круг оси і является такое движение точ-ки А, при котором она перемещается по окружности а, плоскость ( кривизны ко-торой перпендикулярна к этой оси  и  пе-

ресекает её в точке О, - центре враще-ния. При этом радиус R  этой окружнос-ти равен расстоянию от вращающейся точки А до центра О её вращения ( рис. 11. 2).

       В случае, когда точка В лежит на оси і, то она совпадает со своим цент-ром вращения,  радиус  её  вращения равен нулю и потому  она  неподвижна.

       Если вокруг одной оси вращается не одна точка, а геометрический объект как система взаимосвязанных точек, то каж-дая из них перемещается в своей плос-кости вращения как плоскости кривизны её траектории движения, радиус которой определяется расстоянием от этой точ-ки до оси і.
       Вполне очевидно, что эти плоскос-ти, будучи перпендикулярными  к  одной

прямой, между собой будут параллель-ны (рис. 11. 3).

      Так как в процессе вращения систе-мы точек вокруг одной оси её внутрен-няя метрика не должна нарушаться, то все её точки необходимо поворачивать вокруг этой оси в одну и ту же сторону и на один и тот же угол. 
      Рационально вращать объект вокруг осей частного положения (проецирую-щих или линий уровня), ибо в этих слу-чаях параллельные между собой пло-скости   вращения   его  точек   будут  за-
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Рис. 11.4.  Графическая  модель поворота точки А  вокруг  і ( П1  на 120(
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Рис. 11. 5. Графическая модель поворота точки В вокруг і ( П2 на 360(
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Рис. 11.6. Графическая модель пово-рота отрезка АВ вокруг і ( П1  на 360( при А ( і
нимать соответственно положення  уро-
вня или проецирующие.
11.2.1. Способ вращения вокруг одной проецирующей оси и решение метрических задач
1. Вращение точки вокруг і(П1 и его графическая модель  ( рис. 11. 4 ).
       Дано  і ( П1 ,  ( і2 ( х12 ; і1 – точка );

                 А ( і ; ( А1 , А 2 )

       Требуется:  Повернуть точку А на 120( в положение А1  вращением  вокруг

оси  і ( П1  против    часовой     стрелки.
       Решение:

       1. А ( ( ( і;          3. ОА = RA  ;     
        А2 ( (2 ( і 2 ;       O2A2 =R2; O1A1=R1;

        2. О = ( х і ;          4. a - окружность
     О2 = (2  х і2 ; О1 ( і1;        радиуса RA.
                                         a2 ( (2 ;   a1 ( a.

                       5. A↷A1 ;

    А 1 ↷ А11   на 120( ; А12 = А11 А12 х а2.

       Утверждение 11.1. Если точка А вращается вокруг оси і, перпендику-лярной к П1, то её горизонтальная проекция перемещается по окружнос-ти а1 радиуса RA, равного расстоянию от А1 до О1( і1, а фронтальная про-екция А2 совершает возвратно-посту-пательное движение по прямой а2 ( і2, максимально удаляясь от і2 на рассто-яние, равное натуральной величине радиуса R A  вращения точки А.
       2. Вращение точки В вокруг  і (П2 и его графическая модель ( рис. 11.5 )

       Дано: і ( П2      ( і1 ( П1 ; і2  – точка );

                        В ( і ;   ( В1 , В2 );

       Требуется: Повернуть точку В во-круг оси і на 360(.

       Решение:
 1. В ( ( ( і ;    3. ОВ = RB ;
          В1 ( (1 ( і1;     O2B2 = R2; O1B1 = R1;
        2.О = ( х і;       4. b –окружность;
   О1 = (1 х і1;  О2 ( і2;     радиуса RB ;

                                     b1 ( (1;  b2 ( b;

         5. B↷B 1( B (т.е., на 360();

       Утверждение 11.2. Если точка В вращается вокруг оси і, перпендику-лярной к П2, то её фронтальная про-екция В2 перемещается по окружнос-ти b2 радиуса RB, равного расстоянию от В2 до О2( і2, а горизонтальная про-екция В1 совершает возвратно-посту-пательное движение по  прямой  b1 ( i1 ,  

максимально удаляясь от і1 на  рассто-
яние, равное натуральной величине радиуса RB вращения точки В.

3. Вращение отрезка АВ прямой а вокруг і (П1  при А  ( і и его графичес-кая модель ( рис.11.6 ).

       Дано:  і ( П1    ( і2 ( х12 ;  і1  - точка).

         АВ х і = А ;   (А1В1 ; А2В2);

       Требуется: Повернуть отрезок АВ вокруг оси і ( П1  на 360( против часо-вой стрелки.

       Решение: 

1. В ( ( ( і ;       3. ВОВ = RB;

        В2 ( (2 ( і2;     B1O1=R1 ; B2O2 =R2;
      2. ОВ  = (  х  і ;       4. A ( i ( RA = 0;
          О2 = (2 х і2; О1 ( А1 ( і1 ;
            5. AB ↷ A1B1 ( AB, т.е., на 360(.
       Утверждение 11.3. Если конец А отрезка АВ прямой а принадлежит оси і ( П1 , то, вращаясь вокруг неё, этот отрезок образует коническую поверх-ность Ф с вершиной в точке А и осно-ванием,- окружностью b радиуса RВ, равного расстоянию от точки В до оси і .
       Утверждение 11.4. Если ось вра-щения і ( П1 и проходит через конец А отрезка АВ, то в процессе преобра-зования его проекций внутренняя мет-рика горизонтальной проекции А1В1 не изменяется, а внутренняя метрика её фронтальной проекции А2В2 изменяет-ся от значения натуральной величины высоты |AO| = A2O2 образуемой кони-ческой поверхности Ф (в положении отрезка АВ || П3) до значения нату-ральной величины |AB| = A2B2 самого отрезка АВ  в его положении, паралле-льном П2.
       Утверждение 11.5. Если отрезок АВ из общего положения поворачива-ется вокруг оси і ( П1 до положения фронтальной линии уровня, то угол (( наклона её фронтальной проекции А2В2 = | AB |  к оси х12  равен натуральной величине угла наклона (( отрезка АВ к плоскости П1 ( см.рис.11.6).
       Из последних утверждений выте-кает ПРАВИЛО 1: Для того, чтобы графически определить длину отрезка
АВ  прямой  линии а общего  положения
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Рис.11.7. Графическая модель поворота отрезка АВ вокруг і ( П2  на 360(
при А (і
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Рис.11.8. Графические модели  пово-
ротов отрезка АВ  вокруг і ( П1 ( П2 )

при АВ  ∸ і.
и угол его наклона П1 необходимо и до-статочно  А1   совместить с   і1,   через

А2 провести  і2 ( х12 и  А1В1, не изменяя

его длины, повернуть до положения А1 В11 или А1Вn1, фронтальная проекция А2 В12  или А2Вn2 которого будет содер-жать необходимую метрическую ин-формацию.
4. Вращение отрезка АВ прямой а вокруг і ( П2 при А ( і  и его графи-

ческая  модель ( рис. 11.7 ).
       Дано:  і ( П2   ( і1 ( х12 ; і2 – точка );

             а х і = А;  ( А1 ( і1; А2 ( і2 ).

       Требуется: Повернуть отрезок АВ вокруг оси і на 360( против часовой стрелки.

       Решение:

  1. В ( ( ( і;             3. ОВ = RB ;

     В1 ( (1 ( і1;         B2O2 ( i2 ( A2 (
  2. О = ( х і ;           ( R2B ( | RB |;

    О1 = (1 х і1;  О2 ( і2 ;   4. A (і; RA  = 0.
       Утверждение 11.6. Если конец А отрезка АВ прямой а общего положе-ния принадлежит  оси і ( П2, то, вра-щаясь вокруг неё, этот отрезок обра-зует коническую поверхность Ф с вер-шиной в точке А и основанием, - ок-ружностью b радиуса RB, равного рас-стоянию  от точки В до оси і.
      Утверждение 11.7. Если ось враще-ния і ( П2 и проходит через конец А отрезка АВ, то в процессе преобра-зования его проекций внутреняя ме-трика её фронтальной проекции А2В2 не изменяется, а внутренняя метрика её горизонтальной проекции А1В11 из-меняется от натуральной величины высоты |AO| = A2O2 образуемой  кони-ческой поверхности Ф  (в положении отрезка АВ || П3) до натуральной вели-чины |AB| = A1 B11 = A1Bn1 самого отрез-ка АВ в положении, параллельном П1.
      Утверждение 11.8. Если отрезок АВ из общего положения поворачива-ется вокруг оси і ( П2 до положения горизонтальной линии уровня, то угол ((1 наклона его горизонтальной про-екции А1В11 к оси х12 равен натураль-ной величине угла наклона (( отрезка АВ к плоскости П2.
       Из последних утверждений выте-кает ПРАВИЛО 2: Для того, чтобы графически определить длину отрез-ка АВ прямой а общего положения, и угол его наклона к плоскости П2 необ-ходимо и достаточно і2 совместить с А2, через А1 провести і1(х12, А2В2, не изменяя её длины, повернуть до поло-жения А2В12 или А2Вn2, горизонтальные проекции А1В11 и А1Вn1 которых будут содержать необходимую метрическую информацию.
5. Вращение отрезка АВ прямой а вокруг і (П1 (П2) при і ∸ АВ и его гра-фическая модель (рис.11.8, а, б).

       Дано:  і ( П1 (П2); АВ ∸ і.
       Требуется: Повернуть отрезок АВ вокруг і ( П1 (П2) на 360( против часо-вой стрелки.
Анализ условия: 

       Так как отрезок АВ скрещивается с осью і, то все его точки удалены от неё на различные расстояния. Отсюда сле-дует, что на отрезке АВ существует точ-ка С (С1, С2), удалённая от оси і на мини-мальное расстояние, измеряемое по перпендикуляру, опущенному из выро-жденной в точку проекции і1 ( і2 ) оси і на   соответствующую проекцию А1В1 ( А2 В2 )  отрезка АВ.
      Если і (П1 ( рис.11.8, а ), то С1О1 ( ( А1В1 , С2О2 ( і2,  откуда следует, что С1О1 = | RC |;

       Если і (П2, ( рис.11.8, б ), то С2О2 (
( А2В2 ,  С1О1  ( і1 ,  откуда  следует,  что С2О2 = | RC |.
Определение 11.1. Радиус вращения точки С отрезка АВ прямой а общего положения, ближайшей к оси вращения і, называется радиусом вращения этой прямой.
       Так как все точки отрезка АВ уда-лены от оси і на различные расстояния, то траекториями их вращения будут окружности разных радиусов, плоскости кривизны которых будут плоскостями уровня по отношению к той плоскости проекций, по отношению к которой ось і перпендикурна.

       Утверждение 11.9. Если отрезок АВ прямой общего положения, враща-ясь вокруг проецирующей оси, скрещи-вается с нею, то своими последова-тельными   положеннями  он  образует 
прямолинейчатый  однополостный  ги-

               -
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Рис. 11.9. Варианты положения осей последовательного вращения
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Рис.11.10. Графическая  модель
преобразования  проекций  отрезка АВ общего положення  в  его  проекции проецирующего  положення 

перболоид   вращения,  горловиной  ко-

торого являеться параллель, образо-ванная вращением точки С, удалённой

от оси  і на кратчайшее расстояние.
       Утверждение 11.10.  Если отрезок АВ вращается вокруг оси  і ( П1 ( П2 ), то он дважды проходит через положе-ние, параллельное той плоскости про-екций, по отношению к которой ось вращения параллельна. При этом вну-тренняя метрика вращающейся про-екции отрезка не изменяется, а вну-тренняя метрика проекции, точки ко-торой совершают возвратно-посту-пательные движения, метрически пре-образовываются от величины крат-чайшего расстояния между плоскос-тями вращения его концов А и В  (при АВ || П3) до натуральной величины  от-резка  АВ ( при  АВ || П1 ( П2)).
       Из двух последних утверждений следует ПРАВИЛО 3: Для того, чтобы графически определить длину отрез-ка АВ прямой общего положения и угол его наклона к П1 или к П2 по его отро-гональным проекциям, необходимо и достаточно  расположить  ось  і ( П1 или к П2, опустить из вырожденной в точку проекции і1 ( і2 ) оси і перпендику-ляр О1С1 = | RC  | на А1В1  или О2С2=| RC | на А2В2 и повернуть соответствую-щую проекцию О1С1 ( О2С2 ) до положе-ния О1С11 (С21) или  О2С 12 ( С 22 ), совпа-дающего с вертикальной линией связи.

Тогда А1В1 ( О1О1 или  А2В2 (О2С2 зай-мут положения А11В11 или А12В12, па-раллельное  оси  проекций  х12,  а  А2В2  (А1В1) преобразуются в проекции А12В12 или  А11В11, содержащие необходимую метрическую информацию (рис.11.8).
       Утверждение 11.11. Вращая пря-мую линию общего положения вокруг той или иной проецирующей оси, её можно из общего положения перевес-ти только в положение линии уровня.
       Утверждение 11.12. Вращая пря-мую линию уровня вокруг проецирую-щей оси, её можно перевести в поло-жение, перпендикулярное к той плос-кости проекций, по отношению к ко-торой ось вращения параллельна.
       Следствие из  утверждений  11.11

и 11.12: Для того, чтобы прямую ли-нию из общего положения перевести в 
проецирующее, её необходимо прежде

вращением вокруг оси, перпендикуляр-

ной к  одной   плоскости  проекций,  пе-

ревести в положение   линии  уровня,  а
затем, приняв это положение за   исхо-

дное, вращением вокруг другой оси, перпендикулярной к другой плоскости проекций, перевести в искомое прое-цирующее положение.

11.2.2. Способ последовательного вращения  вокруг двух проецирую-щих осей и решение метрических задач
1. Последовательное вращение отрезка АВ прямой общего положения вокруг двух взаимно-перпендикулярных осей и его графическая модель
       Возможные варианты положения осей вращения і1 и і2 ( рис.11.9, а - и ):

Вариант а:

( і1(П1)(П2; (і2(П2) (П1; і1 х і2 = (А (х12) ;
Вариант б:
(і1(П1)(П2; (і2( П2) || П1;
Вариант в:

( і1(П1) || П2; (і2( П2)(П1;  і1 х і2 =(В(П1);

Вариант г:

( і1(П1) || П2;  ( і2 ( П2 )(П1 ; і1 х і2 = С;
                        Вариант д:

( і1(П1) || П2;  ( і2( П2)(П1 ;      і1 ∸ і2;

Вариант е:
( і2(П2) || П1;  ( і1(П1 )(П2 ;      і1 ∸ і2 ;

Вариант ж:

( і1(П2) || П1 ; ( і2(П1)(П2;         і1 ∸і2 ;

Вариант з:

( і1(П1) || П2 ;  ( і2(П2 ) || П1;       і1 ∸і2 ;
Вариант и:

( і2(П2) || П1;  ( і1(П1 ) || П2 ;        і1 ∸і2.

       На выбор варианта расположения осей і1 и і2 влияют позиционные особен-ности исходного условия конкретной метрической задачи, что затем сказыва-ется на рациональности её графичес-кого решения.

       Дано:  а ( а1, а2);  і1(П1 ;  і2(П2 ;

       Требуется: 1. а ↷ а1 || П2;

                          2. а1 ↷ а2 ( П1.

       Решение  ( рис.11.10):

1.(О1 ( і1 ) (О1С1 ( а1 ; С1 = О1С1  х а1 ;

2. О1С1 ↷ О1 С11 ( х12 ;  а1  ↷ а11 || х12;

     а2 ( а12 = | a | ;  ((( = | ((| а к П1. 

3.  (О12  ( і22 ) (О12 112 ( a12;
112 =O12112  х a12 ; 
4. О12112 ↷О22122 || х12; а12↷а22 ( х12;

a11  ( a21  - точка.
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Рис. 11.11. Преобразование проекций

отрезка общего положения в его проекции в  проецирующем

положении
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Рис.11.12.  Преобразование проекций плоскости общего положения в её проекции проецирующего положения.
       Если оси вращения проводить че-рез один из концов отрезка, то гра-фическое решение  задачи  упрощается 

( рис. 11.6, 11.7).

      ПРАВИЛО 4: Для того, чтобы пре-образовать ортогональные проекции прямой общего положения в проекции этой же прямой в том или ином про-ецирующем положении, необходимо и достаточно прежде преобразовать их в проекции линий уровня вращением вокруг первой оси, повернув радиус вращения отрезка до того или иного проецирующего положения, а затем, определив новый радиус вращения пря-мой в положении линии уровня, повер-нуть его вокруг второй оси до поло-жения, совпадающего с плоскостью уровня, проходящего через вторую ось вращения.
2. Вращение плоской фигуры вокруг одной оси  ( рис.11.12,  а,б )
       Классическим примером плоской фигуры является треугольник. В общем случае его стороны, как отрезки пере-секающихся прямых, занимают в прост-ранстве общее положение. Поэтому вращением вокруг одной проецирую-щей оси их невозможно привести в то или иное частное положение. Если же предположить, что одна сторона треу-гольника общего положения является его линией уровня, то, как следует из утверждения 11.12, её можно одним по-воротом вокруг проецирующей оси пе-ревести в положение, перпендикуляр-ное к той плоскости проекций, по  отно-шению к которой ось вращения парал-лельна. Тогда плоскость ( треугольни-ка АВС, содержащая в себе перпенди-куляр к той или иной плоскости про-екций, также займёт то или иное прое-цирующее положение. При этом та или  иная линия уровня этой плоскости при-обретает значение главного элемента преобразования её ортогональных про-екций.

      Утверждение 11.13. Плоскую фигу-ра общего положения вращением во-круг той или иной проецирующей оси можно повернуть до того или иного проецирующего положения если при-
нять за основной элемент соответ-ствующего преобразования его орто-гональных  проекций  ту  или  иную   её

линию уровня, которую одним поворо-том можно перевести в проецирую-щее положение.

      Из этого утверждения вытекают два правила:

       ПРАВИЛО  5: Для того, чтобы ор-тогональные проекции (1, (2 плоскос-ти ( общего положения преобразо-вать в проекции этой же плоскости, но перпендикулярной к П2, необходимо и достаточно провести в ней горизон-таль h (h1, h2), выбрать ось і ( П1  и по-вернуть вокруг неё (1 в конгруєнтную ей фигуру (11 таким образом, чтобы h1 заняла положение h11 ( x12. Тогда h2 пре-образуется в точку h12, а (2 – в прямую (12, угол ((  наклона которой к оси х12 метрически равен углу наклона пло-скости ( к плоскости П1 ( рис. 11.12, а).

     ПРАВИЛО 6: Для того, чтобы ор-тогональные проекции (1, (2 плоскос-ти ( общего положения преобразо-вать в проекции (11, (12 этой же  плос-кости, но находящейся в горизонталь-но-проецирующем положении, необхо-димо и достаточно провести в ней фронталь f (f1, f2), выбрать ось враще-ния і ( П2 и повернуть вокруг неё (2 в конгруэнтную ей фигуру (12 таким об-разом, чтобы f2 заняла положение f12( x12. Тогда f 1 преобразуется  в точку f 1,  а (1 - в прямую (11, угол (( наклона  ко-торой к оси х12 метрически равен углу наклона плоскости ( к плоскости П2  (рис. 11.12,  б ).

3. Последовательное вращение плоской фигуры вокруг двух проециру-ющих осей и его графическая модель.
       Дано  1. і1(П1;  і2(П2;  ( ((1, (2);

                                        (рис.11.13, а);

                 2 . і1(П2;  і2(П1;  ( ( (1, (2);

                                         (рис.11.13, б).

       Требуется: 

1.1. ( ↷ (1( П2 ;  ( і1(П1);

1.2. (1 ↷ (2‖П1;   ( і2(П2);

2.1. ( ↷  (1( П1;   ( і1(П2);
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      Рис. 11.13. Графическая модель 
последовательного  вращения  плоской

фигуры  вокруг  двух  проецирующих

осей
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Рис11.14. Геометрическая модель процесса вращения точки, прямой и лоской фигуры вокруг линии уровня
        2.2. (1 ↷(2 ‖П2;   ( і2(П1).
    Решение: ( рис. 11.13, а ):
       1. h ( (;   h2(A2 A1;  h1 ( A1, 11;
       2. i1(П1;  ( і11 – точка;   і12 ( х12 );

       3. h1 ↷ h11 ‖A1 A2 ;   (1 ↷(11( (1;
       4. h2 ( h12 – в точку;  

           (2 ( (12  - в прямую;
          ((21 , x12 = | (( | ( (, П1 ; 

       5. і2(П2 ;  ( і22 – точка; і21(х12) ;

       6. (12↷(22 ( А1 А2;

       7. (11 ( (21 ( | ( | - истинный вид фигуры (, который содержит информа-цию о метрике её сторон, углов между ними, высот, площади и т.д.

       Решение: ( рис.11.13. б ):
1. f ( (;  f1(A1 A2 ;  f2 ( A2, 12;
2. A ( i(П2 ( і2 – точка, і11( х12);
3. f2 ↷ f12 ‖ A1 A2;  f1 ( f11 – точку;

       (1 ( (11  - прямую;

4.    і2(П1  ( і21 – точка;  і22 ( х12;
5.    (11 ↷ (21(А1 А2;

      6.    (12 ( (22 = | ( | - искомый  вид фигуры  (, который содержит всю иско-мую информацию о его метрике.

      ПРАВИЛО 7: Для того, чтобы пре-образовать ортогональные проекции плоской фигуры общего положения в проекции этой же фигуры, находящей-ся в том или ином положении уровня, необходимо и достаточно прежде изо-

бразить ту или иную её линию уровня, принять её за основной элемент пре-образования и , вращением вокруг пер-вой проецирующей оси, повернуть до проецирующего положения. В резуль-тате одна из проекций плоской фигу-ры выродится в наклонную прямую ли-нию, угол между которой и осью х12 ра-вен значению угла наклона её плоскос-ти к той или иной плоскости проек-ций. После этого следует выбрать вторую ось, параллельную новому по-ложению плоской фигуры и повернуть её вырожденную проекцию из наклон-ного положения в горизонтальное, что вызовет преобразование невыро-жденной проекции фигуры в первом по-ложении в новую проекцию, конгруэн-тную самой фигуре. Эта проекция является искомой,  так  как  содержит 

всю информацию о метрике  этой  фи-

гуры.

11.3. Способ вращения вокруг

линии уровня  (совмещения) и

решение метрических задач

       Рассмотренные выше процессы вращения прямой линии и плоской фи-гуры  вокруг  одной  проецирующей  оси

не позволяли преобразовывать проек-ции прямой общего положения в проек-ции её проецирующего положения, рав-но как проекции плоской фигуры обще-го положения в её проекции в положе-нии плоскости уровня. Для таких преоб-разований требовалось два последова-тельных вращения вокруг двух проеци-рующих осей.

       Если принять в качестве оси вра-щения ту или иную линию уровня, то графическое решение этих задач резко упрощается за счет одного преобразо-вания исходных проекций в искомые и уменьшения числа графических опера-ций.

       Геометрически ситуация представ-ляется следующим образом ( рис.11.14):

       Дано: П1 – горизонтальная плоско-сть проекций; точка А  и горизонтальная прямая h.
       Требуется: Приняв горизонтальную прямую h за ось вращения і, повернуть вокруг неё точку А прежде до совмеще-ния с вертикальной плоскостью (, про-ходящую через h, а затем,- с горизон-тальной плоскостью (, также проходя-щей через h.
       Решение:   По   законам   вращения

точки вокруг прямой линии:

       1. Плоскость ( её вращения пер-пендикулярна  к оси вращения. Так как эта ось горизонтальна, то эта плоскость вертикальна и вырождается на П1  в пря-мую линию  (1 ( і1;
       2. Центр О вращения точки А  во-круг оси і является точкой их пересече-ния: О = ( ( і;
       3. Радиусом RA  вращения точки А вокруг оси і  является отрезок ОА в ис-ходном общем положении. Но, так как он  вращается вокруг оси  і вместе с точкой А, то в своём движении  проходит   два   частных положения: вертикальное (когда его горизонтальная проекция  вырождается   в  точку  и  совпадает     с 
О1 ≡ h1) и горизонтальное, ( когда он проецируется на П1 в свою натуральную величину);
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Рис11.15. Определение длины от-

резка АВ и углов его наклона к плоскостям проекций П1 и П2
	[image: image15.png]





Р ис.11.16. Определение натуральной величины треугольника АВС для 
вычисления его площади и других
 метрических характеристик
       4. Так как горизонтальная прямая h и не лежащая не ней точка А задают в пространстве некоторую плоскость ( общего  положения,  то, подобно RA, вращаясь, эта плоскость проходит че-рез два частных  положения:  проециру-
ющее и уровня.

       Из этих двух частных положений прямой и плоскости наибольший прак-тический интерес представляет поло-жение уровня, так как их проекции в таком положении содержат максимум информации об их внутренней метрике.

       Вывод: Для того, чтобы графи-чески смоделировать момент совпа-дения вращающегося вокруг горизон-тальной оси отрезка ОА или плоской фигуры ( с плоскостью уровня (, про-ходящей через эту ось, необходимо и достаточно отложить на горизонта-льном следе (1 плоскости ( вращения точки А от проекции О1 натуральную величину радиуса её вращения и тем самым зафиксировать плоскость ( в положении горизонтальной плоскости уровня.
11.3.1. Графические решения некоторых  метрических  задач способом совмещения
  Задача №1. Определить длину  отрезка АВ прямой а общего положения и углы его наклона  к  осям  вращения  h и f и плоскос-

тям   проекций  П1 и П2. ( рис. 11.15, а, б ).
       Решение:  1. А ( ( h ( i ) (рис.12.15, а)
      h2(A2 A1,     h1  - произвольно;

            А ( ( h ( i ) ( A ( A1 ;
           2. B ( ( ( i ;    B1 ( (1 ( i1 ;

       3. O = ( ( i;   O1 = (1 ( i1;    O2 ( i2 ;

       4. OB = RB;  O1B1 = R1 , O2B2 = R 2;
       5. O ( i1( П2 ;  і12 ( О2,   і1(О1‖ А1 А2;

       6. R2 ↷ R12 ( A2 A1 ;( B1 ( B11)( A2 A1;

                         O1 B11 = | RB |;

       7. | RB | ↷| R1B | ( (1;   A11 B21 = | AB |,

               (определяется в миллиметрах);
       8. ( | AB | , h1  = | (( |.

                ( определяется в градусах).

       Для определения угла наклона отрезка АВ к плоскости П1 необходимо и достаточно 

принять проекцию А1В1 за прилежащий ка-тет прямоугольного треугольника, гипоте-нузой которого является натуральная вели-

чина |AB| отрезка АВ, и угол (( между кото-
рыми является искомым.

       Для определения углов между отрезком АВ, осью вращения f ( і и плоскостью П2 не-обходимо прежде произвести все графичес-кие операции по нахождению его длины и угла наклона (( к f аналогично описанным в п.п. 2 – 8,  а затем, приняв проекцию А2В2 за прилежащий катет прямоугольного треуго-льника, гипотенузой котрого является нату-оальная величина |AB| отрезка АВ и угол ((
между которыми является искомым.

Задача №2. Определить площадь треугольника АВС плоскости (  общего  положения ( рис. 11.16 )
       Решение:  1. ( ( h; 
            h2( A 2  A1 ,    h1 ( A1 11  ;

       2. По   алгоритму  решения  задачи  № 1

(см.  п.п. 2 – 7 )    горизонтальная   проекция 

А1В1 стороны А В общего положения преоб-разуется в проекцию А1 В11 , равную  нату-ральной величине стороны АВ, совпавшей с горизонтальной плоскостью уровня, прохо-дящей  через горизонтальную ось  вращения

 і ( h.

       3. Так как вершина С конструктивно связана с вершиной В, то её горизонталь-ная проекция С1, после преобразования В1 в В11,  соответственно преобразуется в С11 как точку пересечения горизонтального следа (1 плоскости её вращения с натуральной ве-личиной В11 С11 стороны ВС, определяемой точкой В11 и точкой 11 её пересечения с осью вращения і.

       Соединив С11 с А1 , получаем треуголь-ник  А1 В11С11 ,  конгруэнтный   треугольнику АВС. Его площадь вычисляется как полу-произведение значения длины любой его стороны, принятой за основание, на значе-ние опущенной на неё высоты.

       Следует особо отметить, что горизонта-льная проекция А1В1С1  треугольника АВС и его натуральная величина являются род-ствеными фигурами, так как образуют де-заргову конфигурацию (см. рис.9.30).

Задача №3. В плоскости ( ( f ( h) общего положения  изобразить правильный шестиугольник ( рис.10.17 )
      Анализ условия: Так как данный прави-льный шестиугольник лежит в плоскости об-щего положения, то его ортогональные про-екции не являются правильными шестиуго-льниками. Поэтому для решения задачи следует прежде преобразовать проекции плоскости ( общего  положения в   проекции
этой же плоскости  в  горизонтальном   поло-

жении, затем изобразить в  этом  положении 

плоскости правильный шестиугольник  и  об-
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Рис.11.17. Построение проекций правильного шестиугольника в плоскости общего положения
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Рис. 11.18. Построение истинного вида плоской фигуры  по её ортогональным проекциям вращением вокруг её фронтального следа
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Рис. 11.19. Определение натуральной величины угла наклона прямой а к плоскости (  
ратным преобразованием построить его искомые ортогональные проекции.
       Решение: 1. Принять горизонталь h плоскости ( за ось вращения: h ( і;
       2. Взяв на фронтали f произвольную то-чку К ( К2, К1 ), повернуть её до совмещения с горизонтальной плоскостью уровня, проходящей через горизонталь h;

       3. В совмещенном с плоскостью уровня положении плоскости ( построить прави-льный шестиугольник АВСDEF;

       4. Горизонтальную проекцию этого шес-тиугольника строить как фигуру, гомологич-ную его натуральной величине при оси го-мологии – оси вращения і и несобственном центре гомологии, ортогонально сопряжен-ном с её осью;

       5. Искомую фронтальную проекцию ше-стиугольника строить как фигуру, гомологи-чную её горизонтальной проекции при на-правлении родства по линиям связи и оси гомологии, определяемой двумя точками пересечения разноименных проекций линий уровня f и h, задающих плоскость (.
       Если не прибегать к аппарату гомоло-гии, то искомые проекции данного шести-угольника следует строить на основе гра-фического моделирования отношений при-надлежности его сторон и вершин к данной плоскости (.
       Задача №4. Построить истинный вид плоской фигуры способом вращения во-круг её фронтального следа f02.(рис.11.18).
       Решение:  По своему содержанию ре-шение этой задачи не отличается от ре-шений задач №2 и №3, а по форме неприн-ципиальное различие определяется тем, что осью вращения является фронтальный след данной фигуры, вращением вокруг ко-торого она совмещается с фронтальной плоскостью проекций.

      Построения на рис.11.18 не требуют комментариев.

    Задача №5 . Определить   натуральную величину  угла наклона  прямой  а  общего положения к плоскости ( ( m ( n ) общего положения ( ( рис.11.19, а, б )
       Анализ условия: Известно, что угол ме-жду прямой линией и плоскостью опре-деляется значением линейного между этой прямой и её ортогональной проекцией на эту плоскость. По  условию данные плоско-сть и прямая занимают в пространстве об-щее положение и в общем случае пересека-ются к точке В (рис. 11.19, а). Для того, что-бы получить ортогональную проекцию а( прямой а на плоскость (, необходимо из точки А опустить на неё перпендикуляр р и найти его основание К. В полученном пря-моугольном треугольнике АКВ угол (( меж-ду гипотенузой АВ и прилежащим катетом КВ будет искомым. Но, для того, чтобы по-строить его комплексный чертёж, необходи-мо на нем предварительно решить две позиционные задачи но построению точек В и К, что представляется громоздким.

       Если обратить внимание на угол (( ме-жду прямой а перпендикуляром р, то его значение будет дополнять значение иско-мого угла (( до 90(. Поэтому, проведя в плоскости ( ( а ( р ) горизонталь h  и по-вернув вокруг неё угол (( при вершине А, до горизонтального положения, можно опре-делить значение угла (( как разницу между углом 90( и дополнительным углом ((.
       Решение: (рис. 11. 19, б):

1.    А ( р ( (; 

              А1 ( р1 ( h(1 ;    А 2 ( р2 ( f2;

       2.    ( ( a ( h ) ( h ( і
       3.    A1 ( (1 ( h1;

       4.    O1 = (1 ( i1 ;   O2 ( i2 ;

       5.    OA = RA;

              O1 A1  = R1 ;    O2 A 2 = R 2 ;

6.     A 2 O2 ↷A12 ( A1 A 2;
                 A1 ( A11 ( A 1 A 2;
       7.     O1 A11 = R 11 = | R |;

       8.     O1 A21 = | R |;

       9.     ( a11 A21 p11 = | (( |;

      10.      (( = 90( - ((
Задача №6. Определить натуральную ве-личину двугранных углов между плоскос-тями  ( ( f(( h( ) и  ( ( f( ( h( ) общего положения. ( рис.11. 20.а, б ). 
       Анализ условия: Известно, что две пло-скости, пересекаясь, образуют два разных по величине двугранных угла (( и ((, в сумме составляющих 180(. Мерой любого из этих двугранных углов является линейный угол, стороны которого инцидентны его граням и перпендикулярны к его ребру. Для того, чтобы решить эту задачу, не строя проекций этого линейного угла, достаточно из точки А вне этих плоскостей опустить на них перпендикуляры р и q и вращением   во-
круг линии уровня их плоскости  определить натуральную   величину   угла между  ними. 

Этот угол будет дополнять искомый до 180(.

       Решение: ( рис. 11.20,.б ).
       1. А ( р ( (;      р1 (h1( ;   p2 ( f2( ;

       2. A ( q ( (;      q1 (h1 (;   q2  (f2 ( ;          

       3. ( ( р ( q) ( h ( і;
       4.  см. п.п 4 – 9 решения задачи №5;

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,
       10. (( = 180( - ((
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Рис. 11.20. Определение натуральной величины двугранного угла между двумя плоскостям общего  положения
	[image: image20.png]





Рис.11.21. Графическое решение первой
основной задачи на прямую, п.1.1.
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Рис. 11.22. Графическое решение второй основной задачи  на прямую, 

п. 1.2.
11.4. Способ плоско-параллельно-го перемещения и решение метрических задач

Определение 11. 4. Плоско-параллель-ным называется  такое  перемещение 

объекта в пространстве, при кото-ром все его точки перемещаются во взаимно-параллельных плоскостях без нарушения его внутренней метрики.

       В общем случае взаимно-паралле-льные плоскости перемещения точек объекта могут занимать в пространстве общее положение, но для решения кон-кретных метрических задач с их помо-щью их следует принимать в положении плоскостей уровня.
       Так как плоскости уровня занимают дважды частное положение, то с  их вы-рожденными в горизонтальные прямые линии проекциями, обладающими соби-рательным свойством, совпадут соот-ветствующие проекции траекторий пе-ремещения точек объекта из их началь-ного положения  в  конечное.  При  этом
на их невырожденной проекции изобра-жение исходного (общего) и конечного (частного) положения объекта, в силу неизменяемости его внутренней метри-ки, остаются конгруэнтными.

       Метрические задачи, решаемые ра-нее методами вращения вокруг проеци-рующих осей и вокруг линий уровня, об-общая, можно разделить на:
1. Основные метрические задачи на прямую:
       1.1. проекции прямой общего поло-жения преобразовать в проекции этой же прямой, расположенной в положе-нии линии уровня: а ↷ а1 || П1 ( П2 ) ;
       1.2. проекции прямой общего поло-жения преобразовать в проекции этой же прямой, находящейся в проецирую-щем положении: а↷а2 ( П1 ( П2 );

2. Основные метрические задачи на плоскость:
       2.1. проекции плоскости общего по-ложения преобразовать в проекции этой же плоскости, находящейся в про-ецирующем положении: ( ↷ (1(П1(П2).

       2.2. проекции плоскости общего по-ложения    преобразовать   в   проекции 

этой же  плоскости,  находящейся  в  по-

ложении уровня: ( ↷ (2 (П1 (П2).
      Опыт решения этих задач вышерас-смотренными способами показывает, что решения вторых основных задач на прямую и плоскость включают в себя решения первых основных  задач, резу-льтаты которых являются для них ис-ходными условиями.
       Поэтому рассмотрим графические решения вторых основных задач на прямую и плоскость способом плоско-параллельного перемещения.

       Задача № 1.2. Проекции отрезка АВ прямой а общего положения преобразо-вать в проекции этого же отрезка, нахо-дящегося в проецирующем положении:
    а)    АВ ↷А1В1 || П2  ( рис.11.21 ):
            А1 В1 ↷ А11 В11 ( А1 А2 ;
            А 2 В 2  ( А12 В12  =( АВ( ( задача 1.1);
    б)   а↷а2( П1  ( рис.11.22 ):
     1.   а1 ↷ а11 ( А1 А2 ;
           а2 ( а12 = ( АВ ( (задача 1.1);
     2.    а12 ↷ а22 || А1 А2 ;
             а11 ( а21 – точка.
       При помощи первой и  второй  основных
задач на прямую линию можно решать сле-дующие конкретные метрические задачи:

       1. Определить длину отрезка АВ пря-мой а общего положения и углы его накло- на к плоскостям проекций П1 и П2; 

       2. Определить величину расстояния от точки А до прямой а общего положе-ния; 
       3. Определить величину расстояния между двумя параллельными прямыми ли-ниями;
       4. Определить величину кратчайшего расстояния между двумя скрещивающими-ся прямыми линиями;
       5. Определить величину двугранного угла при его ребре.
    Решение первой конкретной метрической задачи сводится к первой основной задаче на прямую. Решения 2…5–й конкретных метрических задач сводится к решению  вто-
рой основной задачи на прямую.

       Задача № 2.2. Проекции плоской фигу-ры общего положения преобразовать в проекции этой же фигуры, находящейся в положении уровня ( рис. 11.23 ).
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Рис.11.23. Графическое решение

метрической задачи № 2.2., п. а)
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Рис. 11.24. Графическое решение
метрической задачи  № 2.2., п. б)
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Рис. 11.25. Замена одной плоскости
проекций для преобразования исходных проекций точки
    Алгоритмы решений:
а)  ( ↷ (2 || П2 ( рис.11.23 );

   1. ( ( f ;   f1 ( A1 A2 ( ( (1;
        f2 ( (2;

   2.  f2 ↷  f12 || A1A2; 
        (2 ↷(12;

        (1 ( (11  - прямая линия;

   3. (11↷( 21 ( А1 А 2; 

        (12 ( (22 =( ( (  .
   б)  (  ↷ (2 || П1 ( рис.12.24 )

   1.  ( ( h ; h2( A1A2 ( ( ( 2;
        h1 ( (1;

   2.  h1 ↷ h11 || A1A2; 

       (1 ↷ ( (11 ( (1 ) ;

                              ( 2 ( (12 - прямая линия;

           3.  (11↷( 21 (А1А2 ; 

                             (21 ( (22 = ( ( (.
       При помощи первой основной задачи на плоскость можно решать следующие конкретные метрические задачи:
       1. Определить величину расстояния между точкой А и плоскостью ( общего положения;

       2. Определить величину расстояния между двумя параллельными плоскостями.

       При помощи второй основной задачи на плоскость решаются следующие конкрет-ные метрические задачи:

       3. Определить площадь плоской фигу-ры;
       4.Определить все метрические харак-теристики плоской фигуры : её периметр, длины высот и сторон, углы при его вер-шинах и др.
11.5. Способ замены плоскостей проекций
       Сущность этого способа преобразо-вания комплексного чертежа основана на принципе относительности движе-ния. Если геометрический объект не может переместиться из общего по от-ношению к  исходной  системе  плоскос-

тей проекций положения в то или  иное  частное,  то  необходимо  ту  или   иную

 плоскость  проекций   переместить   от-
носительно неподвижного объекта до такого положения, по отношению к ко-торому этот объект займёт то или иное искомое частное положение.

      При этом следует обязательно со-хранять ортогональность нового поло-жения той или иной плоскости проекций по отношению к той плоскости проекций исходной системы, которая оставалась 
неподвижной.

       Таким образом, можно говорить о наличии исходной системы плоскостей проекций П1(П2 и новых систем П4(П1, П4(П2, получаемых заменой одной из исходных плоскостей проекций П2 или П1  на новую плоскость П4, играющую роль заменяемой плоскости исходной системы.

       Заменой одной плоскости проекций будут решаться первые основные за-дачи на прямую и плоскость (см.п.12.4, задачи 1.1,   2.1).
      Для решения вторых основных за-дач на прямую и плоскость новые си-стемы П4 ( П1 и П4 ( П2 , полученные после первой замены, принимаются за исходные, которые преобразуются в но-вые  системы П 5 ( П4,  в  которых  плос-
кость П 5 играет роль заменяемых плос-костей П1 или П2, оставшихся незаме-нёнными после первого преобразова-ния.

11.5.1. Замена одной плоскости проекций и решение метрических задач
       Если в исходной системе плоскос-тей проекций П1(П2 изображена точка А (А1, А2), и, допустим, плоскость П2  заме-няется на плоскость П4 ( П1 , то, так как плоскость П4 так же параллельна высо-те точки А над плоскостью П1 , как и за-меняемая плоскость П2, эта высота (А12 А2) метрически определяет удаление новой проекции А4 точки А от новой оси х14 по направлению линии связи, перпе-ндикулярной к ней и проходящей через оставшуюся проекцию А1 (А14 А4 = А12 А2) ( рис.11.25, а).

       Если в исходной системе плоскос-тей проекций  П1(П2   заменить   плоско-
сть П1 на П4 (П2 , то А2А4 ( х24   и  А24А4=
= А1А12 ( рис 11.25, б )
.      Обобщая, получаем ПРАВИЛО 8:
      Если в исходной  системе   плоскос-
 тей проекций заменяется одна из них, то новая проекция точки располага-ется  на  новой  линии  связи,  проходя-

щей  через   её   оставшуюся   старую
проекцию перпендикулярно к новой  оси и удаляется от   неё  на   расстояние, равное удалению старой заменяемой проекции точки от старой оси. 
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Рис. 11.26. Замена одной плоскости проекций для преобразования проекций прямой из общего положения
 в положение линии уровня
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Рис.11.27. Замена одной плоскости проекций для преобразования проекций плоскости общего положения в проецирующее
1. Графические решения первой основной задачи на прямую
Задача 1.1. Преобразовать проекции от-резка АВ прямой а общего положения в проекции этого отрезка в положении ли-нии уровня ( рис.11.26, а,б )
       Решение: Для того, чтобы преобразо-ать проекции отрезка общего положения в положение фронтальной линии уровня, не-обходимо и достаточно старую ось проек-ций х12 заменить на новую х14, расположен-ную параллельно А1В1.Новая проекция А4В4 отрезка АВ на плоскость П4 , построенная по точкам согласно правилу 1, содержит в cе-бе информацию о его длине и величине угла (( его наклона к П1 ( рис.11.26, а ).
       Для того, чтобы преобразовать проек-ции отрезка АВ общего положения в поло-жение «горизонтальной» линии уровня, не-обходимо ( рис11.26, б ):

1. х12 ↷ х24 || А2 В2;

       2. А2 А4 (х24;    А 24 А4 = А1 А2;
       3. В2В4 (х24;    В 24 В4 = В1 В12;
       4. А4 В4  =(АВ(;  ( А 4 В4,  х24 =(( к П2.
2. Графические решения первой 

основной задачи на плоскость
       Задача 1.2. Преобразовать проекции плоскости ( (а ( b) общего положения в проекции этой же плоскости в проециру-ющем положении ( рис. 11.27, а, б )
       Решение: По условию плоскость ( за-нимает в пространстве общее положение. Это значит, что её можно считать общей   гранью двух двугранных углов между нею и плоскостями проекций П1 и П2 , рёбрами  ко-
торых будут соответственно её горизонта-льный и фронтальный следы. Мерой этих двугранных углов будут величины их линей-ных углов, стороны которых позиционно являются линиями пересечения их граней плоскостями, перпендикулярными к их рёб-рам. Но, так как рёбра, - это следы, а сле-ды, - это  линии  уровня,  то  плоскость  П4  , перпендикулярная к плоскости (, для того, чтобы  быть  проецирующей,  должна  быть 

перпендикулярна к той или иной линии уро-

вня этой плоскости, т.е.,
1. П 4 ( ( h(( ) ( П4 ( П1 ( ( (;

2. П 4  ( ( f( ( ) ( П4 ( П 2 ( ( (.

       Исходя из этих соображений:

1. Для   того,   чтобы   преобразовать

проекции плоскости ( общего положе-
ния в её же проекции, но находящейся во фронтально–проецирующем положе-нии, необходимо:

       1.1.  ( ( h;     h2 (A1 A2;   h1 ( (1;

       1.2.  x12↷x14 ( h1;

       1.3. A1 A4  ( x14 ( A14A4 = A12 A2;

       1.4. h1 ↷ h4  ( x14;    h4  - точка;

              h4, A4  ( (4  - прямая линия.

             ((4, x14 = ( (( ( (  к  П1.
        2. Для того, чтобы преобразовать про-екции плоскости (  общего положения в её же проекции, но находящиеся в «горизонта-льно-проецирующем» положении, необхо-димо:

       2.1.  ( ( f;    f1 ( A1 A2;    f2 ( (2;
       2.2.  x12 ↷x24 ( f2 ;

       2.3. A2 A4 ( x24  ( A24 A4  = A1 A12;
       2.4. f2 → f4 ( x24 ;    f4 – точка.
              f4, A4 ( (4 – прямая линия.
             ( (4 , х24 = ( ((( (  к П2.
11.5.2. Замена двух плоскостей 

проекций и решение метрических

задач
       К последовательной замене двух плос-костей проекций следует прибегать при ре-шении вторых основных задач на прямую и плоскость, решаемые способами вращения вокруг проецирующих осей и плоско-парал-лельным перемещением двумя преобразо-ваниями.
       Сущность процесса двойного  преобра-зования исходных проекций точки А  заклю-чается в следующем ( рис. 11.28 )
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Рис.11.28. Последовательное преобразование проекций точки А двумя заменами  плоскостей проекций
      Допустим, первой заменим плоскость П1  на плоскость П4 ( П2, т.е.,

                      1.    х12 ↷ х24;  тогда:
                      2.  А2 А4 ( х24 ;  А4 А24 = А1 А12;
после этого: 3.   х24 ↷ х45   и тогда:
              4.  А4 А 5 ( х45;   А 45 А 5 = А 2 А 24.
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Рис. 11.29. Преобразование проекций

отрезка АВ  прямой а общего положе-
ния в его проекции в проецирующем положении
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Рис. 11.30. Преобразование проекций

плоскости общего положения в её

проекции в положении уровня
3. Графические решения второй

основной задачи на  прямую
       Задача 2.1. Преобразовать проекции отрезка АВ прямой а общего положения в проекции этой же прямой, но в проецирую-щем положении ( рис.11.29, а, б ).

        Решение: Так как по условию данный отрезок АВ занимает в пространстве общее положение, то заменённое положение той или иной плоскости проекций, перпендику-лярное к этому отрезку, также будет зани-мать в пространстве общее положение по отношению к незаменённой  плоскости ис-ходной системы П1(П2.  Поэтому, для со-блюдения ортогональности новых положе-ний плоскостей проекций необходимо преж-де решить первую основную задачу на пря-мую ( см. рис. 11.26, а, б ), а затем, приняв результат её решения за исходное условие, решать данную задачу ( рис. 11.29, а, б ):
1. х12 ↷ х14 || А1В1;  А4В4 = 

        =( АВ (;

2.  х14 ↷ х45  ( А4 В4 ; 
3. А4 В4 → А 5 В 5  ( х45 ;
4. |(А45 ( В45), (А 5 ( В5)| = 
= |А1 А14| ;
        А 5 ( В 5 ( а5 – точка.

 4. Графические решения второй основной задачи на плоскость
       Задача 2.2 Преобразовать проекции плоскости ( ( а ( b ) общего положения в проекции этой же плоскости в положении   уровня ( рис.11.30, а, б ).
       Решение: Так как по условию данная плоскость занимает в пространстве общее положение, то новое положение плоскости проекций, параллельное ей, так же будет занимать в пространстве общее положе-ние, которое не будет перпендикулярным к той плоскости их  исходной системы, кото-рая не изменяла своего положения. Поэто-му для соблюдения ортогональности новых положений плоскостей проекций необходи-мо прежде решить первую основную задачу на плоскость ( см. рис.11.27, а, б ), а затем, приняв результат её решения за исходное условие, решить данную задачу ( рис11.30 а, б ).
       Построения не требуют комментариев.

11.5.3. Замена  плоскостей  проек-ций  на  безосном  комплексном  чертеже

       Если сравнивать геометрическую модель преобразования двухкартинно-го комплексного чертежа в трёхкартин-ный (рис.11.31, а) и геометрическую си-туацию, требующую решения первой ос-новной задачи на прямую или плоско-сть, то оказывается очевидной их пол-ная проективная эквивалентность. И действительно, в первом случае вспо-могательное проецирование происхо-дит на плоскость П3, перпендикулярную как к П1 , так и к П2, а  во втором, - либо к П1, либо к П2. Последнее обстоятель-ство приводит к изменению формы графического алгоритма преобразова-ния исходных горизонтальной и фрон-тальной проекции точки в её профиль-ную проекцию (рис.11.31,а) на  безосном комплексном чертеже, но не её струк-турного содержания (рис.11.31, б, в).
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Рис.11.31. Сравнение трёхкартинного комплексного чертежа точки с графической моделью метода замены одной плоскости проекций
       Обе схемы четырёхзвенны и со-держат пятый графический элемент. В первом случае это постоянная прямая k123 трёхкартинного комплексного чер-тежа, расположенная под 45( к верти-кальной линии связи А1А2 , во втором случае,- это прямая k124, параллельная биссектрисе угла между вертикальной линией связи и направлением проеци-рования на вспомогательную плоскость проекций П4. (рис.11.31, б,в ).

       Если проецирование происходит на П4(П1, то прямая k124 параллельна бис-
сектрисе k( между линиями связи А1А2  и

А1 А4. При этом между А 1 и А 4  двух-
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Рис.11.32. Графическое решение

задачи 3.1
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Рис.11.33. Графическое решение задачи 3.2
звенная ломаная  линия  связи,  при А2
перпендикулярная к А1А2, а  после  точ-ки  излома на k124, - перпендикулярная к линии связи А1А4 (рис.11.31, б ).

       Если проецирование происходит на П4 ( П2, то прямая k124 параллельна биссектрисе k( между линиями связи А1А2 и А2А4. При этом между А1 и А4 двухзвенная ломаная линия связи, при А1 перпендикулярная к А1А2, а после точки излома на k124, - перпендикуляр-ная к линии связи А2А4   (рис.12.31, в ).
       Конструктивным изобразительным свойством полученных графических ал-горитмов является наличие в их струк-туре двух прямых углов .
5. Графические решения первой

основной задачи на прямую
       Задача 3.1. Преобразовать проекции отрезка АВ прямой а общего положения в её проекции в положении фронтальной ли-нии уровня на чертеже без указания осей (рис.12.32 ).

       Решение: Для того, чтобы на безосном комплексном чертеже преобразовать про-екции отрезка АВ прямой а общего поло-жения в проекции этого же отрезка в поло-жении фронтальной линии уровня, необхо-димо:

       1. Через А1 и В1  провести линии связи, перпендикулярные к А1 В1;
       2. Провести биссектрису k( между вер-тикальной линией связи А1А2 и новым направлением проецирования;

       3. Параллельно этой биссектрисе и ис-ходя из композиционных соображений, про-вести прямую k124;
       4. Через А2 и В2 под прямыми  углами  к

А1А2  и В1В2 провести горизонтальные линии связи до их пересечения с k124;
       5. Из полученных точек излома провес-ти вторые участки линий связи до их пере-сечения в искомых вспомогательных проек-циях А4  и В4 отрезка АВ, расположившего-ся в пространстве по отношению к не-изображенной плоскости П4 в положении фронтальной линии уровня.

       Проекция А4В4 отрезка АВ прямой а об-щего положения содержит в себе непо-средственную информацию о длине этого отрезка и величине угла его наклона к П1.
       Задача 3.2. Преобразовать проекции отрезка АВ прямой а общего положения в её проекции в положении горизонтальной линии уровня на чертеже без указания осей ( рис.11.33 ).
         Решение этой задачи аналогично ре-шению задачи 3.1. 
6. Графические решения второй

основной задачи на прямую
       Задача 3.3.  Преобразовать проекции отрезка АВ прямой а общего положения в проекции этого же отрезка в проецирую-щем положении на чертеже без указания осей ( рис. 11.34 ).

       Решение. Для того, чтобы проекции от-резка АВ прямой а общего положения пре-образовать в проекции этого же отрезка, находящегося в проецирующем положении, необходимо одну из исходных плоскостей проекций П1 или П2 заменить  на плоскость П4, перпендикулярную к этому отрезку. Но, так как отрезок АВ занимает в пространстве общее положение, то и плоскость П4 по отношению к оставшейся плоскости исход-ной системы также займет общее положе-ние.  В итоге возникает позиционная задача на построение точки встречи К отрезка АВ с плоскостью П4 общего положения, а затем метрическая задача на построение совме-щенного положения П4 с П1  вращением её вокруг горизонтального следа (рис11.34 а,б).
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Рис.11.34. Преобразование проекций отрезка АВ прямой а общего положения в его проекции в проецирующем положении

а– в осной системе;  
    б – в безосной системе.
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Рис. 11.35. Графическое определение величины двугранного угла при ребре АВ общего положения
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Рис.11.36. Графическое решение задачи 3.4.

      В итоге, для решения второй основ-ной задачи на прямую в безосной сис-теме применяется не два, как в осной, а
одно преобразование исходных проек-ций, что более рационально.

       При помощи решения второй осно-вной задачи на прямую решаются кон-кретные метрические задачи на опре-ление величины расстояний от точек до прямых общего положения, между па-раллельными и скрещивающимися пря-мыми, а также величин двугранных уг-лов при их произвольно расположен-ных рёбрах ( рис11.35, а,б ).

7. Графические  решения  первой

 основной задачи на плоскость
       Задача 3.4. Преобразовать проекции плоскости ( ( ∆ АВС ) общего положения в проекции этой же плоскости, находя-щейся в проецирующем положении на чер-теже без указания осей ( рис.11.36 ).
       Решение: Для того, чтобы на безосном комплексном чертеже преобразовать прое-кции данной плоскости общего положения в проекции этой же плоскости в проецирую-щем положении достаточно в качестве ос-новного элемента преобразования принять любую её прямую линию и относительно её решить вторую основную задачу на прямую

(см. рис. 11.34.). Эта прямая выродится в точку, а вся плоскость, - в прямую линию.

       Если в качестве основного элемента преобразования принять линию уровня плоскости, то графическое решение этой задачи упрощается ( рис.11.36, а, б ).

       а) При главном элементе преобразова-ния, - горизонтали h,  необходимо:

       = угол между вертикальной линией свя-зи  и направлением горизонтальной проек-ции горизонтали разделить  на две равные  части  биссектрисой k1 , с которой в данном случае совпадает постоянная прямая k124 данного трёхкартинного чертежа;
       = преобразовать исходные проекции в искомую по схеме графического алгоритма

решения задачи 2.1.

       б) При главном элементе преобразова-ния, - фронтали f, необходимо:

       = угол между вертикальной линией свя-зи и направлением фронтальной проекции фронтали разделить на две равные части биссектрисой k2, с которой в данном слу-чае совпадает постоянная прямая k124   дан-ного трёхкартинного комплексного чертежа;
       = преобразовать исходные проекции в искомую по алгоритму решения задачи 2.1.

8. Графические решения второй основной задачи на плоскость
Задача 3.5. Преобразовать проекции плос-кости ( ( ∆ АВС ) общего положения в проекции этой же плоскости, находящей-ся в положении плоскости уровня на чер-теже без указания осей ( рис.11.37).
       Решение: Для того, чтобы проекции плоскости общего положения преобразо-вать в проекции этой же плоскости в поло-жении уровня, необходимо одну из исход-ных плоскостей проекций П1 или П2 заме-нить на плоскость П4, параллельную дан-ной плоскости.

	[image: image36.png]





Рис. 11.37. Графическое решение

задачи 3.5

       Так как плоскость П4 параллельна плос-кости ( общего положения, то она также  занимает в пространстве общее положе-ние. В частности, плоскость П4 может сов-падать с плоскостью (  и поэтому для пос-троения  истинного вида треугольника АВС достаточно совместить его плоскость с го-ризонтальной или фронтальной плоскос-тями уровня способом вращения вокруг со-ответствующей линии уровня.

       При этом следует предварительно по-строить графический алгоритм искомого преобразования (рис.11.37) с участием постоянной прямой k124 и решать задачу с использованием этого алгоритма.

      Выводы к п. 11.5.3: 1. Перед непосред-ственным графическим  решением той или

иной метрической задачи на прямую или плоскость   необходимо  построить  соот-

ветствующий графический алгоритм ис-комого преобразования;

       2. В отличие от решения вторых осно-
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Рис. 11.38.  Графическое решение

задачи 4.1.
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Рис. 11.39. .Графическое решение

 задачи 4.2.
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Рис. 11.40.  Графическое решение

задачи 4.3.
вных задач на прямую и плоскость в осной системе, решаемых двумя преобразова-ниями, в безосной системе эти задачи ре-шаются одним преобразованием, что бо-лее рационально.

11.6. Способ вспомогательного косоугольного проецирования

       К этому способу преобразования комплексного чертежа следует прибе-гать в случае, когда по исходному ус-ловию нельзя перемещать ни изобра-жаемый объект, ни плоскости проекций.

       Остаётся изменять направление проецирования так, чтобы оно совпада-ло с направлением либо самостоятель-ных прямых общего положения, либо прямых, принадлежащих изображае-мым плоскостям общего положения. Тогда  проекции таких прямых и плоско-стей, которым они принадлежат, пре-образуются соответственно в точки и прямые линии, обладающие собира-тельными свойствами. Использование этих свойств необходимо для решения не метрических, а позиционных задач на пересечение или конкурентность.

       Графические решения этих задач способом вспомогательного косоуголь-ного проецирования могут выполняться как на осном, так и на безосном комп-лексном чертеже.

11.6.1. Вспомогательное 

косоугольное проецирование на основные плоскости проекций и решение позиционных задач

Задача 4.1. Построить проекции точки встречи отрезка АВ профильной прямой а с плоскостью ( ( b ||с ) общего  положения
при помощи вспомогательного косоуголь-ного проецирования на горизонтальную плоскость проекций ( рис.11.38 ).

       Решение: Так как плоскость ( задана двумя параллельными прямыми общего по-ложения, то для решения этой задачи сле-дует выбрать направление вспомогатель-ного проецирования параллельным направ-лению этих прямых. Тогда построение их косоугольных вырожденных в  точки  проек-

ций b(1 , с(1   будет  подобно  построению  их 

горизонтальных следов,  определяющих  косоугольную проекцию ((1 как её горизон-тальный след. 

       Косоугольная проекция А(1В(1 отрезка АВ пересекает косоугольную проекцию ((1  в косоугольной проекции К(1  искомой точки встречи, по которой проецированием в об-ратном направлении  определяются  ортого-

гональные проекции искомой точки К встре-чи прямой а с плоскостью (.

       Задача 4.2. Построить проекции линии пересечения плоскостей ( (∆ АВС) и ((∆ DEF ) общего положения при помощи вспо-могательного косоугольного проецирова-ния на фронтальную плоскость проекций (рис. 11.39).
       Решение: Для решения этой задачи до-статочно спроецировать плоскость ( на плоскость П2 по направлению стороны АВ треугольника АВС и по этому же направ-лению спроецировать на П2 плоскость (.
       В итоге плоскость ( спроецируется в прямую линию ((2, которая пересечет невы-рожденную проекцию D2E2F2   по косоуголь-ной проекции искомой линии пересечения.

       Построение прежде фронтальной, а за-тем горизонтальной проекции этой линии производится проецированием полученной её косоугольной проекции в обратном нап-равлении (см. рис. 11.39).

11.6.2 Вспомогательное

 косоугольное проецирование на четную биссекторную  плоскость 
и решение позиционных задач
       Известно, что разноименные проек-ции точек, принадлежащих четной бис-секторной плоскости ( угла совме-щения П1 с П2 на двухкартинном комп-лексном чертеже совпадают. 
       В связи с этим точки пересечения разноименных проекций прямых линий

различных направлений можно считать их косоугольными проекциями на чет-ную биссекторную плоскость по этим направлениям.

       Это обстоятельство позволяет ре-шать позиционные задачи на пересека-емость прямых линий c плоскостями и плоскостей между собой на безосном комплексном чертеже, затрачивая при этом меньше графических операций, чем при их решении на чертеже с осями.

      Задача 4.3. Построить проекции точки К встречи отрезка АВ прямой а общего положения с плоскостью
      Решение:  Если продлить до взаимного пересечения разноименные проекции параллельных прямых а и b, задающих плоскость  (, то а2 и а1, то полученная точка       
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Рис.11.41. Графическое решение

задачи 4.4.
       1. Какие задачи называются ме-трическими?
       2. Какая метрика геометричес-кого объекта называется его вну-тренней метрикой?
       3. Какая метрика геометричес-кого объекта называется его внеш-ней метрикой?
       4. Какими метрическими харак-теристиками обладают отрезки пря-мых линий и плоские фигуры?

       5. В каких случаях проекции прямых линий и плоских фигур со-держат в себе непосредственную метрическую информацию

       6. В каких случаях для получе-ния метрической информации о пря-мых линиях и плоских фигурах  сле- дует преобразовывать их исходные ортогональные проекции?

       7. Какие принципы лежат в основе методов преобразования  проекций и какие способы входят в

а(( станет вырожденной проекцией прямой а на плоскость (, обладающей собиратель-
ным свойством и поэтому тождественной с косоугольной проекцией K(( точки встречи K прямой а  с плоскостью (.

       Если по направлению прямой а спрое-цировать на плоскость ( ∆ АВС, то полу-ченная его  косоугольная  невырожденная проекция А(( В(( С(( наложится на вырож-денную проекцию а((  ( K((.
       Для того, чтобы по K(( построить K1 и K2, необходимо графически смоделировать отношение принадлежности точки K к плос-кости (. Для этого через K((  следует про-вести прямую b((, принадлежащую фигуре А(( В(( С((, и проецированием в обратном направлении построить прежде ортогона-льные проекции b1, b2 прямой b, а затем на них определить искомые проекции K1,K2 ис-комой точки K встречи прямой а с плоско-стью (.

      Задача 4.4.   Построить  проекции  ли-

нии  пересечения  плоскостей (( а || b) и (
( ∆ ABC)  общего  положения  при  помощи 
вспомогательного косоугольного  проеци-

рования     на чётную          биссекторную  

В о п  р о с ы   д  л  я   п о в т о р е н  и я:

эти методы?
       8. В чем заключается сущность способа вращения вокруг проецирующих осей?
       9. Для извлечения какой метрической информации отрезок прямой линии следует вращать вокруг одной проецирующей оси?
      10. В каком случае отрезок прямой ли-нии следует последовательно  вращать во-круг двух проецирующих осей?
      11. Для извлечения какой метрической информации о плоской фигуре следует вра-
щать прежде  вокруг  проецирующей оси,  а
затем, - вокруг второй проецирующей оси?

      12. В чем заключается сущность спосо-ба совмещения?

      13. Каковы преимущества способа вра-щения вокруг линий уровня по сравнению со способом вращения вокруг проецирую-щих осей?

      14. В чем заключается сущность спосо-ба плоско-параллельного перемещения? 
      15. Как   формулируются  основные  
метрические задачи  на  прямую и  какие  
плоскость (. ( рис.11.41 )
       Решение: Если продлить до взаимного пересечения разноименные проекции па-раллельных прямых а и b, задающие плос-кость (,  то точки а(( и b(( их пересечения определят прямую ((( как вырожденную косоугольную проекцию плоскости (, обла-дающую собирательным свойством и поэ-тому тождественную с косоугольной проек-цией m(( искомой линии m пересечения плоскостей (  и (.
       Косоугольное проецирование ∆ АВС  по

направлению прямых а и b определяет его невырожденную проекцию А(( В((С((  , кото-рая накладывается на вырожденную проек-цию (((  плоскости (.
       Для того, чтобы по полученной косоу-гольной проекции m((  построить проекции m1  и  m2  линии m пересечения плоскостей ( и (, необходимо, помня о её принадле-жности к плоскости (,  проецированием её точек M и N в обратном направлении, опре-делить их горизонтальную и фронтальную проекции, которые попарно определят ис-комые проекции линии пересечения задан-ных плоскостей.

конкретные задачи решаются с их помощью?

      16. Как формулируются основные мет-рические задачи на плоскость и какие кон-кретные задачи решаются с их помощью?

      17. В чем заключается сущность спосо-бы замены плоскостей проекций?

      18. Для решения каких задач на  прямую и плоскость следует прибегать к  замене од-ной, и когда,- к замене двух  плоскостей про- екций ?

      19. Какова геометрическая сущность ре-шения метрических задач способом замены 

плоскостей проекций на безосном комплек-сном чертеже?

      20. Чем конструктивно отличаются гра-фические решения метрических задач на осном и безосном комплексных чертежах?

      21.В чем заключается сущность способа вспомогательного косоугольного проециро-вания, для решения  каких  задач  и   почему

он применяется?
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