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РОЗДІЛ  4

МЕТОДИКА НАВЧАННЯ МЕТРИЧНОЇ СКЛАДОВОЇ СИСТЕМНОЇ НАРИСНОЇ ГЕОМЕТРІЇ

       Передмова. Багатовекторність архітектурної зображальної діяльності ії си-стемний характер потребують від архітектора знання і уміння насичувати  про-ектні  рішення  об’єкта,  який  проектується, метричною  інформацією  як  його  невід’ємною  геометричною  характеристикою.  Її  відсутність  лишає  проектні  зо-браження властивості оборотності, а їх помилковість може привести  до ката-строфічних наслідків на виробництві  або  на  будівництві. Тому  однозначність  і  адекватність натурі метричної інформації проектних рішень є суворим обов’язком  архітектора і конструктора, який з ним співпрацює.
       Головною метричною характеристикою об’єкту і його складових є його  лінійні розміри, значення яких знімаються з їх проектних рисунків, викреслених або в крупному масштабі, або  в  натуральну величину. Їх постановка  на робо-чих рисунках виконується у відповідності з технічним стандартом  2.307-68 і з урахуванням  вимог стандарту СПДС 21.105 – 81.  Їх  обов’язковість визнача-ється  економічними  міркуваннями у  зв’язку з  тим,  що  кінцевим   продуктом архітектурного   проектування  є проектно-кошторисна  документація,  в якої по метрично визначених рисунках складається кошторис,  який  визначає кошторисну вартість спорудження об’єкта.

       Адже  позиційна  повнота проектних  рішень в  графічному  виконанні  виз-начає якість майбутнього  об’єкта,  а  метрична  повнота, -  його  кількісні  ха-рактеристики, які обумовлюють економічну доцільність прийнятих рішень.   

       Всі ці міркування актуалізують необхідність надання архітектурним прос-торово-композиційним  рішенням  грамотної  метричної  інформації.

       Для такого надання існує його методика, зміст якої визначається знаннями сутності рішення метричних задач, в даному випадку, на визначення відстаней,  кутів, площ плоских і просторових фігур, а також їх обсягів, і умінням їх раціонально вирішувати в процесі архітектурного проектування. 
4.1. Поняття про метричні задачі
       Метричними слід називати задачі на визначення натуральних значень тих чи інших метричних характеристик геометричних об'єктів по їхортогональ-них проекціях або навпаки, на побудову ортогональних проекцій таких об'єктів простору, метричні характеристики яких наперед завдані.

       З цього визначення випливає, що метричні задачі бувають прямими і зво-ротними. Під метричними характеристиками геометричних об'єктів розуміють-ся їх кількісні характеристики.

       Нульвимірна точка внутрішньої метрики не має. Її положення в просторі визначається зовнішньої метрикою трьох її декартових координат відносно їх початку. 

       Одновимірна пряма лінія має протяжність в одному напрямі і різні ступе-
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ні нахилу до площин проекцій або ухилом. Відрізок прямої лінії має довжину і значення кутів нахилу до П1 і П2.
      Двовимірна площина володіє протяжністю в двох напрямах і різним сту-пенем її нахилу до площин проекцій П1 і П2.

      Плоска фігура має площу і міри її конструктивних елементів, - відстані між її точками і паралельними прямими, лінійні кути між її сторонами, величини кутів її нахилу до площин проекцій.

      Просторові об’єкти мають обсяг, площу поверхні, відстані і кути між їх структурними елементами.

       Тому що будь-який геометричний об'єкт є системою, то слід розрізняти ме-трику його структури (тобто, внутрішню метрику) і метрику його положення в просторі (тобто, зовнішню метрику).

       Внутрішньою метрикою геометричного об'єкта слід називати сукупні-сть кількісних мір  його структурних  елементів та їх взаємного розташу-вання.       

       Зовнішньою метрикою геометричного об'єкта слід називати сукупність кількісних мір його положення щодо наперед завданої системи віднесення.

      В даному випадку під системою віднесення слід розуміти  три   взаємно-пер-

перпендикулярні площини проекцій П1, П2 і П3, які попарно перетинаються по трьох взаємно-перпендикулярних висях проекцій х12, y13, і z23, проградуйованих метрично рівними одиницями вимірювання (в архітектурному та дизайнерсь-кому проектуванні - міліметрами). При цьому за початок відліку цих одиниць приймається потрійна точка О123 перетину як площин проекцій, так і висей про-екцій.

       Аналіз понять  про внутрішню і зовнішню метрики об'єкта показує, що вони метризують його позиційні властивості, тобто, виступають як кількісні характеристики його якості.
      Для того, щоб по ортогональних проекціях того чи іншого об'єкту визна-чити ті чи інші його метричні характеристики, треба, щоб ці проекції безпосе-редньо містили в собі необхідну метричну інформацію.

      Розгляд метричного змісту зображальних властивостей проекцій прямих ліній і плоских фігур показує, що таку інформацію безпосередньо містять в собі ортогональні проекції прямих і площин окремого положення. Тому, якщо в умову метричної задачі входять проекції прямої лінії або плоскої фігури част-кового положення (рівня або проекціювальних), то відповідна метрична ін-формація міститься безпосередньо у  відповідних проекціях цих елементів і  рі-шення такої задачі зводиться до зняття цієї інформації без здійснення будь-яких графічних операцій.

       А якщо в умову прямої метричної задачі входять  проекції прямої лінії або плоскої фігури загального положення, то для її вирішення  необхідно  перетво-рити ці проекції в проекції цих же елементів, але таких, що знаходяться в тому чи  іншому  частковому положенні, з  яких необхідна   інформація   знімається безпосередньо.
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       Такі перетворення вихідних проекцій можливі в двох випадках:

       Випадок 1: Коли об'єкт із загального по відношенню  до  площин  проекцій положення і незмінного  напрямку  проекціювання   п е р е м і щ у є т ь с я  в  те чи  інше  часткове  положення;

      Випадок 2 (заснований на принципі відносності руху): Коли об'єкт  нерухо-мий, а ті чи інші площини проекцій, не порушуючи своєї ортогональності, пере-міщуються з вихідного в таке положення, по відношенню до якого  об'єкт роз-ташовується в тому чи іншому частковому положенні.

       Геометрографічне  моделювання   першого   випадку   призводить   до    методу 

п е р е м і щ е н ь [179], який містить три способи,  характер  яких визначається видом переміщення об'єкта з загального положення в те чи інше часткове:

       1. Якщо об'єкт, який переміщується, обертаючись навколо  вісі, яка  займає те чи інше  проекціювальне   положення, то  його  вихідні проекції   перетворюються в шукані способом обертання навколо проекціювальних висей;

       2. Якщо об'єкт, який   переміщується,  обертаючись  навколо   вісі,  яка   займає положення лінії  рівня, то його вихідні  проекції  перетворюються в  шукані  спосо-бом суміщення;

       3. Якщо об'єкт рухається так, що всі його точки переміщуються  у  взаємно-паралельних площинах того чи іншого рівня, то його вихідні  проекції  перетво-рюються в шукані способом плоско-паралельного переміщення.

       Геометро-графічне моделювання другого  випадку  призводить  до  способу заміни площин проекцій,  сутність  якого  полягає  в перестановці  тієї  чи  іншої площини проекцій  з положення, не  паралельного  або   не  перпендикулярного до даного об'єкта, в  положення  паралельне  або  перпендикулярне  до  нього. При цьому нове положення переміщеної площині проекцій має бути  перпенди-кулярним по відношенню до тієї  площини  проекцій,  яка  залишалася  нерухо-мою, а напрямок проекціювання на переміщену площину, як і раніше, має бути ортогональним.

       Якщо виникає така ситуація, при якій неможливо переміщувати ні об'єкт, ні       площини  проекцій,  то  для   перетворення  вихідних   проекцій   об’єкту  в  шукані

залишається змінити  напрям  проекціювания.

       В цьому випадку виникає спосіб допоміжного косокутного проекціювання.
       Його сутність полягає в тому, що проекціювальні промені спрямовуються пара-

лельно прямим чи площинам загального положення, що зображені, і тоді  їх  ви-хідні ортогональні проекції  перетворюються в вироджені  проекції  (точки  або прямі лінії), що володіють збиральною властивістю. В силу цього способом  до-поміжного косокутної проекціювання вирішуються не метричні, а позиційні за-дачі. В залежності від того, на які площині здійснюється допоміжне проекцію-вання, розрізняють косокутне проекціювання на основні площини проекцій і на парну бісекторну площину.
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4.2. Методичний зміст способу обертання
   Відомо, що  обертальним навколо  вісі  є такий рух  точки А, при  якому  вона
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переміщується по колу а, площина ( кривизни якої перпендикулярна до цієї вісі і перетинає її в точці О, - центрі обертання. При цьому довжина радіуса R цього кола дорівнює відстані від точки А, що обертається, до центру О її обертання на вісі і (рис.4.2.1).
   У випадку, коли точка В лежить на осі і, то вона збігається зі своїм цен-тром обертання, радіус її обертання дорівнює нулю і тому вона нерухома.

       Якщо навколо однієї вісі оберта-ється не одна точка, а геометричний об'єкт як система взаємопов'язаних точок, то кожна з них переміщується  в своєї  площині обертання як площи-ні кривини її траєкторії руху, радіус якої визначається відстанню від цієї точки до вісі і.

       Цілком  очевидно,  що  ці площи-ни,  будучи  перпендикулярними  до однієї прямої, між собою будуть па-ралельні (рис.4.2.2).

       Тому як в процесі обертання системи точок навколо однієї вісі її внутрішня метрика не повинна порушуватися, то всі її точки необхідно повертати навколо цієї вісі в один і той же бік і на один і той же кут. 
Сутність способу обертання навколо однієї  проекціювальної

вісі  і  методика рішення  метричних задач
1.Обертання точки навколо і(П1(П2) і його графічна модель (рис.4.2.3, 4.2.4).
       Дано: і ( П1(П2) ,  ( і2 (і1)( х12 ; і1 (і2) – точка );       А ( і, ( А1 , А 2 );

       Потрібно: Повернути точку А на 120( в положення А1 обертанням навколо

осі і ( П1(і2)  проти годинникової стрілки.

       Рішення: (рис.4.2.3).
   1. А ( ( ( і;  А2 ( (2 ( і 2 ;             3. ОА = RA  ;     O2A2 =R2; O1A1=R1;

   2. О = ( х і; О2 = (2  х і2 ; О1 ( і1;   4. a – коло  радиуса RA ;. a2 ( (2;   a1 ( a.                                                                                                            

                         5. A↷A1 ;  А 1 ↷ А11   на 120( ; А12 = А11 А12 х а2.
        Твердження 4.2.1. Якщо точка А обертається навколо вісі і, яка перпен-дикулярна до П1(П2), то її горизонтальна (фронтальна) проекція  переміщуєть-

ся по колу а1(а2) радіусу RA, рівного відстані від А1(А2) до О1(О2) ( і1(і2), а фрон-
тальна проекція А2, (горизонтальна А1)  здійсню  є  зворотно-поступальний  рух по прямій а2(і2, (а1(і1) максимально віддаляючись від і2(і1)  на  відстань,   рівну  натуральній величині радіусу RA обертання точки А.
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       2. Обертання відрізка АВ прямої а навколо і ( П1 (П2) при А( і і його графічна модель (рис.4.2.4).

       Дано: і ( П1(П2)    ( і2 (і1) ( х12 ;  і1  - точка).         АВ х і = А ;   (А1В1 ; А2В2);

       Потрібно: Повернути відрізок АВ навколо оси і ( П1 (П2)  на 360( проти го-динникової стрілки.

       Рішення:  1. В ( ( ( і ;В2 ( (2 ( і2;      2. ОВ  = (  х  і ;;  О2 = (2 х і2; О1 ( А1 ( і1;    
                        3. ВОВ = RB; B1O1=R1 ;  B2O2 =R2;  4. A ( i ( RA = 0 ;

                        5. AB ↷ A1B1 ( AB, тобто, на 360(.
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	Рис.4.2.3. Графічна
модель повороту точки А  навколо  і ( П1  на 120(
	Рис. 4.2.4. Графічна модель повороту від-різку АВ навколо і ( П1  на 360( при А ( і
	Рис.4.2.5. Графічна  мо-дель  повороту відрізка АВ навколо і(П2 ∸ і


       3. Обертання відрізка АВ прямий а навколо і (П1 (П2) при і ∸ АВ і його графічна модель (рис.4.2.5).

       Дано: і ( П1 (П2);   АВ ∸ і.
       Потрібно: Повернути відрізок АВ навколо і ( П1 (П2) на 360( проти годин-никової стрілки.

       Аналіз умови: Тому як відрізок АВ схрещується з віссю і,  ​​то всі  його  точки

віддалені від неї на різні відстані. Звідси випливає, що на відрізку АВ існує точка С (С1, С2), віддалена від осі і на мінімальну відстань, що вимірюється по перпендикуляру, опущеному з виродженої в точку проекції і1 (і2) осі і на відповідні проекції А1В1 (А2 В2) відрізка АВ.
       Якщо і (П2, то С2О2 ( А2В2 ,  С1О1  ( і1  , звідки випливає, що С2О2 = | RC |.
       Радіус обертання точки С відрізка АВ прямий а загального положення, най-
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 ближчої до вісі обертання і, називається радіусом обертання цієї прямої.
     Тому як всі точки відрізка АВ віддалені від осі і на різні відстані, то траєкто- ріями їх обертання будуть кола різних радіусів, площини  кривини  яких будуть
площинами рівня по відношенню до тієї площини проекцій, до якої вісь перпен-

дикулярна.
      Твердження 4.2.2. Якщо  відрізок АВ  прямої  загального  положення, обер-таючись навколо проекціювальної вісі, схрещується з нею, то  своїми  послідов-ними положеннями  він  утворює прямолінійний  однопорожнинний  гіперболоїд обертання,  горловиною якого  є паралель,  утворена  обертанням точки С, яка віддалена від осі і на найкоротшу відстань.
      Твердження 4.2.3. Обертаючи пряму лінію загального положення навколо тієї чи іншої проекціювальної вісі, її можна із загального положення перевести тільки в положення  лінії  рівня. 

      Твердження 4.2.4. Обертаючи  пряму  лінію  рівня  навколо  проекціювальної

вісі,  її  можна перевести в положення, перпендикулярне  до  тієї  площини  про-

екцій, по відношенню до якої вісь обертання паралельна.

      Слідство з тверджень 4.2.3 і 4.2.4:  Для  того, щоб пряму лінію із загального положення перевести в  проекціювальне,  її   необхідно  перш  обертанням нав-коло вісі, перпендикулярної до однієї площини проекцій,   перевести в  положен-ня лінії рівня, а потім, прийнявши це  положення  за вихідне,  обертанням  нав-коло іншої вісі, перпендикулярній до іншої площини проекцій, перевести в шука-не проекціювальне положення.
Сутність способу послідовного обертання навколо двох проекціювальних висей і методика рішення метричних задач

      1. Послідовне обертання відрізка АВ прямої загального положення навколо двох проекціювальних висей і його графічна модель

      На вибір варіанту розташування висей і1 та і2 впливають позиційні особ-ливості вихідного умови конкретної метричної задачі, що потім позначається на раціональності її графічного рішення. 

Приклад.   Дано:  а ( а1, а2);  і1(П1 ;  і2(П2;

                    Потрібно: 1. а ↷ а1 || П2;  2. а1 ↷ а2 ( П1.

Рішення (рис.4.2.6):

    1.  (О1 ( і1 ) (О1С1 ( а1 ;    С1 = О1С1  х а1 ;

    2.  О1С1 ↷ О1 С11 ( х12 ;     а1  ↷ а11 || х12;     а2 ( а12 = | a | ;  (( ( = | ( (| а к П1.

    3.  (О12  ( і22 ) (О12 112 ( a12;        112 =O12112  х a12;
   4.  О12112 ↷О22122 || х12; а12↷а22 ( х12;           a11  ( a21  - точка.
       Якщо вісь обертання проводити через один з кінців відрізка, то графічне вирішення завдання спрощується.

       ПРАВИЛО: Для того, щоб перетворити ортогональні  проекції  прямої за-
гального положення в  проекції цієї ж прямої  в тому чи  іншому  проекцівально- 
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 му положенні,  необхідно  і  достатньо перш  перетворити  їх  в проекції   ліній
 рівня обертанням навколо першої  вісі,  повернувши  радіус  обертання  відрізку   до того чи іншого проекціювального положення, а потім, визначивши новий  ра-діус обертання прямої  в положенні  лінії рівня, повернути  його  навколо  другої вісі до положення, що  збігається з площиною рівня, яка проходить через  другу   вісь обертання.
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	Рис.4.2.6. Графічна модель перетворення проекцій  від-різку АВ загального поло-ження  в  його проекції проекціювального  поло-ження
	Рис.4.2.7.  Перетво-рення проекції площи-ни загального положен-ня в її проекції проекці-ювального положення.
	Рис.4.2.8.  Перетворен-ня проекції площини  загального положення в її проекції проекцію-вального положення.


        2. Обертання плоскої фігури навколо однієї вісі (рис.4.2.7, 4.2.8)

       Класичним  прикладом плоскої фігури  є  трикутник.  У загальному  випад-ку його сторони,  як  відрізки  прямих, що перетинаються, займають в просторі  загальне положення. Тому обертанням навколо однієї проекціювальної вісі  їх немо-жливо привести в те чи  інше часткове  положення. Якщо ж  припустить, що одна сторона трикутника загального положення є його лінією рівня, то,  як  випливає з твердження 4.2.4, її можна одним поворотом навколо проекціюваль-ної вісі перевести в положення, перпендикулярне до тієї  площини проекцій, по відношенню до якої вісь обертання паралельна. Тоді площину ( трикутника  АВС, що  містить  в собі  перпендикуляр  до тієї чи іншої площини проекцій, також  займе те чи інше проекціювальне  положення. При цьому та чи  інша  лінія  рівня цієї площини набуває значення  головного  елемента  перетворення її ортогональних проекцій.
     Твердження 4.2.5.  Плоску фігура загального положення обертанням навколо тієї чи іншої проекцію вальної вісі можна  повернути до того чи  іншого  проек-
ціювального положення якщо взяти за основний елемент відповідного перетво-рення його ортогональних проекцій  ту  чи  іншу  її  лінію рівня, яку одним обер-танням можна перевести в проєкціювальне положення.
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	Рис.4.2.9. Графічна модель послідовного обертання  плоскої фігури навколо двох 
проекціювальних висей
	Рис. 4.2.10. Графічна модель послідовного  обертання  плоскої фігури  навколо двох проекціювальних висей


3. Послідовне обертання плоскої фігури навколо двох проекціювальних висей і
його графічна модель. (рис.4.2.9,  4.2.10).
            Дано  1. і1(П1;  і2(П2;  ( ((1, (2);     2 . і1(П2;  і2(П1;  ( ( (1, (2); 

    Потрібно: 1.1. ( ↷ (1( П2 ;  ( і1(П1);       1.2. (1 ↷ (2‖П1;   ( і2(П2);

     2.1. ( ↷  (1( П1;   ( і1(П2);       2.2. (1 ↷(2 ‖П2;   ( і2(П1).

        Решение: 1. h ( (;   h2(A2 A1;  h1 ( A1, 11; 2. i1(П1;  ( і11 – точка; і12 ( х12 ); 

3. h1 ↷ h11 ‖A1 A2 ;   (1 ↷(11 ( (1;;   4. h2 ( h12 – в точку;  (2 ( (12  - в пряму;   ((21 , x12 = | (( | ( (, П1 ; 5. і2(П2 ;  ( і22 – точка; і21(х12) ;     
6. (12↷(22 ( А1 А2; 7. (11 ( (21 ( | ( | - істинний вигляд фігури (.
Сутність спосіб обертання навколо лінії рівня (суміщення) і

методика рішення  метричних задач за його допомогою
       Розглянуті вище процеси обертання прямої лінії та плоскої фігури навколо однієї  проекціювальної вісі дозволяли перетворювати проекції  прямої загаль-ного положення в проекції її проекціювального положення, так саме як проекції плоскої фігури загального положення в її проекції в положенні  площини рівня. 
Для таких перетворень було потрібно два послідовних обертання  навколо двох
проекціювальних осей.
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       Геометрично ситуація видається таким чином ( рис.4.2.11 ):
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	Рис.4.2.11. Геометрична модель процесу обертан-ня точки, прямої і плос-кої фігури навколо лінії рівня
	Рис.4.2.12.Визначення довжини відрізка АВ і кутів його нахилу до площин П1 і П2
	Рис.4.2.13.Визначення натуральної величини трикутника АВС для розрахунку його площі і іншої метрики


	


       Дано: П1-горизонтальна площина проекцій; точка А і горизонтальна пряма h.
        Потрібно: Прийнявши горизонтальну пряму h за вісь обертання і, повер-нути навколо неї точку А перш до сполучення з вертикальною площиною (, яка проходе через h, а потім, - з горизонтальною площиною (, яка також проходе через h.
       Рішення: По законам обертання точки навколо прямої лінії:

       1. Площина ( її обертання перпендикулярна до вісі обертання. Тому як ця вісь горизонтальна, то ( вертикальна і вироджується на П1 в пряму лінію (1 ( і1;

       2. Центр О обертання точки А навколо вісі і є точкою їх перетину: О = ( ( і;
       3. Радіусом RA обертання точки А навколо вісі і є відрізок ОА в вихідному загальному положенні. Але, тому як він обертається навколо вісі і разом з точкою А, то  в   своєму   русі  проходить   два   окремих   положення: вертика-льне (коли його горизонтальна проекція вироджується в точку і збігається з О1 ≡ h1) і горизонтальне, (коли він проектується на П1 в свою натуральну величину);

       4. Тому  як горизонтальна  пряма  h  і  точка А, яка  не   лежить на  ній, зада-ють в просторі деяку площину ( загального положення,  то, подібно RA,  оберта-ючись, ця площина проходить через два окремі положення: проекціювальне і рі-вня.

      З цих двох окремих положень прямої і площини найбільший практичний інтерес представляє положення рівня, тому як їх проекції в такому положенні містять максимум інформації про їх внутрішню метрику.
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       Висновок: Для того, щоб графічно змоделювати момент збігу відрізка ОА
або плоскої фігури (, що обертається навколо горизонтальної вісі, з  площиною 

рівня (, яка проходить через цю вісь, необхідно і достатньо відкласти на гори-
зонтальному сліді (1   площини (  обертання точки А від проекції О1  натураль-
ну величину радіуса  її обертання і,  тим  самим,  зафіксувати  площину (  в по-ложенні горизонтальної  площини рівня. 
4.3. Сутність способу плоско-паралельного переміщення і методика

рішення метричних задач
       Визначення 4.3.1. Плоско-паралельним називається таке переміщення об'-єкта в просторі, при якому всі його точки переміщуються у взаємно-паралель-них площинах без порушення його внутрішньої метрики.
       У загальному випадку взаємно-паралельні площини переміщення точок об'єкту можуть займати в просторі загальне положення, але для вирішення кон-кретних метричних задач з їх допомогою їх слід приймати в положенні площин рівня.
       Якщо прийняти вісь обертання за ту чи іншу лінію рівня, то графічне рішен-ня цих задач  різко  спрощується за  рахунок  одного  перетворення   вихідних  проекцій в шукані і зменшення числа графічних операцій.
       Тому як площини рівня займають двічі окреме положення, то з їх виродже-ними в  горизонтальні  прямі  лінії  проекціями, що  володіють  збиральною вла-стивістю, співпадуть відповідні  проекції  траєкторій переміщення  точок об'є-кту  з їх початкового положення в кінцеве. При цьому на їх невиродженій проекції зображення вихідного (загального) і  кінцевого  (окремого)  положення
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	Рис.4.3.1. Графічне рішення

першої головної задачі на пряму,
	Рис.4.3.2. Графічне рішення другої го-ловної задачі  на пряму
	Рис.4.3.3. Графічне рішення метричної задачі на визначення натури плоскої фігури


об'єкта, в силу незмінності його внутрішньої метрики, залишаються конгруен-тними. 

       Метричні задачі, які вирішуються раніше методами обертання навколо про-

екціювальних осей і навколо ліній рівня, узагальнюючи, можна розділити на:
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        1. Головні метричні задачі на пряму:
       1.1. проекції прямої загального  положення перетворити в проекції  цієї ж  прямої, але розташованої в положенні лінії рівня: а ↷ а1 | | П1 (П2) (рис.4.3.1) ;
       1.2. проекції прямої  загального  положення  перетворити в проекції цієї ж прямої, що знаходиться в проекціювальному положенні: а↷ а2 ( П1 (рис.4.3.2); 
         2. Головні метричні задачі на площину:
        2.1. проекції площини загального положення перетворити в проекції цій же площині, що знаходиться в проекціювальному положенні: ( ↷ (1(П1(П2).

        2.2. проекції площини загального положення перетворити в проекції цій же площині, що знаходиться в положенні рівня: ( ↷ (2 (П1 (П2) (рис.4.3.3).

      Досвід вирішення цих завдань вищерозглянутими способами показує, що рішення других основних задач на пряму і площину включають в себе рішення перших основних задач, результати яких є для них вихідними умовами.

       За допомогою першої та другої головних задач на пряму лінію можна вирішувати  такі конкретні метричні задачі:       

      1. Визначити  довжину  відрізка  АВ  прямої а загального  положення  і кути його нахилу до площин проекцій П1 і П2 ;

      2. Визначити величину відстані від точки А до прямої а загального положення.   Треба рішити задачу 1.2.    Шукана відстань буде між А2 і а2 .

      3. Визначити величину відстані між двома паралельними прямими лініями;
       Обидві прямі треба зробити проекціювальними. Шукана відстань - між їх виродженими в точки проекціями.

      4. Визначити величину найкоротшої відстані між двома прямими лініями, що схрещуються. Одну з прямих зробити проекціювальною, шукана відстань, - між  її проекцією – точкою і проекцією другої прямої;

      5. Визначити величину двогранного кута при його  ребрі. Ребро  кута треба зро-бити проекціювальним, тоді його грані стануть виродженими в  лінійний кут даного двогранного кута і його величина буде шуканою.      

      Рішення  першої  конкретної  метричної завдання  зводиться до першої головної задачі на пряму. Рішення 2...5-й конкретних метричних задач зводиться до вирішення другої основної задачі на пряму.

       За допомогою першої головної задачі на площину можна  вирішувати  такі конкретні метричні задачі:

      1. Визначити величину відстані між точкою А і площиною ( загального положення; 

      2. Визначити величину відстані між двома паралельними площинами.

        За допомогою другої головної задачі на площину вирішуються такі конкретні метричні задачі:

      3. Визначити площу плоскої фігури;

      4. Визначити всі метричні характеристики плоскої фігури:  її периметр,  дов-жини висот і сторін, кути при його вершинах тощо.
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4.4. Спосіб заміни площин проекцій і методика рішення метричних задач

        Сутність цього способу перетворення комплексного креслення заснована на принципі відносності руху. Якщо геометричний  об'єкт не може пересунутись  із 

загального по відношенню до вихідної системі площин проекцій положення в те чи інше окреме, то необхідно ту чи іншу  площину  проекцій  перемістити  щодо
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	Рис. 4.4.1. Заміна однієї площини проекцій для перетворення вихідних проекцій точки А
	Рис.4.4.2. Заміна од-нієї площини проек-цій для перетворення проекцій точки А
	Рис.4.4.3. Послідовне перетворення проекцій точки А двома замінами  площин проекцій
	


нерухомого об'єкта до такого положення, по відношенню до якого цей об'єкт займе те чи інше шукане окреме положення.
      При цьому  слід  обов'язково зберігати  ортогональність  нового положення тієї чи іншої площини проекцій по відношенню до тієї площини проекцій вихідної системи, яка залишалася нерухомою.

     Заміною одній  площині  проекцій будуть  вирішуватися перші головні задачі на пряму і площину.

     Для вирішення інших головних задач на пряму і площину нові системи П4 ( (П1 і П4 ( П2, отримані після першої заміни, приймаються за  вихідні, які   пере-творюються в нові системи П5(П4,  в яких площину П5 грає роль замінних  пло-щин П1 або П2, що залишилися без заміни після першого перетворення.
           Заміна однієї площини проекцій і методика рішення метричних задач

      Якщо у вихідній системі площин проекцій П1(П2 зображена точка А (А1, А2),
і, припустимо, площина П2 замінюється на площину П4 ( П1, то,  тому  як  пло-щина П4 також паралельна  висоті  точки А над площиною П1, як і площина П2, яка замінюється, то ця висота (А12 А2) метрично визначає видалення нової  про-екції А4 точки А від нової осі х14 у напрямку лінії зв'язку, перпендикулярної  до неї і проходить через що залишилася проекцію А1(А14 А4=А12 А2)  (рис.4.4.1.).

       Узагальнюючи, можна сформулювати  правило:  Якщо  у  вихідній  системі  площин проекцій замінюється одна з них, то нова проекція точки  розташовує-ться на новій лінії зв'язку, що проходить через її стару  проекцію,  яка  залиши-лася, перпендикулярно до нової вісі і віддаляється від неї на відстань, рівну  від-даленню старої заміненої проекції точки від старої вісі.
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      Задача 1.1. Перетворити проекції відрізка АВ прямої  а загального поло-жен-ня в проекції цього ж відрізку в положенні лінії рівня (рис. 4.4.4, а, б).

      Рішення: Для  того,  щоб  перетворити  проекції  відрізка  загального поло-ження в положення фронтальної лінії рівня,  необхідно і достатньо  стару  вісь проекцій х12 замінити на нову х14, розташовану паралельно А1В1. Нова проекція А4В4 відрізка АВ на  площину П4,  побудована   по  точках  згідно з правилом 1, містить у собі інформацію про його довжину і величину кута ( ( його нахилу доП1 (рис. 7.4.4, а).

       Для того, щоб перетворити  проекції  відрізка АВ  загального  положення  в положення «горизонтальної» лінії рівня, необхідно (рис.7.4.4, б):

   1. х12 ↷ х24 || А2 В2;                            2. А2 А4 (х24;    А 24 А4 = А1 А2;

   3. В2В4 (х24;    В 24 В4 = В1 В12;        4. А4 В4  =(АВ(;   ( А 4 В4,  х24 =(( до П2.
       2. Графічні рішення першої головної задачі на площину
       Задача 1.2. Перетворити проекції площини ( (а ( b) загального положення в проекції цієї ж площини в проекціювальному положенні (рис. 4.4.5, а, б).
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	Рис. 4. 4. 4. Заміна однієї площини про-екцій для перетво-рення проекцій пря-мої загального поло-ження в положення

лінії рівня
	Рис.4. 4. 5. Заміна однієї площини проекцій для пере-творення проекцій площини загально-го положення в проекціювальне


       Рішення: За умовою площина ( займає в просторі загальне положення. Це означає, що її можна вважати загальною гранню двох двогранних кутів між нею і площинами проекцій П1 і П2, ребрами яких будуть відповідно її горизон-тальний і фронтальний сліди. Мірою цих двогранних  кутів будуть величини  їх   лінійних кутів, сторони яких позиційно є лініями  перетину їх граней площина-ми, перпендикулярними  до  їх ре-бер. Але, тому як ребра, - це сліди, а сліди, - це лінії  рівня, то площина П4, перпендикулярна  до площини (,  для того, щоб бути  проекціюва-льною, повинна бути перпендику-лярною до тієї чи іншої лінії рівня цій площині, тобто:

       1. П 4((h(() ( П4(П1 ( ((;

2. П4 ((f(()( П4 ( П2 ( ( (.

      Виходячи з цих міркувань:
   1. Для того, щоб перетворити про-екції площини (  загального поло-ження в її ж проекції  во  фронталь-но-проекціювальному      положенні,

необхідно: 
 1.1.  ( ( h;  h2 (A1A2;   h1 ( (1;            
 1.2.  x12↷ x14 ( h1;     
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   1.3.  A1 A4  ( x14 ( A14A4 = A12 A2;         

  1.4. h1 ↷ h4  ( x14;  h4  - точка; h4, A4  ( (4 - прямая линия. ((4, x14 = ( ( (( (  к  П1...               
        2. Для того, щоб перетворити проекції  площини ( загального  положення в її ж проекції  в «горизонтально-проекціювальному» положенні, необхідно:

      2.1.  ( ( f;    f1 ( A1 A2;    f2 ( (2;         2.2.  x12 ↷x24 ( f2 ;
      2.3.  A2 A4 ( x24  ( A24 A4  = A1 A12;         2.4. f2 → f4 ( x24;
      f4 – точка. f4, A4 ( (4 – прямая линия.          ( (4 , х24 = ( ((( (  к П2.
Заміна двох площин проекцій і методика рішення метричних задач

       До послідовної заміни двох площин проекцій слід вдаватися при вирішенні інших основних задач на пряму і площину, які вирішуються способами обер-тання навколо проекціювальних осей і плоско-паралельним переміщенням двома перетвореннями.

       Сутність процесу подвійного перетворення вихідних проекцій точки А полягає в наступному (рис. 4.4.3):

     Припустимо, першою замінимо площину П1 на площину П4 ( П2,  тобто, 
1. х12 ↷ х24;  тоді:       2.  А2 А4 ( х24 ;  А4 А24 = А1 А12; після того: 3. х24 ↷ х45  і тоді:    
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	Рис. 4. 4. 6. Перетво-рення проекцій від-різку АВ  загального положення в його про-екції в проекціюва-льному положенні


4.  А4 А 5 ( х45;   А 45 А 5 = А 2 А 24.
    3. Графічні рішення другої основної задачі на пряму
Задача 2.1 .Перетворити проекції відрізка АВ прямої а загального положення в проекції цієї ж прямої, але в проекціювальному  положенні (рис.4.4.6, а, б).
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	Рис.4.4.7. Перетворення про-екцій площини за-гального положен-ня  в її проекції в положенні рівня
	Рис. 4.4.8. Перетворення проек-цій площини загаль-ного положення в її проекції в положенні рівня
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       1.  х12 ↷ х14 || А1В1;  А4В4  =( АВ (;    2.  х14 ↷ х45  ( А4 В4 ;  
       3. А4 В4 → А 5 В 5  ( х45 ;  |(А45 ( В45), (А 5 ( В5)| = |А1 А14 | ; А 5 ( В 5 ( а5 – точка.
4. Графічні рішення другої основної задачі на площину
Задача 2.2. Перетворити проекції площини ( ( а ( b ) загального положення в проекції цієї ж  площини в положенні рівня (рис. 4.4.7,  4.4.8). 
       Рішення: Тому як за умовою дана площина займає в просторі   загальне   по-ложення,  то  нове  положення  площини   проекцій,  паралельне  їй, так   саме буде займати в просторі загальне положення, яке не буде перпендикулярним  до тієї площині  їх  вихідної системи, яка не змінювала свого положення. Тому для  дотримання  ортогональності нових положень площин проекцій необхідно перш вирішити  першу  головну  задачу   на   площину  ( див. рис.4.4.5, а, б ),  а потім, взявши результат її вирішення за вихідну умову,  вирішити дану задачу (рис. 4.4.7, 4.4.8) .   Побудови не потребують коментарів.
    Якщо порівнювати геометричну модель перетворення двокартинного компле-ксного  рисунку в трикартинний  (рис.7.4.9, а)  і геометричну  ситуацію,  що  ви-магає  рішення  першої  основної задачі  на  пряму або  площину, то  виявляться очевидною їх повна  проективна  еквівалентність. І  дійсно, в  першому  випадку допоміжне  проекціювання   відбувається   на   площину П3, перпендикулярну як до П1, так і до П2, а в другому,- або до П1, або до П2. Остання обставина призво-дить до зміни форми  графічного алгоритму перетворення  вихідних  горизонта-льної і  фронтальної   проекцій точки  в  її профільну проекцію  (рис.4.4.9, а)  на безосьовому  рисунку, але не її структурного змісту (рис.4.4.9, б, в).
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Рис.4.4.9. Порівняння три-картинного комплексного рисунку точки з графіч-ною моделлю методу заміни однієї площини проекцій
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Рис.4.4.10. Графічне рішення  задачі 3.1
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Рис.4.4.11. Графічне рішення задачі 3.2


       Конструктивною зображальною властивістю отриманих графічних алгорит-мів є наявність в їх структурі  двох прямих кутів.
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5. Графічні рішення першої основної задачі на пряму
       Задача 3.1. Перетворити проекції відрізка АВ прямої  а загального  положе-ния в її проекції в положенні фронтальної  лінії  рівня  на  рисунку   без   вказівки висей  (рис.4.4.10).

       Рішення: Для того,  щоб  на  безосьовому   комплексному   рисунку перетво-рити проекції   відрізка  АВ прямої а загального  положення  в  проекції  цього ж відрізку   в положенні фронтальної лінії рівня, необхідно:

       1. Через А1 і В1 провести  лінії зв'язку, перпендикулярні до А1В1;

       2.Провести бісектрису k( між вертикальною лінією зв'язку А1А2 і новим   на-прямом проекціювання;

       3. Паралельно цієї бісектриси і виходячи з композиційних міркувань, прове-

сти пряму k124;

       4. Через А2 і В2 під прямими кутами  до  А1А2 і В1В2  провести  горизонтальні

лінії зв'язку до їх перетину з k124;

       5. З отриманих точок зламу провести другі ділянки ліній зв'язку  до  їх пере-
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Рис.4.4.12.Перетворення проекцій відрізка АВ прямої а загального  положення  в  його проекції в проекціюва-льному положенні:
 а– в осьової  системі;

б – в безосьової системі.
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Рис.4.4.13. Графічне визначення величини двогранного кута при ребрі АВ загального положення
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Рис.4.4.14. Графічне рішення задачі 3.5.




тину в шуканих допоміжних проекціях А4 і В4 відрізка АВ, розташованих в  про-сторі по відношенню до площині П4, що  не зображена,  у положенні  фронталь-
ної лінії рівня.
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     Проекція А4В4 відрізка АВ прямої а загального положення містить в собі бес-посередню інформацію про довжину цього відрізка і величину кута його нахилу до П1.
       Задача 3.2. Перетворити проекції відрізку АВ прямої а загального поло-ження в її проекції в положенні горизонтальної лінії рівня на рисунку без вказівки висей (рис.4.4.11).

      Вирішення цієї задачі аналогічно вирішенню задачі 3.1.

6. Графічні рішення другої основної задачі на пряму
       Задача 3.3.  Перетворити  проекції  відрізку  АВ прямої  а  загального  поло-ження в проекції цього ж відрізку в проекціювальному   положенні  на  рисунку з висями  (рис.4.4.12, а).
                         7. Графічні рішення другої основної задачі на пряму

       Задача 3.4. Перетворити  проекції відрізка АВ прямий а загального поло-ження в проекції цього ж відрізку в проекціювальне  положення на рисунку  без вказівки висей (рис. 4.4.12, б).
        Рішення. Для того, щоб проекції відрізку АВ прямої а загального положен-ня перетворити в проекції цього  ж  відрізку,  що  знаходиться в   проекціюваль-ному положенні, необхідно одну з вихідних  площин  проекцій П1 або  П2  замі-нити на площину П4, перпендикулярну до  цього  відрізку. Але,  тому  як  відрі-зок АВ займає в просторі загальне положення, то і площина  П4  по  відношенню  до решти площин вихідної системи також займе загальне положення. В резуль-таті  виникає позиційна задача на побудову точки зустрічі відрізка АВ  з  площи-ною П4  загального положення, а потім  метрична задача  на  побудову  суміще-ного  положення П4 з П1 обертанням її навколо горизонтального сліду (рис. 4.4.12, а).
      В результаті, для вирішення другого основного завдання на пряму в безосьо-
вій  системі  застосовується  не два,  як  в  осьовій, а  одне  перетворення   вихід-них проекцій, що  більш  раціональне.

                        8. Графічні рішення першої основної задачі на площину
       Задача 3.5. Перетворити проекції площини (  (Δ АВС) загального поло-ження в проекції цій ж площини, що знаходиться в проекціювальному  положен-ні на рисунку без вказівки осей (рис.4.4.14).

        Рішення: Для того, щоб на безосьовому комплексному рисунку перетво-рити проекції даної площини  загального  положення  в  проекції цієї  ж площи-ни  в проекцію у проекціювальному  положенні  достатньо в  якості  основного  елемента  перетворення  прийняти  будь-яку  її  пряму лінію і  щодо  неї  вирі-шити  другу  основну  задачу  на пряму  ( див. рис. 4.4.12. ).  Ця  пряма  вироди-ться  в точку,  а  вся   площина, - в пряму  лінію.  Якщо в  якості основного  еле-менту   перетворення   прийняти лінію рівня  площини, то графічне  рішення цієї задачі спрощується (рис. 4. 4.14, а, б):
   9. Графічні рішення другої основної задачі на площину
Задача 3.6. Перетворити проекції площини α (Δ АВС)  загального  положення в проекції цієї ж площині, що знаходиться в положенні площини рівня на рисунку
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без вказівки висей (рис.4.4.15).
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	Рис. 4.4.15. Графічне рішення задачі 3.6


        Рішення: Для того, щоб проекції площини загаль-ного положення перетворити в проекції цієї ж площи-ни в положенні рівня,  необхідно одну з  вихідних пло-щин проекцій П1 або П2 замінити на площину П4, паралельну даній площині.

       Тому як площина П4 паралельна площині ( загаль-ного   положення, то  вона  також займає в просторі за-гальне положення.     

       Зокрема, площина П4 може  збігатися  з площиною ( і тому  для  побудови  справжнього  виду трикутника  АВС  досить   поєднати   його   площину з горизонталь-ною  або  фронтальної площинами рівня способом обе-ртання  навколо відповідної лінії рівня.
       При цьому слід попередньо побудувати графічний алгоритм шуканого пе-ретворення ( рис.7.4.15) за участю постійної прямої k124 і вирішувати задачу з використанням цього алгоритму. 

    Висновки: 1. Перед безпосереднім графічним рішенням тієї чи іншої  метри-чної задачі  на  пряму або площину  у без осьовій системі  необхідно  попередньо

побудувати відповідний графічний алгоритм шуканого перетворення;

      2. На відміну від рішення інших головних задач на пряму і площину у  вісьовій

системі, які вирішуються двома  перетвореннями, в безвісьовій   системі  ці  за-

дачі  вирішуються одним перетворенням,  що більш  раціонально. 

Дидактичний зміст методики рішення метричних задач на визначення

відстаней, кутів і площ

       Інформація про метричні характеристики того об’єкту, який не існує, але повинен існувати, і який є зображеним на комплексному рисунку, повинна  до-повнювати позиційну інформацію про цей об’єкт до їх сукупного обсягу, необ-хідного і достатнього для його створення у просторі. Звісно, що така інфор-мація  повинна бути однозначною і точною тому, що вона лягає в  основу  скла-

дання економічного кошторису на спорудження цього об’єкту.  Головним   дже-

релом такої інформації є робоча проектна документація, яка складається  з  обо- ротних комплексних  рисунків  в  ортогональних  проекціях. Цей  вид  проекцій

загально  прийнятий  в  архітектурно-будівельному  і  машинобудівному проек- туванні переважно з-за того, що робочі ортогональні рисунки, які  виконуються в різних масштабах, найбільш зручні для графічного кодування необхідної мет-

ричної інформації (лінійні розміри, площі, об’єми, кути  нахилу  тощо). Ця  об-   
ставина актуалізує важливість засвоєння  методів і  способів  графічного  рішен-ня метричних задач на рівні їх  розуміння  в процесі  вивчення  нарисної  геоме-трії   з метою їх грамотного використання в  навчальному і  дипломному проек-туванні, а потім, - в професійній проектній роботі.
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Рис. 4.4.16. Дидактичний бланк на тему метричних задач на пряму
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Рис. 4.4.17. Дидактичний бланк на тему метричних задач на площину
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       4-й розділ цієї роботи, присвячений методиці розв’язання різного роду мет-ричних задач, є побудованим по системному принципу послідовного синте-тичного розгляду спочатку геометричних ідей, які лежать в основі методів пере-творення комплексних рисунків, а потім, - їх  графічних  реалізацій   згідно з   відпрацьованими алгоритмами.

       Крім опрацювання теоретичного матеріалу цього 4-го розділу, який містить

6 тверджень, 5 визначення і 4 правила, і виконання двох наведених бланків, студенті виконують самостійну розрахунково-графічну роботу по зображенню піраміди на площині загального положення по варіантах (рис.4.4.19).
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Рис.4.4.18. Самостійна розрахунково-графічна робота №2 «Поверхня на

площині з тінями»
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4.5. Методика графічних рішень задач на визначення метричних

характеристик поверхонь
       Загальні зауваження.   Різного  роду поверхні, як об'єкти евклідового  про-стору, володіють як позиційними, так і метричними властивостями або характе-ристиками. Визначеність  кількісних  значень  цих  характеристик  обов'язкова для їх врахування при архітектурному або дизайнерському проектуванні  об'єктів, що містять поверхні.
До числа таких характеристик у багатогранних поверхонь відносяться:

      а) довжини ребер і кути їх нахилу до площин проекцій;

      б) відстані між паралельними ребрами;

      в) найкоротші відстані між мимобіжними ребрами;

      г) відстані між паралельними гранями;

      д) кути між ребрами, що перетинаються,  кути між ребрами і гранями;

      е) двогранні кути між гранями, площі граней і бічної поверхні;

     ж) найкоротші відстані між точками, що належать різним граням;

      з) обсяги геометричних тіл, обмежених багатогранними поверхнями тощо.

 До числа метричних характеристик кривих поверхонь відносяться:

       і) площі поверхонь;

      к) найкоротші відстаней між точками на поверхні;

      л) обсяги геометричних тіл, обмежених кривими поверхнями тощо.

     Тому як багатогранні та криві поверхні є системами  взаємопов’язаних різ-ними геометричними зв'язками і відносинами як прямих, так і кривих ліній, що утворюють  їх лінійні каркаси, то більшість вищеперерахованих метричних ха-рактеристик  вже визначалося  при  вирішенні метричних  задач на  визначення відстаней, кутів і площ за участю точок, прямих ліній і плоских фігур. 

       Тому що інформація про дійсні значення будь-яких метричних характе-ристик зображених геометричних об'єктів міститься в їх  ортогональних  про-екціях тільки тоді, коли вони знаходяться в  положеннях  рівня або співпадають з тією чи іншою площиною проекцій, то проблема визначення метричних ха-рактеристик, що залишилися, зводиться до графічних  перетворень ортогональ-них  проекцій всього об'єкта або його елементів, початкове розташованих в зага-льному положенні, в проекції цього ж об'єкту, що знаходиться в положеннях рівня або збігається з площинами проекцій.

       Цілком очевидно, що метричні задачі над поверхнями  діляться  на  прямі  і зворотні.  Графічні рішення прямих задач дають інформацію про  метричні  ха-рактеристики об'єкту по його ортогональних проекціях, а зворотних задач - доз-воляє будувати ортогональні проекції тих чи інших  об'єктів, метричні  характе-ристики яких наперед завдані.
Графічні рішення прямих метричних задач над поверхнями

       Визначення 4.5.1. Прямими називаються  метричні  задачі  на  визначення  метричних характеристик поверхонь за їх ортогональними проекціями.
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       Незалежно від виду поверхонь до числа таких відносяться задачі:

       1. на визначення площі поверхні;

       2. на визначення найкоротших відстаней між точками поверхні;

       3. на визначення обсягів геометричних тіл, обмежених замкненими  поверх-нями.

      Для вирішення задач 1 і 2 необхідно дані  двовимірні  поверхні  сумістити  з двовимірною  площиною  і отримати фігури їх розгорток, на яких всі  метричні характеристики виглядають в натуральну величину. 

       Для вирішення задачі 3 необхідно графічно визначити натуральні величини тих елементів поверхні, які необхідні для обчислення обсягів їхніх тіл.
Графічні технології побудови розгорток поверхонь 

      Визначення 4.5.2. Розгорткою  поверхні називається  плоска  фігура,  утво-
рена  послідовним суміщенням всіх плоских елементів цієї поверхні з однією пло-
щиною. 

      Грані всіх багатогранних поверхонь є їх плоскими елементами і тому повер- хні  будь-яких  багатогранних тіл   є  такими, що розгортаються, тому що їх  мо-
жна  поєднати  з однією площиною.

      Визначення 4.5.3. Плоским елементом кривої поверхні є її елементарна площадка, укладена між двома прямолінійними паралельними твірними, або такими,  що перетинаються (рис.4.5.1, а,б). 
       Площина (, дотична до розгортної поверхні Ф, є  її  продовженим  плоским елементом. Але тому, що такий елемент на поверхні обмежений  прямолінійни-ми твірними, які в межі зливаються одна з одною, то тоді дотична площина тор-кається цієї поверхні по всій твірній.

       Твердження 4.5.1. Якщо в будь-якій звичайній точці опуклої поверхні деяка площина торкається її по прямої лінії, то така поверхня є розгортною.
       Визначення 4.5.4. Косим елементом прямолінійної  ​​поверхні  називається  її елементарна площадка, укладена між двома мимобіжними твірними (р.4.5.1).

       Косий елемент прямолінійної ​​поверхні не може  бути  поєднаним  з  площи-ною, а тому поверхні, що складаються з таких елементів є нерозгортними. До їх числа відносяться поверхні Каталана і косі поверхні.

       Площина, дотична до  нерозгортної  прямолінійної  ​​поверхні  у звичайній точці  який-небудь  її твірній  по решті  її точок  не  торкається, а  перетинає цю поверхню (рис.4.5.2).

       Твердження 4.5.2.  Якщо  площина, дотична  до  прямолінійної  ​​поверхні в її звичайній точці, перетинає цю поверхню, то остання є нерозгортною.
       Якщо елементарна площадка кривої  поверхні  визначається  двома  нескін-ченно близькими криволінійними елементами її лінійного каркаса, то визначає- мий нею  елемент цієї поверхні є кривим (рис. 4.5.3).

       Криві елементи кривих поверхонь неможливо поєднати з однією площиною

без їх розривів і складок. Тому всі  криволінійні  поверхні  є  нерозгортними. До

їх числа відносяться всі поверхні обертання з криволінійними твірними і всі по-
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верхні, лінійні каркаси яких утворені кривими лініями.
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Рис.4.5.1.  Плоскі елементи  ( Ф кривих поверхонь Ф:

а) циліндричної; б) конічної в) з ребром повернення
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 Рис.4.5.2. Косий елемент (Ф прямолінійної поверхні
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. Рис.4.5.3.Кривий елемент криволінійної поверхні і його розгортка
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Рис.4.5.4.. Ортогональні проекції поверхні тетраедра Ф і два варіанта Rф1  і  Rф2  її розгортки Rф
[image: image39.png]



Рис. 4.5.5. Ортогональні проекції поверхні гексаедра (куба) Ф і два варіанта Rф1  і Rф2 її розгортки Rф
[image: image40.png]



Рис.4.5.6. Ортогональні проекції поверхні октаедра Ф і її розгортки Rф
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Рис.4.5.7. Ортогональні проекції  поверхні  додека-едра Ф  і  іі розгортка Rф
[image: image42.png]



Рис. 4.5.8. Ортогональні проекції поверхні ікосаедра Ф і її розгортка Rф
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Рис.4.5.9.Ортогона-льні проекції пове-рхні ізозоноедра Ф куба і октаедра і його розгортка
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Рис.4.5.10. Ортогональні проєкції поверхні ізозоноедру  додекаедра і ікосаедра 
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Рис.4.5.11. Побудова роз-горток поверхонь  прямо-го кругового циліндру з різними розташуваннями їх перерізів
[image: image46.png]



Рис. 4.5.12.  Побудова роз-гортки бокової поверхні 4-гранної призми методом нормального перетину
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Рис.4.5.13. Побудова розгортки поверхні циліндру способом розкочування  з нанесенням на неї геодезичної лінії а
[image: image48.png]Ro—

7o
S.
’l‘ 6o
i 5
\

O LRHERI N\ 4
A TRy 3o
asy/, az

| N4,

72 ot | ilo

il
\
s
71{\ i r11
61( ai I21
% .





Рис.4.5.14. Побудова розгортки поверхні конусу с нанесенням на неї геодезичної лінії а
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       Якщо розуміти будь-яку криву поверхню як межу, до якої прагне вписана в неї або описана навколо неї багатогранна поверхня при нескінченному збільшенні чис-ла її граней, то розгортку останньої можна вважати наближеною розгорткою цієї кривої поверхні.

       Раціональність графічної побудови наближених розгорток кривих нерозгор-тних поверхонь визначається раціональністю їх апроксимації  багатогранними поверхнями і простотою побудови розгорток останніх.
Головні конструктивні властивості розгорток розгортних  поверхонь

       Поверхня Ф і її розгортка RФ є геометричними системами, між елементами яких процес розгортання встановлює різні відповідності, завдяки яким кожній точці і лінії на поверхні відповідає єдина точка і певна лінія на розгортці і навпаки.   Конструктивними особливостями цих відповідностей є наступні:

       1. Пряма лінія на поверхні завжди переходить в пряму лінію на розгортці, але не завжди навпаки. На розгортці існує однопараметрична множини прямих ліній, яким на поверхні відповідає однопараметрична множина кривих ліній.

       Визначення 4.5.5. Лінія на поверхні, що з'єднує дві її точки, якої на розгор-тці відповідає пряма лінія, називається геодезичної лінією цієї поверхні.

       Довжина розгортки геодезичної лінії, що з'єднує дві точки на поверхні, визначає найкоротша відстань між цими точками.

       2. Паралельні прямі на поверхні завжди переходять в паралельні прямі на розгортці, але не завжди навпаки. На розгортці існують однопараметрична множина паралельних прямих ліній, яким на поверхні відповідає однопарамет-рична множина еквідистантних кривих ліній.

       3. Всі метричні характеристики елементів розгортки поверхні, відповідні елементам її лінійного каркаса, містять їх натуральні значення. Це означає, що:

       3.1. довжини розгорток відрізків ліній рівні довжинам відрізків ліній на поверхні, що розгортається;

       3.2. Кути між лініями на розгортці поверхні, вершинами яких є розгортки  її

звичайних точок, рівні відповідним кутам на поверхні;

       3.3. Площа розгортки дорівнює площі поверхні.

       Перераховані властивості розгорток розгортних поверхонь визначають можли-вість графічного рішення як прямих, так і зворотних метричних задач над поверх-нями (рис.4.5.9 – 4.5.14).
Дидактичний зміст головних методів побудови розгорток кривих

поверхонь  та їх багатогранних прототипів

       Тому як для побудови розгорток будь-яких поверхонь необхідна метрична інформація про натуральні величини елементів їх лінійних каркасів, то цілком очевидно, що в основу методів їх побудови слід покласти ті способи рішення метричних задач, оптимальність яких визначається особливостями структури цих каркасів. 
     Тому як у циліндричних поверхонь твірні, а у призматичних ребра відповідне
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паралельні, то  для  побудови  їх  розгорток необхідно знати натуральні довжи-
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Рис. 4.5.15. Побудова розгортки бокової поверхні похилого еліптичного конуса способом розкочування
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Рис.4.5.16.  Побудова розгортки поверхні однакового ската методом тріангуляції
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Рис.4.5.17. Побудова розгортки 1/12 частини поверхні однопільного гіперболоїда обертання


ни твірних або ребер і натуральні значення відстаней між ними. Якщо ребра
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або твірні початкове займають загальне положення, то способом заміни площин проекцій їх слід перевести в положення ліній рівня, в результаті чого визна-чаться їх довжини. Для визначення відстаней між їх суміщеними з площиною положеннями застосовують два методи:

       1. Метод нормального перетину, сутність якого зводиться до визначення фігури нормального перетину поверхні призми або циліндру, периметр якої визначає ширину фігури розгортки (рис.4.5.12);
      2. Метод розкочування, заснований на застосуванні способу обертання нав-коло ліній рівня, роль яких грають послідовно поєднувані з однією площиною ребра призми або твірні циліндра (рис.4.5.13 – 4.5.15).

       Тому як у пірамідальних поверхонь ребра, а у конічних твірні перетинаю-ться в їх вершинах, то найбільш раціонально визначати їх довжини способом обертання навколо проекціювальних  осей,  які  відповідно  проходять  через  ці вершини. У піраміди грані трикутні, у конуса суміжні твірні в сукупності з відповідними  ділянками  його  основи  утворюють  трикутники  і  тому  розгор-тки цих поверхонь будуються  методом  тріангуляції  (рис.4.5.16, 4.5.17).

       Метод тріангуляції є універсальним в тому сенсі, що будь-яку поверхню можна покрити тріангуляційною мережею, прийнявши трійки точок її точко-вого каркасу за вершини її трикутних граней. Проблема побудови розгортки та-кой поверхні зводиться до визначення натуральних величин таких трикутників.

       Тому як лінійний каркас будь-якої поверхні обертання є системою конку-рентних паралелей і меридіанів, то можливі два варіанти її апроксимації розгор-тними поверхнями:

       1-й варіант. Конгруентні меридіани поверхні  обертання  попарно  визнача-ють апроксимуючі її циліндричні поверхні, паралельні твірні яких схрещуються з віссю обертання під прямим кутом.  Якщо двогранні кути між площинами цих меридіанів однакові, то «пелюстки»  циліндричних поверхонь, які  ними  визна-чаються, будуть конгруентними, що визначає конгруентність  фігур  їх  розгор-ток. Звідси  випливає  метод  вписаних або описаних  меридіональних  циліндрів  (рис.4.5.18).

      2-й варіант. Подібні один одному суміжні паралелі-кола попарно визнача-ють поверхні вписаних конусів з вершинами на осі обертання, а конгруентні паралелі в районі екватора або горловини визначають поверхні прямих круго-вих циліндрів. Звідси випливає метод вписаних - описаних конусів і циліндрів (рис.4.5.19).
Перетворення поверхонь за посередництвом їх розгорток

        Одним з очевидних властивостей роздвоєних фігур плоских перерізів по-верхонь і обмежених ними тіл, нормальні перетини яких мають мінімум дві вісі симетрії, є їх конгруентність і симетрія щодо двох взаємно-перпендикулярних висей (рис.4.5.20). Розтин таких поверхонь площинами утворює в їх торцях конгруентні фігури «обличчя» і «вивороту» єдиних фігур перетину. Якщо ці  фігури розвернути  відносно один одного на 180 ° і з'єднати, то вони співпадуть,
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але при цьому розсічена поверхня по лінії їх з'єднання переломиться. Ця ідея ле-жить в основі «згинання» таких поверхонь як призматичних, ціліндричних і ко-нічних (рис.4.5.21, 4.5.22). 
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Рис. 4.5.18.  Побудова розгортки одного з 16 конгруентних «пелюстків» розгортки  сфери Ф.
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Рис.4.5.20. «Обличчя» і «зворот» поперечних перерізів призми і циліндра
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Рис.4.5.19. Побудова розгортки сфери способом описаних конусів і циліндрів (габаритний еліпс близькій до золотого)
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Рис. 4.5.21. «Згинання» циліндричної поверхні в тороїдальну (або призматичної в циркульну арку)
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Рис.4.5.22. «Згинання» конічної  поверхні в кривий ріг
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Рис.4.5.25. Графічна побудова ортогональних проекцій додекаедра по розгортці його нижньої половини
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Рис. 4.5.26. Графічна побудова ортогональних  проекцій  згортки  циліндрa з фігури  круга
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Рис.4.5.23. Графічна модель перетворення сфери в тор шляхом  згинання елементів її розгортки
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Рис.4.5.24. Геометрична модель перетворення сфери в тор шляхом згинання елементів її розгортки
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Графічні  рішення зворотних метричних задач над поверхнями

          До числа зворотних метричних задач над поверхнями за участю їх роз-горток відносяться завдання на отримання ортогональних проекцій згорток цих поверхонь, що одержуються шляхом графічного моделювання процесу згортан-ня поверхні з її розгортки.
      Практично розгортка поверхні, всі елементи якої представлені в натуральну величину, особливостями своєї графічної структури кодують позиційну інфор-мацію про їх взаємне розташування, а процес цього кодування формується процедурою рішення прямої задачі на побудову фігури розгортки поверхні по їй ортогональних проекціях.

       Наприклад, для того, щоб побудувати ортогональні проекції поверхні до- декаедра по розгортці його нижньої половини (рис.4.5.25) необхідно уявити,  що його розгортка RФ, яка  надана за умовою, отримана розрізанням поверхні по її бічним ребрам і подальшим поєднанням п'яти бічних граней її нижньої по-ловини обертанням навколо відповідних сторін нижньої основи, то отримання згортки поверхні повторює процес отримання її розгортки в зворотному напрямку.
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Рис.4.5.27. Дидактичний роздавальний бланк по темі «Розгортки поверхонь»

          А для того, щоб побудувати ортогональні проекції поверхні прямого кру-гового циліндра, згорнутого з кола α без напустки (рис.4.5.26), треба,  щоб  дов-жина діаметра кола α0  дорівнювала  довжині кола нормального перетину цілін-
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дру.  

     Тоді  виникає  графічна  задача  побудови  радіуса  R  нормального   перетину  n за відомою довжиною його кола. Для цього досить на 1/12-й частини довжини діаметра кола як на основі побудувати рівнобедрений трикутник з кутами нахи-лу сторін в 75°, довжина яких наближено дорівнює радіусу R шуканої кола.
Дидактичний зміст методики викладання теорії і практики рішення метричних задач над поверхнями.
      Серед інших об’єктів  проектного простору поверхні мають найбільшу кіль-кість метричних характеристик,  натуральні  значення яких з’ясовуються в про-цесі їх проектування. Ці значення потрібні як для розрахунків міцності їх конс-трукцій, так і для складання  кошторису  їх  спорудження. Тому їх точне визна-чення обов’язкове і вирішується шляхом розв’язання метричних задач, методи-ка якого наведена вище.

       Серед практичних задач по визначенню метричних характеристик повер-хонь перше місце займають задачі по побудові їх розгорток, на яких все вигля-дає в натуральну величину.

       Рис.4.5.27 містить теоретичну частину теми про розгортки поверхонь (див. зліва бланку) і 4 практичні задачі, графічні рішення яких засновані на викорис-танні різних методів побудови розгорток.

       На звороті цього дидактичного роздавального бланку наведено 4 графічних умови задач на побудову розгорток і 2 - на побудову згорток поверхні з її роз-гортки для самостійного розв’язання.
4.6. Визначення метричних характеристик просторових об’єктів по їх      наочних зображеннях
      Проектна  робота архітектора як зображальна  діяльність, спрямована на на -дання проектній документації властивостей оборотності, тобто, однозначної по-зиційної повноти і метричної визначеності, часом потребує визначення цієї ін-формації про об’єкт по його наочним зображенням, - аксонометріях і перспек-тивах. У якості останніх переважно виступають фотознімки колись існуючих об’єктів як точні лінійні перспективи, з’ясування метрики зображених об’єктів по яких у нарисній геометрії має назву «реконструкції перспективи об’єкту у його ортогональний рисунок», яка виконується графічно з точністю до подіб-ності або з точністю до повної метричної визначеності. 
       Що стосується реконструкції аксонометричного зображення  об’єкту в  його ортогональний  рисунок, то така необхідність  зустрічається  значно рідше тому, що воно більш умовно в порівнянні з перспективою і має суто штучне  графічне походження.  Адже аксонометрія будується по  вихідних  ортогональних  проек-ціях, які є метрично визначеними,  і вона, як  результат їх  відповідного перетво-рення, також потенційно містить в  собі метричну інформацію, яка підлягає гра-фічному з’ясуванню. Іншими словами, у цьому випадку  виникає  наступна  гео-метрографічна задача:  по даних наочних  зображеннях  об’єктів  визначити  їх
ортогональні рисунки.       
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      Це означає, що треба зробити їх зворотне перетворення у ортогональні прое-

екції зображеного об’єкту. 

       Можливість такого  перетворення  обумовлюється  властивістю  взаємності відношень  між  елементами  вихідного  наочного  зображення і шуканого орто-гональго зображення, які породжуються процесами паралельного або централь-ного проекціювання.

4.6.1. Графічна технологія реконструкції прямокутної аксонометрії об’єкту у його ортогональний рисунок
       Геометрична складова цієї технології потребує концептуального уявлення про конструктивні особливості апаратного процесу одержання оборотної аксонометричної  монопроекції. Взагалі монопроекція будь-якого походження вважається необоротною. Тому для надання оборотності аксонометричній проекції об’єкту, його відносять до системи висей декартових координат, проградуйованих одиницями натурального масштабу, і зображують  їх разом з об’єктом паралельним прямокутним проекціюванням на картині загального положення.
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	Рис.4.6.1. Графічна реконструкція прямокутної аксонометрії у ортого-нальний рисунок з точністю як до подібності, так і до метричної

визначеності


      Якщо у свідомості є просторове уявлення цієї ситуації, то повинне бути зрозумілим, що вісі х, y i z декартових координат, будучи непаралельними до картини, перетинають її у точках Х(, Y(, Z( як вершинах трикутника  слідів площин П1,П2 і П3 , які завдаються попарно висями х, y, z, проградуйо-ваними одиницями е натурального масштабу. Тобто, у просторі вииикає натуральний координатний репер у вигляді базисного  тетраедра, ребра-ми якого є вісі натуральних кординат, гранями,  -   площини    ортогональних
проекцій, а основою, - гострокутний трикутник, висотами якого є вісі х(, y(, z( аксонометричних координат, які перетинаються в точці О(123  як основи висоти цього базисного тетраедру. 

    Звідси слідує, що будь-який гостро-
кутний  трикутник  з  горизонтальною стороною Х( Y( є визначником  «своєї» аксонометрії тому, як його висоти  ст-ворюють аксонометричний координат-ний репер,  а його  трикутники Х(А(Y(,
Х(А( Z( і Y(A( Z( є проекціями прямокутних граней базисного тетраедру, ребрами 
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якого є проградуйовані вісі натуральних координат. Тому для шуканої  реконст-рукції слід обертанням навколо  сторін Х( Y(  і  Х( Z(   трикутника  основи  базис-ного тетраедру сумістити ці грані з площиною основи і побудувати шукані про-екції,  фігури  яких споріднені  фігурам граней об’єкту і у перспективно-афінній відповідності згідно з графічним алгоритмом теореми Дезарга.

       Співвідношення довжин трьох вимірів об’єкту по знайдених ортогональних проекціях показують їх пропорції і в цілому реконструкцію з точністю до подіб-ності, а віднесення цих проекцій до відповідних проградуйованих висей коор-динат, - до повної метричної визначеності.

4.6.2. Графічна технологія реконструкції лінійної перспективи на вертикальній картині  в ортогональний рисунок

       Специфіка архітектурної роботи, яка є зображальною,  передбачає   застосу-вання будь-яких зображень існуючих об’єктів, серед яких у  переважній  більшо-сті  виступають фотографії з натури, які є точними лінійними перспективами. 

       Інколи виникає необхідність реконструювати цю  фотографію в ортогональ-ний рисунок для з’ясування дійсної форми і розмірів об’єкта по його фотознімку. 

       Зрозуміло, що така реконструкція повинна  здійснюватися графічно, на осно-ві системного розуміння структури як самого об’єкта, так і особливостей взаємо-мозв’язків між вихідною перспективою зі всіма її елементами з шуканими  орто-гональними проекціями цього об’єкта.

       Якщо  розглядати  задачу  одержання ортогональних  проекцій об’єкта по йо-го перспективі, то вона є зворотною до прямої задачі побудови перспективи об’-єкту по його ортогоналях. І це вказує шлях до вирішення цієї задачі методом ви-значника.  Адже цей метод заснований на побудові шуканої перспективи як фігу-ри, що гомологічна картинній прямокутній проекції об’єкта, яка проекційне  зв’язана з планом і фасадом. Тобто всяка лінійна перспектива  містить в собі «ор-тогональний зародок», який треба  графічно  виокремити, а з його  допомогою знайти шукані ортогональні проекції. 

       Відомо, що визначник перспектив будь-якого об’єкта складається з пучка Р променів - визначників перспектив його точок  і конфігурації слідів його ребер і граней. Тому на фотографії в першу чергу треба визначити головну точку кар-тини як картинну основу головного променю зору, а  також  точки  збігу  перс- пектив  елементів об’єкта домінуючих напрямів, які на  вертикальній  картині визначать лінію горизонту, на якої знаходиться головна точка картини. Але з  її знаходженням на лінії горизонту існує певна невизначеність. Якщо у випадку похилої картині  головна  точка  картини є ортоцентром   трикутника   збігу, то  у  випадку вертикальної  картині  такий  трикутник  має два прямих кута при точ-ках збігу  перспектив  горизонтальних  прямих,  а  його  третя  вершина  віддале-на у нескінченність,  з якої  неможливо  провести   висоту  такого  трикутника,  яка визначила  б  на горизонту головну точку картини.

     Якщо реконструкції у ортогональний рисунок підлягає  перспектива  на  вер-тикальній  картині, то,  на  основі  розуміння структури  того думко-образу, який  
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складається у свідомості від її сприйняття, а також додаткової позиційної і мет-ричної інформації, з’ясувати конкретне положення об’єкту у просторі і відносно картини і точки зору, після чого приступати до реконструкції.
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Рис.4.6.2. Реконструкція перспективи на вертикальній картині в ортогональний

                      рисунок 

      Тому, враховуючи, що головний промінь  зору  геометрично  є  бісектрисою  кута  зору на об’єкт, головну точку картини слід приймати на лінії горизонту по-середині ширини зображення. А якщо фотографування  об’єкта  здійснюється  з метою реконструкції фотознімку, то за головну точку слід приймати точку пере-тину діагоналей повного фотокадру, як основу оптичної осі фотокамери.

       На рис. 4.6.2. наведена зазначена технологія в наступному порядку:

   1. Визначити  точки збігу F1 i F2 перспектив двох горизонтальних  домінуючих   напрямів і лінію горизонту h - h ;

   2. На лінії горизонту посередині ширини даного  зображення  зазначити  голов-
ну точку Р картини посередині ширини зображення; 

  3. Побудувати пучок Р променів-визначників перспектив точок об’єкта, які про-
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проходять через їх задані перспективи;
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     Рис. 4.6.3. Реконструкція перспективи об’єкта на похилій картині в його

ортогональний рисунок
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   4. Завдати картинні сліди 1(2( і 3(4( видимих граней об’єкта, а також1( 3( і 2(4( його верхньої і нижньої основи;

   5. Сліди 1( 3( і 2(4( перетинають промені пучка Р у відповідних ортогональних проекціях точок об’єкту як їх перспективах з центру, віддаленого у нескінчен-ність;

   6. На основі о( картини П( на відстані між проекціями на неї картинних слідів граней об’єкта як на діаметрі провести півколо, на яке спирається його план сво-їм кутом А1;

   7. Висота фасаду дорівнює довжині прийнятих вертикальних слідів 1(3( і 2(4(.
      Наведена реконструкція здійснена з точністю до подібності.

      Якщо потрібно реконструювати перспективу з точністю до повної метричної визначеності, треба знати інформацію про метрику хоча б одного елементу (ши-рини вікна, довжини цеглини або висоти будинку тощо), реконструкція якого визначить його довжину як одиницю виміру, на основі чого,  враховуючи про-порційні співвідношення між елементами реконструкції, проставити їх розміри.

4.6.3. Графічна технологія реконструкції лінійної перспективи на похилій  картині  в ортогональний рисунок

       Перспектива об’єкта на похилій картині перетворюється  в  його ортогональ-ний  рисунок по змісту також, як і на вертикальній картині,  а по формі трохи ск-ладніше з-за того,  що спочатку будується  гострокутний трикутник  F1F2F3  його збігу, ортоцентром якого  є головна точка Р картини, після чого, -довільно, - три-кутники слідів 1(2(3( і 4(5(6( видимих   граней його габаритних об’ємів, які висту-пають як вісі гомології між заданими  фігурами перспектив граней і їх шуканими паралельними проекціями типа аксонометричних,   по яких будується план за до-помогою двох півкіл, на які спираються прямі   кути  між  горизонтальними  про-екціями видимих  граней його об’ємів.

      Висоти об’ємів Н1 і  Н2 визначаються  обертанням лівих  граней  об’єкта  нав-

коло їх картинних слідів (рис. 4.6.3).

       Висновки: 

       1. Метрична інформація про об’єкти, що зображені у ортогональних, аксо-нометричних або перспективних проекціях, вилучається з них однозначно і безпосередньо лише у тому випадку, якщо вони володіють властивістю оборот-ності, і опосередковано, - коли для реконструкції залучається додаткова інфор-мація про відому метрику їх окремих елементів;

       2.  Наведені графічні технології реконструкції наочних аксонометричних і перспективних проекцій об’єктів у їх ортогональні рисунки як з точністю до по-дібності, так і до повної метричної визначеності, які засновані на використанні понять про їх визначники і містять мінімально можливу кількість простих гра-фічних операцій,  є раціональними і економічними по затратах часу на їх вико-нання,  ексклюзивними і придатними для практичного використання.
