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АНОТАЦІЯ 

 

Базилевич Ю. М. Методи декомпозиції матричних математичних 

моделей — Кваліфікаційна наукова праця на правах рукопису. 

Дисертація на здобуття наукового ступеня доктора фізико-

математичних науки за спеціальністю 01.05.02 — математичне моделювання 

та обчислювальні методи. ДВНЗ «Придніпровська академія будівництва та 

архітектури» Міністерства освіти і науки України (Дніпро), Інститут 

кібернетики імені В. М. Глушкова Національної академії наук України. 

Київ, 2018. 

Розглянуто питання приведення систем рівнянь високого порядку до 

окремих підсистем через лінійну заміну змінних. Застосовано як ті методи, 

що використовують інформацію щодо симетрії відповідної розрахункової 

схеми, так і ті, що безпосередньо аналізують систему рівнянь. Особливу 

увагу приділено обчислювальній стороні методів, що застосовуються, 

питанням отримання рішення за допомогою ЕОМ. Розв’язано задачу з 

визначення систем, близьких до таких, що розщеплюються. Створено метод 

найкращої ієрархічної декомпозиції систем. 

Розглянуто спрощення рівнянь еволюції неконсервативних систем, 

систем автоматичного управління і моделей міжгалузевого балансу. 

Наукова новизна отриманих результатів. Основні положення, що 

виносяться на захист є такі:  

вперше:  

 широке коло задач декомпозиції зведено до задачі про знаходження 

перетворення подібності  допоміжних квадратних матриць, що 

дозволяє розглядати різні задачі декомпозиції з єдиних позицій;  

 сформульовано й доведено теорему єдиності розв’язку задачі 

декомпозиції; 

 розроблено спосіб виявлення систем, близьких до розщеплюваних; 
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 отримано необхідні й достатні умови існування  перетворення 

подібності, що приводить одночасно кілька матриць до блочно-

трикутного вигляду; розроблено алгоритм обчислення матриці цього 

перетворення; таким чином, вирішено задачу про найкращу ієрархічну 

декомпозицію системи рівнянь;  

удосконалено: 

 методи оцінки області притягання розв'язку;  

 методи спрощення задач напівозначеного програмування; 

набули подальшого розвитку: 

 методи декомпозиції рівнянь з прямокутними матрицями 

коєфіціентів; розглянуті різні окремі випадки підсистем 

«нестандартного» вигляду; 

 результати з декомпозиції рівнянь руху складних механічних, 

електромеханічних систем, а також із декомпозиції матричних 

моделей міжгалузевого балансу. 

Практичне значення дисертації підтверджують акти впровадження. 

Зокрема використання результатів роботи по спрощенню математичних 

моделей рейкових екіпажів дало такі переваги. 

1. Зменшився обсяг роботи, яка потрібна для вибору оптимальних 

параметрів рухомого складу залізничного транспорту. 

2. Підвищилася точність розрахунків динамічних показників. 

 

Ключові слова: декомпозиція, стійкість руху, лінійна модель, матриця, 

перетворення подібності, централізатор, блоково-трикутний вигляд, алгебра 

над полем, радикал. 

ABSTRACT 

 

Bazilevich Yu. N. Methods of decoupling of matrix mathematical models. - 

Qualifying scientific work as a manuscript. 
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Thesis for the Doctor’s of Physical and Mathematical Sciences degree by 

specialty: 01.05.02 – mathematical modeling and computational methods. State 

Higher Educational Institution "Prydniprovsk Academy of Civil Engineering and 

Architecture" of the Ministry of Education and Science of Ukraine (Dnipro), V.M. 

Glushkov Institute of Cybernetics of National Academy of Sciences of Ukraine. 

Kyiv, 2018. 

The problems of bringing the systems of equations of high order to the 

individual subsystems by a linear change of variables have been considered. The 

methods of both using the information about symmetry of corresponding 

calculation model and analyzing the system of equations directly have been 

applied. Particular attention has been paid to the computing side of the applied 

methods and to the issues of obtaining of the computer-aided decisions. The 

problem of determining the systems similar to the splittable ones has been 

resolved. The method of the best hierarchical decoupling of the systems have been 

created. 

Simplification of the equations of evolution of the non-conservative systems, 

automatic control systems and models of input-output balance have been 

considered. 

Scientific novelty of the obtained results. The main provisions presented 

for defence and degree of their scientific novelty: 

for the first time: 

 a wide range of decoupling problems has been reduced to the problem of 

finding the similarity transformation of the auxiliary square matrices, which 

allows us to consider various decoupling problems from a unified position; 

 the unique solution theorem for the decoupling problem has been formulated 

and proved; 

 a method of detection of the systems that are similar to splittable ones has been 

developed; 
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 necessary and sufficient conditions for existence of a similarity 

transformation that reduces several matrices to the block-triangular form 

simultaneously have been obtained; a computational algorithm of this 

transformation matrix has been developed; thus, the problem of the best 

hierarchical decoupling of the system of equations has been solved; 

improved: 

 a new evaluation of the domain of solution attraction has been obtained; 

 a new approach to simplification of semi-defined programming problems has 

been developed; 

gained further traction: 

 the structure of the subsystems that may be obtained has been studied; 

various special cases of "non-standard" subsystems have been examined; 

 the results of decoupling of the motion equations of complex mechanical, 

electromechanical systems, as well as of decoupling of matrix models of the 

intersectoral balance have been obtained. 

The practical significance of the thesis is confirmed by the implementation 

acts. In particular, the use of work results to simplify the mathematical models of 

railcars has given the following advantages: 

1. The amount of work required to select the optimal parameters of rolling 

stock of rail transport has been decreased. 

2. The accuracy of dynamic indicators calculation has been improved. 

 

Key words: decoupling, motion stability, linear model, matrix, similarity 

transformation, centralizer, block-triangular form, algebra over field, radical. 
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СПИСОК УМОВНИХ ПОЗНАЧЕНЬ 

 
 

R — множина дійсних чисел 

C — множина комплексних чисел 

Rn — множина n-мірних речових векторів-стовпців 

Cn — множина n-мірних комплексних векторів-стовпців 

 — "належить" 

 — є підмножиною 

 — "тягне за собою" (запис A  В означає, що з твердження А 
випливає твердження В) 

 — "існують" 

 — "при кожному" 

т — знак транспонування матриці 

diag aj — діагональна матриця, на головній діагоналі якої стоять числа 
аj 

diag Aj — блочно-діагональна матриця, на головній діагоналі якої 
стоять блоки Аj 

v(A) — матриця, стовпцями якої є вектори канонічного базису 
(власні і приєднані вектори) матриці А 

Gr(A) — жорданова форма матриці А 

j — власні числа матриці 

(Bj) — множина всіх матриць, які комутують з матрицями Вj 

Em — одинична матриця порядку m 

gj — перетворення симетрії 

T(gj) — матриці зображення групи симетрії 

q — вектор початкових узагальнених координат 

x, y — вектор нових узагальнених координат 

U — вектор фазових координат 

S — матриця перетворення змінних (іноді цієї ж буквою 
позначається і саме перетворення) 

j = 1, n — j приймає значення від 1 до n 
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 — знак прямого добутку матриць 

A
~  — результат перетворення подібності: ASSA 1~   

Â — результат перетворення: Â HAS  

 — кінець доведення (або його відсутність) 

span(.) — лінійна оболонка 

 
 



21 
ВСТУП 

 

Актуальність теми. При розв’язанні широкого класу технічних й 

економічних задач корисно виконувати декомпозицію відповідних систем 

рівнянь. Наприклад, у практиці теорії коливань, будівельної механіки й у 

теоретичній фізиці накопичено великий досвід вибору невідомих таким 

чином, щоб одержати рівняння, розділені на підсистеми. Часто цей вибір 

робиться на інтуїтивному рівні. Спеціальні методи декомпозиції розвивалися 

окремо за декількома напрямками. Підхід, що погоджує локальні напрямки, 

раніше не розглядався. 

Методи декомпозиції застосовуються для знаходження перетворення 

змінних, що приводить систему рівнянь до незалежних підсистем меншого 

порядку, або для доведення того факту, що в розглянутому випадку таке 

розбиття є неможливим. Можливість декомпозиції системи рівнянь дозволяє 

не тільки полегшити аналіз та синтез системи, але й зробити якісні висновки 

про властивості досліджуваної системи. Чисельне розв’язання задачі 

декомпозиції часто дає можливість виявлення прихованої симетрії системи. 

Інформація щодо симетрії системи може використовуватися, наприклад, при 

класифікації систем, при виявленні аналогів серед систем іншої природи. 

На сьогодні з’явилася необхідність використовувати також «ієрархічну 

декомпозицію», тобто зведення матриць коефіцієнтів до блочно-трикутного 

вигляду. При цьому виходить, що перша з підсистем не містить «чужих» 

змінних. До наступної підсистеми ввійдуть «свої» змінні і змінні попередньої 

підсистеми і т. і. Ієрархічна декомпозиція є особливо корисною тоді, коли 

звичайна декомпозиція не дозволяє одержати бажаного ефекту. 

В Інституті технічної механіки НАН України роботи з декомпозиції 

було почато ще в другій половині 60-х років з ініціативи академіка НАН 

України В. А. Лазаряна. Напрямок досліджень в основному було 
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продиктовано необхідністю роботи з несиметричними матрицями 

коефіцієнтів, обумовленими наявністю істотно неконсервативних сил. 

Необхідним є поширення методів декомпозиції (в тому числі 

ієрархічної) на широкий клас систем: механічні системи зі складною 

структурою сил, електромеханічні, керовані, економічні й інші системи, а 

також використання цих методів для спрощення задач напівозначеного 

программування. 

Тому створення універсальних й ефективних методів декомпозиції 

матричних математичних моделей є актуальним як для теорії, так і для 

практики аналізу та синтезу складних систем і, зокрема, для дослідження 

стійкості руху моделей направлюваних транспортних засобів. 

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами. Тема 

дисертаційного дослідження пов’язана з науковими темами Придніпровської 

державної академії будівництва й архітектури «Удосконалення фінансово-

економічних й організаційних підходів і методів аналізу діяльності та 

управління розвитком виробничо-господарських і комерційно-

посередницьких підприємств» (державний реєстраційний номер 

0105U005298), «Підвищення ефективності діяльності підприємств на основі 

вдосконалення методів фінансово-економічної діагностики, контролінгу, 

логістики та менеджменту» (0106U002029), «Вдосконалення методів 

управління господарською та фінансово-економічною діяльністю 

підприємства в сучасних умовах функціонування економіки України» 

(0111U006482) і «Моделі, методи та інформаційні технології дослідження 

процесів і систем у будівництві» (0114U000527). У цих темах автор 

дисертації є виконавцем. 

Мета і задачі дослідження. Метою дослідження є створення 

універсальних й ефективних методів декомпозиції матричних математичних 

моделей та розробка обчислювальних алгоритмів їх реалізації. Розв’язок цієї 



23 
наукової проблеми має важливе теоретичне і прикладне значення для 

математичного моделювання складних систем. 

Для досягнення поставленої мети було сформульовано такі задачі. 

 Виконати теоретичне узагальнення вітчизняних і закордонних досліджень 

у даній області й на цій основі розробити комплексний підхід до створення 

методів декомпозиції матричних математичних моделей. 

 Розробити теоретичні основи й обчислювальні методи для найкращої 

декомпозиції систем із декількома матрицями коефіцієнтів шляхом 

зведення матриць до блочно-діагонального вигляду з максимально 

можливою кількістю блоків. 

 Розробити метод ієрархічної декомпозиції, заснований на зведенні матриць 

до блочно-трикутного вигляду. 

 Розробити спосіб виявлення систем, близьких до розщеплюваних систем. 

 Розробити обчислювальні алгоритми й комп’ютерні програми реалізації 

методів декомпозиції. 

 Застосувати розроблені алгоритми для практичного розв’язання технічних 

й економічних задач. 

Об’єктом дослідження є матричні математичні моделі складних 

систем. 

Предметом дослідження є методи декомпозиції систем лінійних 

рівнянь великої розмірності й відповідні обчислювальні алгоритми. 

Методи дослідження. Загальною методологічною основою 

дослідження є лінійна й загальна алгебра, обчислювальні методи лінійної 

алгебри, практика використання сучасної обчислювальної техніки. 

Наукова новизна отриманих результатів. Представлені в дисертації 

теоретичні узагальнення, наукові положення й методи розвивають теорію 

моделювання систем, які описуються відповідною сукупністю підсистем. 

Основні положення, що виносяться на захист є такі: 
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вперше:  

 широке коло задач декомпозиції зведено до задачі про знаходження 

перетворення подібності допоміжних квадратних матриць, що дозволяє 

розглядати різні задачі декомпозиції з єдиних позицій;  

 сформульовано й доведено теорему єдиності розв’язку задачі 

декомпозиції; 

 розроблено спосіб виявлення систем, близьких до розщеплюваних; 

 отримано необхідні й достатні умови існування перетворення 

подібності, що приводить одночасно кілька матриць до блочно-

трикутного вигляду; розроблено алгоритм обчислення матриці цього 

перетворення; таким чином, вирішено задачу про найкращу ієрархічну 

декомпозицію системи рівнянь;  

удосконалено: 

 методи оцінки області притягання розв'язку;  

 методи спрощення задач напівозначеного програмування; 

набули подальшого розвитку: 

 методи декомпозиції рівнянь з прямокутними матрицями коєфіціентів;; 

розглянуті різні окремі випадки підсистем «нестандартного» вигляду; 

 результати з декомпозиції рівнянь руху складних механічних, 

електромеханічних систем, а також із декомпозиції матричних моделей 

міжгалузевого балансу. 

Практичне значення отриманих результатів. Отримані результати 

дають можливість: 

1. Розробляти обчислювальні алгоритми, що мають більшу точність 

розрахунків, більш високу швидкодію. 

2. Аналізувати глибинні структурні взаємозв’язки досліджуваних 

систем й ефективніше використовувати інженерну інтуїцію, без якої э 

неможливим процес проектування систем. 
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3. Використовувати методи паралельних обчислень. 

4. Скоротити час розрахунків у випадках застосування ітераційних 

методів, що вимагають багаторазового повторення обчислень. 

5. Збільшити швидкодію в задачах, де час обчислення є критичним, 

наприклад, при керуванні системою. 

Практичне значення складають комп'ютерні програми, що дозволяють 

виконувати спрощення складних математичних моделей технічних і 

економічних систем, а також результати розрахунків. Використання 

результатів дисертації підтверджено актами впровадження 

Дніпропетровського національного університету залізничного транспорту ім. 

академіка В. Лазаряна та ДВНЗ «Придніпровська академія будівництва та 

архітектури». 

Особистий внесок автора. Всі основні теоретичні результати 

отримано автором самостійно. У працях, опублікованих у співавторстві, 

дисертанту належать наступні результати: [2, 42] – аналіз форм коливань 

системи, виведення формули для виконання кроку уздовж «яру»; [5, 8, 11] – 

аналіз форм коливань системи, участь у виконанні розрахунків; [9] – 

уточнення математичної моделі системи, участь у виконанні розрахунків; 

[14] – постановка завдання, участь у розробці прикладів, аналіз результатів; 

[20] – постановка завдання, участь у виконанні дослідження; [22, 24] – участь 

у виконанні дослідження; [30] – ідея методу; [31] – загальна схема алгоритму; 

[32-34, 45] – метод розрахунків; [46] – розділи 3 і 4. 

Апробація результатів дослідження. Основні результати дисертації 

доповідалися на VIII Всесоюзній нараді із проблем керування (Таллінн — 

1980), на міжнародних конференціях з механіки залізничного транспорту 

(Дніпропетровськ — 1984, 1988, 1992, 1996, 2000), на конференції «Нові 

підходи до розв’язання диференціальних рівнянь» (Дрогобич — 1987), на 

XIX Всесоюзній алгебраїчній конференції (Львів — 1987), на міжнародній 

конференції з математичного моделювання (Херсон — 1998), на міжнародній 
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конференції «XXI сторіччя — проблеми й перспективи освоєння родовищ 

корисних копалин» (Дніпропетровськ — 1998), на міжнародній конференції 

«Проблеми та перспективи розвитку економіки України в умовах ринкової 

трансформації» (Дніпропетровськ — 1999), на міжнародному симпозіумі 

«Метод дискретних особливостей у задачах математичної фізики» 

(Коктебель — 1999), на міждержавних конференціях «Комп’ютерне 

моделювання» (Дніпродзержинськ — 2001, 2002), на міжнародних 

конференціях Symmetry in Nonlinear Mathematical Physics (Київ — 2003, 2005, 

2007), на засіданнях IX і X Кримських міжнародних математичних шкіл 

«Метод функцій Ляпунова і його застосування» (Алушта — 2008, 2010), на 7-

й міжнародній алгебраїчній конференції в Україні (Харків — 2009), на 

Українському математичному конгресі (Київ — 2009), на Міжнародній 

конференції «Моделювання, управління і стійкість (MCS-2012)» 

(Севастополь — 2012), на 15-й Міжнародній науковій конференції ім. акад. 

Михайла Кравчука (Київ — 2014), 13-й Міжнародній науково-практичній 

конференції «Математичне та програмне забезпечення інтелектуальних 

систем» (Дніпропетровськ — 2015), на регіональному науковому семінарі 

«Сучасні технології в проектуванні» (Дніпропетровськ — 2016), на наукових 

семінарах Харківського, Дніпропетровського, Санкт-Петербурзького й 

Московського університетів, на дніпропетровських міських семінарах: 

«Семінар із загальної механіки», «Геометричні питання аналізу», 

«Економіко-математичне моделювання», «Проблеми управління й 

інформатики», «Проблеми нелінійної механіки». 

Публікації. Результати дисертаційної роботи викладено в 46 наукових 

роботах. У тому числі у 24-х роботах [1-24] (серед яких 1 монографія [1]), 

опублікованих у наукових виданнях України до травня 1997 року [1-11] або 

включених у Перелік фахових видань України [12-24]. Серед цих робіт 2 

роботи [15, 16] опубліковано у виданнях іноземних держав, 2 роботи [22, 23] 

— у виданнях України, які включені до міжнародних наукометричних баз і 
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перекладаються англійською мовою видавництвами "Springer" та "Begell 

House, Inc.". 5 робіт [1, 4, 18, 19, 24] включені до інших міжнародних 

наукометричних баз. 

17 робіт [25-41] опубліковано в матеріалах міжнародних наукових 

конференцій.  
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РОЗДІЛ 1  

АНАЛІТИЧНИЙ ОГЛЯД СТАНУ ПИТАННЯ ПРО ДЕКОМПОЗИЦІЮ 

СИСТЕМ РІВНЯНЬ 

 

1.1. Огляд традиційних методів розрахунків симетричних систем у 

будівельній механіці й теорії коливань 

 

У теорії коливань і будівельній механіці накопичено певний досвід 

вибору невідомих у такий спосіб, щоб одержати рівняння, розділені на 

підсистеми. Це в деяких випадках виділення рівнянь, що описують рух 

центру мас системи, або відділення одних від інших рівнянь, що описують 

симетричні й кососиметричні щодо деяких осей, центрів або площин форми 

коливань. При розрахунках статично невизначених систем часто 

використовують такі основні системи, при яких з’являються ортогональні 

один одному симетричні й кососиметричні епюри. Знайти вдалий варіант 

вибору невідомих або перетворення невідомих нерідко допомагають уміло 

складені розрахункові схеми й перетворення розрахункових схем відповідно 

до відділення деяких видів коливань. 

Зрозуміло, що в загальному випадку знайти «найкращі» варіанти 

вибору невідомих, використовуючи лише найпростіші прийоми, неможливо. 

Але ці прийоми треба завжди мати «на озброєнні». Розглянемо їх 

застосування на найпростішому прикладі. 

Приклад 1.1. Розглянемо коливальну систему (рис. 1.1), що 

складається із двох тіл, які мають можливість переміщатися уздовж осі Ox. 

Тіла з’єднані пружиною. 
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Рис. 1.1. Приклад коливальної системи 

 

Складемо рівняння руху цієї системи. Кінетична T й потенційна П 

енергії мають відповідно такі вирази: 

 

T = 
2

1
(m1  + m2 ), П = 2

1q 2
2q

2

k
(q1 – q2)

2, 

 

де q1 і q2 — переміщення першого і другого тіла; т1 і т2 — маси тіл; k — 

твердість пружини. На підставі рівнянь Лагранжа II роду одержуємо: 
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2
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(1.1)

 

Зрозуміло, що рух системи буде складатися з руху центру мас і 

коливань тіл щодо цього центру. При m1 = m2 = т таким рухам відповідають 

узагальнені координати: 

 

x1 = 
2

1
(q1 + q2); 

x2 = 
2

1
(q1 – q2). 
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Дійсно, при цих узагальнених координатах одержуємо два окремі 

рівняння: 

 

m  = 0; 1x

m  + 2 k x2 = 0. 2x

 

Цей приклад ілюструє прийом відділення такого рівняння, що описує 

рух центру мас системи. Такий результат можна одержати не лише з 

інтуїтивних міркувань, а й, наприклад, зведенням рівнянь (1.1) до головних 

координат. Нижче буде показано й інші формальні способи розщеплення 

рівнянь (1.1). 

Елементарні прийоми розщеплення систем рівнянь широко 

застосовуються в будівельній механіці. Цим питанням присвячена ціла глава 

в книзі І. М. Рабиновича [68]. Аналогічні прийоми розглядаються також у 

книгах із механіки (підручник В. Л. Бідермана [14], § 13 і § 68), 

електротехніці й теорії коливань (див. лекції Л. І. Мандельштама [54], 

двадцять дев’ята лекція). Ряд робіт, що використовують елементарні 

прийоми розщеплення рівнянь для задач теорії керування, згадується в статті 

К. Д. Якубович [90]. У цій же роботі містяться результати, наслідком яких є 

«метод комутуючої матриці» (див. 1.5). 

Для двох матриць другого порядку задача зведення їх до 

найпростішого вигляду повністю вирішена в роботі Крилова Б. Л. [43]. 

 

1.2. Точна й наближена декомпозиція 

 

Слово «декомпозиція» означає розклад (розбивку, розшарування) 

початкового об’єкта на більш прості об’єкти, як правило, тієї ж природи, що 
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й початковий, причому сукупність цих більш простих об’єктів є 

еквівалентною початковому об’єкту [61, 62]. Точно еквівалентною, якщо 

мова йде про точну декомпозицію, і приблизно еквівалентною, якщо мова 

йде про наближену декомпозицію. У даному підрозділі перелічено різні 

значення цього терміна. Природно, отримана класифікація [5] не претендує 

на абсолютну повноту. 

Перш за все відокремимо задачі декомпозиції рівнянь від інших 

підходів, які можна трактувати як деталізацію (уточнення) блок-схеми, 

діаграми або розрахункової схеми. Наприклад, у теорії автоматичного 

керування передаточна функція ланки зі зворотним зв’язком дорівнює  

S / (1 – RS), де S і R — передаточні функції відповідно прямої і зворотної 

ланки. У цьому випадку декомпозиція — це перехід від блоку, зображеного 

на рис. 1.2.а), до схеми, зображеної на рис. 1.2.б). 

 
 

RS

S

1

x y 

 

+ S 

R 

x  y 

 

а) б) 

 

Рис. 1.2. Приклад декомпозиції як уточнення розрахункової схеми 

 

Таке використання терміна є характерним для теорії систем, 

системного аналізу й теорії баз даних. Так, в [40] (глава 8) розглядається 

декомпозиція скінченного автомату, що приводить до зображення його у 

вигляді схеми з більш простих елементів. У теорії баз даних декомпозиція 

означає поділ відповідної діаграми на частини (див. [32], розділ 3). 

Декомпозиція системи рівнянь — розбивка системи рівнянь на декілька 

більш простих підсистем. Така декомпозиція може бути наближеною або 

точною (рис. 1.3). 
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Рис. 1.3. Різні значення терміна «декомпозиція» 

 

Для наближеної декомпозиції є кілька підходів (рис. 1.4) 

 

 

Рис. 1.4. Основні напрямки наближеної декомпозиції 

 

Розглянемо їх детальніше. 

Обрив зв’язків — обриваються ті зв’язки, які вважаються малими й, на 

нашу думку, мало впливають на результат. Слід звернути увагу на те, що 

маленький коефіцієнт зв’язку не завжди означає слабкий зв’язок. Наприклад, 

якщо 1-а підсистема діє на 2-у з частотою, яка збігається із власною частотою 

2-ї підсистеми, то навіть «маленький» зв’язок не запобіжить великих 
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коливань в 2-й системі. Тому крім поняття «малий зв’язок» використовують 

ще поняття «мала зв’язаність» [54, 75]. 

Парціальні системи: це такі системи з одним ступенем вільності, які 

виходять із системи із двома ступенями вільності при «закріпленні» однієї з 

координат [54]. У випадку розгляду електричної системи, де змінними є 

струми у вітках схеми, парціальні системи виходять при почерговому обриві 

віток. У деяких випадках парціальні системи приблизно описують початкову 

систему. Тут також треба розрізняти величини коефіцієнтів зв’язку і 

зв’язаності. 

Коефіцієнти слабких зв’язків і зв’язаності, введені для двомасових 

систем, було узагальнено на випадок n-мірних систем у роботі 

Л. Я. Банах [11]. 

Відділення високочастотних коливань від низькочастотних. Іншими 

словами — це розщеплення на швидкі й повільні рухи. Є сенс розглядати 

окремо одні від інших і в різних випадках складати різні системи рівнянь. 

Фактично вони є підсистемами великої системи, що враховує й те, й інше. 

Наприклад, підвішений шматок рейки. Якщо його розгойдувати — це 

повільні рухи, а якщо вдарити молотком, то він задзвенить — це швидкі 

рухи. 

Декомпозиції (редукції) нелінійних систем присвячено величезне число 

публікацій, у тому числі монографії співробітників ОЦ РАН [36, 62]. 

Інститутом математики НАНУ проводилися дуже представницькі 

конференції Symmetry in Nonlinear Mathematical Physics із симетрійного 

аналізу нелінійних систем [97]. У даній роботі декомпозиція нелінійних 

систем не розглядається. 

Розглянемо методи точної декомпозиції (рис. 1.5). 

Існують методи зведення великої системи рівнянь до окремих 

підсистем рівнянь для блоків аналізованої системи й додаткової 

координуючої системи рівнянь, відповідної зв’язкам між блоками. 
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Г. Крон [89, 42] назвав такий підхід «діакоптикою». Аналогічний підхід 

використовано в задачах лінійного програмування — декомпозиція Данцига 

— Вульфа (див. [51]). Дослідження стійкості розв’язків розділених у такий 

спосіб диференціальних рівнянь було розглянуто в [29, 100]. Методи 

Г. Крона розвиває в теперішній час Е. В. Сметанин [73, 74]. 

 

 

Рис. 1.5. Методи точної декомпозиції 
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0,

Слід помітити, що можливість розбити рівняння на підсистеми, 

відповідні до блоків аналізованої системи, є не у всіх задачах. При аналізі 

власних коливань великої механічної або електричної системи неможливо 

вибирати довільні підсистеми рівнянь. Це випливає з того, що такий аналіз 

вимагає розв’язання алгебраїчного рівняння (або знаходження власних чисел 

матриці). Якби ми могли у довільний спосіб знижувати порядок будь-якої 

системи рівнянь, то це означало б, що можна за скінченне число кроків 

розв’язати будь-яке алгебраїчне рівняння, що суперечить теоремі Абеля. Далі 

розглянуто методи декомпозиції, що дають позитивний результат лише у 

випадку, коли властивості даної системи такі, що є можливою декомпозиція 

відповідних рівнянь. 

Рівняння механічних або електричних коливань можуть бути записані у 

вигляді 

 

1 2 3x x xB B B     (1.2)

 

де ; Bi — квадратні дійсні матриці. Такі рівняння приводяться до 

звичайних головних координат [54, 75] у випадку, коли дві з матриць Bi 

симетричні, причому одна з них позитивно визначена, а третя є лінійною 

комбінацією перших двох. При розв’язанні прикладних задач зведення до 

головних координат, як правило, не виконується, але сам факт існування 

головних координат є важливою інформацією щодо поведінки системи. 

nRx

У випадку, коли рівняння не приводяться до звичайних головних 

координат, їх можна звести до «головних фазових координат». Спочатку 

приведемо рівняння (1.2) до системи рівнянь першого порядку: 

 

,uu A  .mRu  (1.3)
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Якщо А — матриця простої структури, то рівняння (1.3) через заміну 

змінних u = Sρ приводяться до окремих рівнянь першого порядку 

 

,kkk ρρ   .m,k 1  (1.4)

 

Тут S — матриця, стовпцями якої є власні вектори матриці А, {k} — 

власні числа матриці А. Слід помітити, що при розв’язанні технічних задач у 

переважної більшості випадків матриця А є матрицею простої структури. 

Змінні ρk називають головними (власними, нормальними) фазовими 

координатами. Розв’язки uk =  рівнянь (1.4) — це головні коливання 

(головні рухи ) досліджуваної системи. 

tλk
kec

Головні фазові координати, як правило, комплексні. Тому для 

розрахунків іноді використовують перехід до окремих підсистем другого 

порядку з дійсними коефіцієнтами і змінними. 

Рівняння, що описують еволюцію системи автоматичного керування, 

мають вигляд: 

 

,uxx BA   

 

де  — вектор змінних;  — вектор керування. За виконанням 

певних умов [98, 103, 109] ці рівняння можуть бути приведені до окремих 

рівнянь першого порядку за допомогою перетворення «типу зворотного 

зв’язку», тобто перетворення, при якому використовується спільне 

перетворення змінних і керувань. 
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Симетрія фізичної системи проявляється в тому, що існують 

перетворення gi простору, щодо яких система, а отже, і її математична 
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модель, інваріантні (незмінні). До таких перетворень відносяться відбиття 

фізичної системи щодо площин симетрії, повороти навколо осей симетрії 

тощо. 

Елементарні прийоми розщеплення рівнянь, що описують симетричні 

системи, широко застосовуються в механіці, електротехніці й теорії 

коливань (див. 1.1). 

Коли перетворень симетрії gi багато, зручніше використовувати всі їх 

разом за допомогою теорії груп (див. підрозділ 1.4). 

Є вже столітній досвід застосування груп симетрії в теоретичній фізиці. 

Дуже ефективними є ці методи при аналізі коливань молекул і кристалів. 

Алгебраїчні методи декомпозиції (див. підрозділ 1.6) дозволяють або 

звести дану систему рівнянь до декількох підсистем, або встановити, що при 

обраному класі перетворень таке зведення є неможливим. Для тих систем 

рівнянь, для яких така декомпозиція є можливою, існує інваріантне стосовно 

даної системи перетворення змінних [3, § 6.5]. Тому алгебраїчні методи 

декомпозиції часто дають можливість виявлення схованої симетрії 

досліджуваної системи. 

Декомпозиція рівнянь на незалежні підсистеми означає зведення 

матриць коефіцієнтів до блочно-діагонального вигляду за допомогою заміни 

змінних. На відміну від звичайної декомпозиції, зведення матриць до блочно-

трикутного вигляду відповідає ієрархічній декомпозиції [61, 62]. Раніше 

використовувалися також терміни «вертикальна», «послідовна 

декомпозиція», «агрегування». За термінологією, використовуваної в [36] для 

нелінійних систем, ієрархічна декомпозиція — це «редукція за допомогою 

факторизації». 

При ієрархічній декомпозиції перша з підсистем не містить «чужих» 

змінних, у дальшу підсистему крім «своїх» змінних увійдуть змінні 

попередньої підсистеми і т. і. Число таких підсистем може бути більшим, ніж 

при звичайній декомпозиції. 
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Як ми бачимо, слово «декомпозиція» має дуже широке коло 

застосування (див. [30, 36, 63]). 

 

1.3. Огляд літературних джерел із чисельних методів знаходження 

загального розв’язку систем лінійних алгебраїчних рівнянь і 

застосування головних фазових координат 

 

Ряд прикладних задач приводить до необхідності знаходження 

загального розв’язку системи лінійних однорідних алгебраїчних рівнянь. У 

цьому випадку потрібно знайти базис у просторі розв’язків. Нерідко такі 

системи рівнянь мають високий порядок. При роботі з системами рівнянь 

великого порядку потрібно забезпечити з одного боку зберігання й ефективне 

використання великого обсягу даних, а з іншого — уникнути нагромадження 

похибок у процесі обчислень. У бібліотеках «стандартних» програм із 

лінійної алгебри, як правило, присутні програми розв’язання систем 

алгебраїчних рівнянь для випадку, коли система має рівно один розв’язок. Є 

чимало програм і для знаходження псевдорозв'язку у випадку, коли немає 

жодного розв’язку. Але майже немає програм для систем, що мають багато 

розв’язків, особливо у випадку великих розріджених систем. Універсальні 

алгоритми svd і minfit знаходження загального розв’язку систем лінійних 

однорідних алгебраїчних рівнянь наведено в книзі Уілкінсона й Райнша [80, 

с. 130]. Спеціалізованого алгоритму для знаходження загального розв’язку 

систем лінійних однорідних алгебраїчних рівнянь у випадку великої сильно 

розрідженої матриці коефіцієнтів очевидно раніше не було. 

Зазвичай рекомендують для підвищення точності вибирати у якості 

провідного елемента максимальний за абсолютною величиною елемент 

матриці або її частини, що залишилась. Іноді зручніше вибирати 

максимальний елемент стовпця або рядка. Інший спосіб вибору провідного 
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елемента при обчисленнях з розрідженими матрицями запропоновано у 

роботі [44]. 

Існує багато літератури за обчисленнями із розрідженими матрицями 

(див. [67, 76, 89]). Там обговорюються методи впакування і зберігання даних, 

аналогічні тим, що використовуються в даній роботі, але стратегія одержання 

результатів — інша. 

Головні фазові координати розглянуто в підручнику 

С. П. Стрєлкова [75]. Зведення до таких координат в окремому випадку 

розглянув ще в 1929 р. П. Ф. Папкович [65]. Один з варіантів дійсних 

головних фазових координат викладено у книзі Б. В. Булгакова [19]. У 

роботах В. А. Лазаряна [46, 47] і книзі [31] головні фазові координати 

використовуються в задачах дослідження стійкості руху багатомасових 

систем. 

 

1.4. Аналіз теорії і практики застосування зображень скінченних 

груп 

 

Апарат теорії скінченних груп вже давно застосовується у квантовій 

механіці (див. Вигнер [22], Л. Д. Ландау й Е. М. Лівшиць [49], а також 

Г. Я. Любарський [52, 53], М. І. Петрашень і Є. Д. Трифонов [66] і списки 

літератури в цих книгах). Згодом цей апарат став широко використовуватися 

також і в теорії атома, теорії твердого тіла, обладнаннях надвисоких частот, 

спектроскопії, квантовій хімії й інших розділах фізики й хімії 

(див., наприклад, А. Б. Ройцин [69], Серр [72], Кохен, Кан [95], 

Н. К. Морозова й В. П. Морозов [58]). 

З 1969 р. з’являються роботи щодо застосування методів теорії 

скінченних груп у технічних задачах: А. І. Кухтенко [45], В. В. Удилов [78], 

М. Е. Шайкин [86], Ю. І. Самійленко [71], Ю. М. Базилевич [10]. Ці методи 

застосовуються не тільки до об’єктів, що описуються системами звичайних 
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диференціальних рівнянь, а й до стрижневих систем, для яких задача статики 

описується алгебраїчними рівняннями, а динаміки — рівняннями в 

частинних похідних (В. В. Удилов, Г. Т. Ковбаса [77], В. М. Фомін [82]). 

З’явилися роботи із застосування теорії скінченних груп до нелінійних задач 

(В. І. Фущич [83], С. А. Владимиров [23], Л. І. Маневич, М. А. Пінський [55], 

В. І. Йолкін [36]). Системи автоматичного керування описуються 

рівняннями, що містять квадратні і прямокутні матриці. Тому в роботі 

Г. В. Можаєва [57] дано узагальнення теореми Вігнера на випадок 

прямокутних матриць. У роботі О. А. Дишліса й ін. [35] зазначено на 

можливість складання групи матриць зображень й обчислення проекторів на 

інваріантні підпростори за допомогою ЕОМ. Ряд методів і програмних 

комплексів для розрахунків на ЕОМ симетричних конструкцій описано у 

книзі І. І. Буришкіна й В. Н. Гордєєва [20] (див. також Злокович [37]). 

Існує ряд оглядів робіт із застосування дискретних і безперервних груп 

у теорії керування й у механіці (Ю. Н. Андрєєв [1], А. А. Богоявленський 

і ін. [15], В. М. Павлов [60], Ю. М. Павловський [64]). 

У теперішній час є великий обсяг літератури з застосування зображень 

дискретних груп у задачах фізики. Деякі з найбільш відомих книг з цієї теми 

зазначено в списку літератури до першого розділу книги 

Р. А. Еварестова [151]. Слід зазначити також двотомник Елліота й 

Добера [88]. 

 

1.5. Метод комутуючої матриці 

 
Найпростішим з алгебраїчних методів декомпозиції є метод 

комутуючої матриці. Сформулюємо основне твердження у вигляді теореми. 

Теорема 1.1. Нехай матриця Z комутує з матрицями Вi і має хоча б 

два різні власні числа. Тоді перетворення подібності , де S — SBSB ii
1~ 
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матриця, стовпцями якої є вектори канонічного базису матриці Z, приведе 

матриці Вi до блочно-діагонального вигляду. 

Обґрунтуванням цього є теорема 3 глави VIII монографії 

Ф. Р. Гантмахера  [24] (див. також [50, 90]). 

Тут і далі символ «» означає кінець доведення або його відсутність. 

Теорема 1.1 указує шляхи знаходження перетворення подібності для 

матриць коефіцієнтів рівнянь руху досліджуваної системи, тобто 

знаходження матриці заміни змінних. Необхідна для цього матриця Z, 

комутуюча з матрицями коефіцієнтів, може бути знайдена як з фізичних 

міркувань (якщо відома інформація щодо симетрії розрахункової схеми), так 

і розрахунковим шляхом. 

Якщо система має яку-небудь симетрію, то це означає, що після 

деякого (нетривіального) лінійного перетворення змінних нова система 

збігається з початковою системою. У таких випадках будемо говорити, що 

система є інваріантною щодо відповідного перетворення симетрії. Далі 

відзначено, що для розщеплення важливими є властивості симетрії самої 

системи, а не діючого на неї навантаження. 

Нехай у рівняннях, складених для дослідження деякої системи, 

невідомими є величини q1, q2, …, qn. Перетворення цих величин у 

матричному вигляді можна записати так: 

 

y = Zq, (1.5)

 

де q = (q1 q2 … qn)
T; Z — матриця перетворення; y = (y1 y2 … yn)

Т — вектор 

нових невідомих. 

Розглянемо такі рівняння руху механічної системи: 

 

q  + B2  + B3q = Q(t), q (1.6)
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де B2 і B3 — n×n-матриці коефіцієнтів; q — вектор узагальнених координат; 

Q(t) — вектор функцій часу, що характеризує дію зовнішніх сил. 

До вигляду (1.6) приводяться, зокрема, рівняння руху консервативної 

коливальної системи 0qq  CA  . У цьому випадку B2 = 0; B3 = A–1C. У 

такому найпростішому випадку рівняння приводяться відомими методами до 

звичайних головних координат. 

Нехай розрахункова схема, відповідна цим рівнянням, є симетричною, 

тоді з формули (1.5) одержуємо вираз q = Z – 1y. Підставляючи його в (1.6) і 

множачи знайдену рівність на матрицю Z, маємо: 

 
1 1

2 3 ( ).ZB Z ZB Z Z t   y y y Q   (1.7)

 

Ліва частина рівності (1.7) повинна збігатися (з точністю до позначень) 

з лівою частиною (1.6). Тому i
1

iZB Z B   при i = 2,3. Звідси .i iZB B Z  

Отже, встановлено, що матриці коефіцієнтів рівнянь (1.6) комутують із 

матрицею перетворення симетрії. Ця властивість є характерною і для ряду 

інших систем рівнянь, відповідних до фізичних систем із симетричною 

розрахунковою схемою. Відзначимо, що при заміні змінних q = Sy у 

рівняннях (1.6) матриці змінюються за формулою: 

 

SBSB ii
1~  . (1.8)

 

Перетворення (1.8) називається перетворенням подібності матриць Bi. 

Приклад 1.1 (продовження). Механічна система, зображена на 

рис. 1.1, при m1 = m2 = т є симетричною щодо осі Oz. Це означає, що якщо 

початкову механічну систему відбити щодо осі Оz, то нова система буде 

збігатися з початковою системою. Початкові узагальнені координати при 
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відбитті щодо осі Oz перетворяться так: 1 2y q  ; 2y 1q  , або в матричному 

записі 
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Тому Z =  Матрицю Z будемо називати матрицею 

перетворення симетрії. Вона ж є матрицею, комутуючої з матрицями 

коефіцієнтів рівнянь руху системи. Власні числа й вектори матриці Z такі: 

1 = 1, 2 = –1, , . Таким чином, . Це відповідає 

заміні координат  Зворотне перетворення збігається з 

перетворенням, знайденим раніше в прикладі 1.1. 
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Коли матриці перетворень симетрії є невідомими, можна знайти 

комутуючу матрицю Z як розв’язок рівнянь 

 

Bi Z = Z Bi. (1.9)

 

У цьому випадку треба скласти систему лінійних однорідних 

алгебраїчних рівнянь, невідомими в якій будуть елементи матриці Z, і знайти 

загальний розв’язок рівнянь (1.9) — централізатор множини матриць {Bi}. 

Приклад 1.2. Розглянемо таку систему рівнянь: 
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Матриці коефіцієнтів даної системи мають вигляд: 
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Для матриць B2 і B3 визначена комутуюча матриця Z. При розв’язанні 

системи (1.9) було отримано такі рівності для знаходження елементів Ziy 

матриці Z: 

 

Z12 = 0,0625Z21; Z22 = Z11; Z33 = Z11 – 0,25Z21; Z13 = Z23 = Z31 = Z32 = 0. 

 

При значеннях вільних невідомих Z11 = 0,25, Z21 = 1 маємо: 
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Власні числа матриці Z такі: 1 2 3λ 0; λ 0; λ 0,5.    Далі отримано 

власні вектори матриці Z  і побудовано матрицю перетворення: 
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Через перетворення координат q = S y початкова система приводиться 

до двох підсистем: 
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Цей приклад буде використано далі для відпрацьовування різних 

алгоритмів розрахунків. 

Обчислювальні алгоритми розв'язання рівнянь (1.9) в разі матриць Вi  

високого порядку, а також теоретичні аспекти методу комутуючої матриці і 

прийоми його поширення на різні класи задач розглянуті в розділі 2. 

 

1.6. Огляд літературних джерел з алгебраїчних методів 

декомпозиції 

 

Метод комутуючої матриці — це наслідок теорем з роботи 

К. Д. Якубович [90]. Аналогічний спосіб одночасно було запропоновано 

О. К. Лопатіним [50]. Трохи інакше використовано комутуючу матрицю в 

роботі В. В. Удилова [79]. Ще кілька способів декомпозиції запропоновано в 

книгах Ю. А. Митропольського й О. К. Лопатіна [56, 104]. Слід зазначити, 

що можливість застосування комутуючої матриці для розщеплення є давно 

відомою у квантовій механіці (див. підручник Фермі [81], глава 16). 

Узагальненням методу комутуючої матриці є теорема 1.2 [90]. Для її 

викладу введемо такі позначення. Нехай v(D) — матриця, стовпцями якої є 

вектори канонічного базису матриці D, тобто така матриця, що 

v– 1 (D) D v (D) = Gr (D), де Gr (D) — жорданова форма матриці D. 

Далі нам знадобиться система матричних рівнянь 

 

1 2i iT B BT ,  i = g,1 , (1.10)
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де Т1 і Т2 — квадратні матриці порядків m і n відповідно. Множину лінійно 

незалежних розв’язків цієї системи може бути отримано через знаходження 

загального розв’язку відповідної системи лінійних однорідних алгебраїчних 

рівнянь, невідомими якої є всі елементи матриць Т1 і Т2. 

Матриці Т1 і Т2 можуть мати загальні власні числа. Пронумеруємо 

власні числа матриць Т1 і Т2 у такий спосіб: спочатку співпадаючі власні 

числа, потім усі інші. Серед розв’язків рівнянь (1.10) завжди є присутньою 

множина Т1 = αEm, Т2 = αEn, де Еk — одинична матриця порядку k; α — 

довільне число. 

Нехай σ(Ti) — множина всіх різних власних чисел матриці Тi і 

σ0(Т1, Т2) = σ(Т1)  σ(Т2). 

Теорема 1.2. Нехай Т1, Т2 — розв’язок рівнянь (1.10) і H = v— 1(Т1), 

S = v(Т2). Тоді якщо множина σ0(Т1, Т2) має більш одного елемента, то 

перетворення 

 

ˆ
i iB HB S , gi ,1  (1.11)

 

матриць Bi приводить їх до такого вигляду: 

dd

d

ddi

i

i

i

nnnn

m

m

m

m

B

B

B

B

121

1

2

1

1

2

1

0000

0

0

0

ˆ
0

0





































 . (1.12)

 

Тут — розмірності блоків матриці, d – 1 — кількість 

співпадаючих власних чисел матриць Т1 і Т2; {ni} (при i < d) — кратності 

власних чисел матриці Т1, а {mi} — матриці Т2, число nd дорівнює сумі 

k kn m
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кратностей усіх власних чисел матриці Т1, що не збігаються з жодним із 

власних чисел матриці Т2, md — сумі кратностей усіх власних чисел 

матриці Т2, що не збігаються з жодним із власних чисел матриці Т1. 

Доведення цього факту наведене в [90] (теорема 2).  

Справедливим є і зворотне твердження. 

Теорема 1.3. Якщо існує перетворення (1.11), що приводить матриці 

до вигляду (1.12), то існує такий розв’язок Т1, Т2  рівнянь (1.10), що множина 

σ0(Т1, Т2) має більш одного елемента.  

У кандидатській дисертації автора питання про використання 

перетворення (1.11) для спрощення рівнянь (1.2) було вирішено в окремому 

випадку. Доведено [10], що якщо одна з початкових матриць, наприклад B1, є 

неособливою, то можна скласти допоміжні матриці Ci-1 = Bi, i = 1—
1B 2,v . Тоді 

задача зведення початкових матриць за допомогою перетворення (1.11) є 

еквівалентною зведенню допоміжних матриць із використанням 

перетворення подібності. У задачах механіки це означає, що перш ніж 

шукати множину комутуючих матриць, треба у відповідній системі рівнянь 

позбутися динамічних зв’язків і розділити кожне рівняння на інерційний 

коефіцієнт. 

Питання про зведення системи рівнянь до максимально можливої 

кількості підсистем викличе певні труднощі, тому що задача одночасного 

зведення декількох матриць до деякої канонічної форми через перетворення 

подібності — це знаменита невирішена задача алгебри. Цю задачу й 

еквівалентні їй задачі називають дикими задачами [33]. Проблемі 

класифікації пар матриць присвячені роботи І. М. Гельфанда, 

В. А. Пономарьова, В. М. Бондаренко, Ю. А. Дрозда, Л. А. Назарової, 

В. В. Сергейчука, Б. З. Шаваровського й ін. [17, 26, 27, 34, 59, 85, 106, 107]. 

В [12, 57] розглянуто декомпозицію рівнянь із матрицями коефіцієнтів, 

заданими не лише над полем комплексних чисел, а й над деякими іншими. 
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У роботі В. В. Удилова [79] в 1974 р. доведено єдиність розкладу 

рівнянь на підсистеми в окремому випадку, коли відповідний централізатор є 

напівпростою алгеброю. 

Розв’язок задачі про зведення рівнянь (1.6) до максимально можливої 

кількості незалежних підсистем повідомлено в статті автора [3] (повний текст 

цієї статті депоновано у ВІНІТІ в 1979 р. № 1973-79 Деп. [9]). Робота [3] 

містить також відповідну теорему єдиності. Незалежно від цієї роботи 

І. Ф. Борецьким і В. М. Павловим [18] в 1979 р. було доведено єдиність 

розв’язку задачі декомпозиції рівнянь для деяких окремих випадків. 

В. Є. Білозеровим і Г. В. Можаєвим було опублікувано статтю [13] про 

теорему єдиності в 1982 р., тобто після автора. 

Розглянуті методи застосовувалися і для розщеплення рівнянь еволюції 

систем автоматичного керування алгебраїчними методами [13, 57, 79, 90]. 

Особливістю таких задач є наявність прямокутних матриць коефіцієнтів. 

У роботах [96, 101, 105] розглядається знаходження перетворення 

подібності для зведення набору симетричних матриць до блочно-

діагонального вигляду. Матриці перетворення повинні бути ортогональними 

(у випадку комплексних початкових матриць — унітарними). Ця задача 

вирішується як допоміжна при напівозначеному програмуванні. Для 

побудови алгоритму використовуються інволютивні скінченновимірні 

алгебри (скінченновимірні C*-алгебри). 

Теоретичні аспекти декомпозиції лінійних і нелінійних систем активно 

досліджуються у відділі «Імітаційні системи» Обчислювального центру 

ім. А. А. Дородніцина РАН (зокрема — роботи Ю. М. Павловського [61—64] 

і В. І. Йолкіна [36]). 

Робіт із зведенням матриць коефіцієнтів до блочно-трикутного вигляду 

(ієрархічної декомпозиції) порівняно мало. У статті О. К. Лопатіна [50] це 

питання, очевидно, розглядається вперше. О. К. Лопатіним, зокрема, 

доведено таку теорему. 
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Теорема 1.4. Для існування перетворення подібності, що приводить 

матриці , 1,vB v  d  до блочно-трикутного вигляду з кількістю блоків p, 

необхідним і достатнім є існування сімейства матриць ( ), ( )pG Cτ τ , 

таких, що 

 

  0τ jv
j LBG  ,vτ  (1.13)

  0 1 2 ... n
pL L L L C     0 , , jj LL dimdim 1 

 

де  : ( )j p
jL G C  ξ t ξ 0 t . 

Окремі випадки задачі одночасного зведення матриць до блочно-

трикутного вигляду розглянуто в роботах П. С. Казімірського, 

Б. З. Шаваровського [39, 84, 108] і В. Є. Білозьорова, Г. В. Можаєва [12, 13]. 

Обчислювального алгоритму розв’язання цієї задачі раніше не 

існувало. Розв’язок задачі ієрархічної декомпозиції вперше викладено в 

монографії автора [3]. Докладний виклад цього питання наведено в [6]. 

Розроблений метод далі будемо називати «метод інваріантного підпростору». 

 

1.7. Приклади прикладних задач, пов’язаних із проблемою 

декомпозиції 

 

Одним із джерел задач декомпозиції стали питання спрощення рівнянь, 

призначених для дослідження стійкості руху рейкових екіпажів. Задачі 

механіки залізничного транспорту можна схематично розділити на три 

напрямки: поздовжня динаміка поїзда, взаємодія рухомого складу й колії, 

стійкість руху рейкових екіпажів (див. [21], гл. XVI і [96]). Останній 

напрямок пов’язаний із необхідністю враховувати велику кількість ступенів 

вільності, а також брати до уваги сили псевдоковзання (сили крипу), 
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обумовлені взаємодією колісних пар і рейкової колії. Ці сили не є малими, 

саме вони визначають стійкість руху екіпажа (cм.  В. А. Лазарян, 

 Л. А. Длугач,  М. Л. Коротенко [48], Гарг, Дуккипаті [25], Чанг, Гарг, 

Гудспид й ін. [94], Гаривалтіс, Гарг, Дсоуза [99]). 

Природа сил крипу полягає в такому. Залізничні колеса жорстко 

насаджені на вісь (рис. 1.6). Профіль коліс такий, що при малих коливаннях 

вони мають невелику конічность у точці контакту з рейкою. Рух колісних 

пар, об’єднаних у візки, супроводжується псевдоковзанням, при якому 

фактичні переміщення колеса не збігаються з кінематичними 

переміщеннями. Це відбувається внаслідок місцевих деформацій у зоні 

контакту колеса й рейки в тому випадку, коли дотична сила взаємодії P 

менше сили зчеплення. При не дуже великих значеннях сили P її вважають 

пропорційною відносному пружному прослизанню: 

 

P = – F, 

 

де F — коефіцієнт пропорційності, що називається коефіцієнтом 

псевдоковзання,  — відносне пружне прослизання. У результаті на колісну 

пару діють узагальнені сили [96]: 

 

Qy = f1  – h1v
–1 , y

Q = – f2 y – h2v
–1 . ψ

 

Тут y і — відповідно, бічний зсув і кут виляння (повороту навколо 

вертикальної осі) колісної пари, Qy і Q — узагальнені сили, що відповідають 

змінним y і , v — швидкість поступального руху рейкового екіпажа,  f1, h1, 

f2, h2 — позитивні коефіцієнти, крапка означає похідну за часом. 
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Рис. 1.6. Колісна пара й рейкова колія 

 

Другі складові у виразах сил псевдо ковзання є аналогічними силам 

в’язкого тертя. Вони стабілізують коливання. Оскільки швидкість стоїть в 

знаменнику, величина цих доданків зменшується зі збільшенням швидкості 

руху екіпажа. Перші  складові, навпаки, розгойдують систему. Більш того, 

наявність несиметричних доданків робить непридатними для дослідження 

таких систем багато традиційних методів теорії коливань. Такі системи не 

приводяться до головних координат навіть при відсутності демпфірування. 

Для них «не працюють» відомі теореми якісного дослідження. 

Нестійкість прямолінійного руху рейкових екіпажів не призводить до 

аварій завдяки гребеням коліс. Однак виникаючі при цьому автоколивання 

призводять до підвищеного зношування рухомого складу і шляху, негативно 

впливають на схоронність вантажів і комфорт пасажирів. 

Несиметричні матриці коефіцієнтів зустрічаються і при дослідженні 

стійкості руху інших динамічних систем [16, 70]. Це пов’язане не лише з 

явищем крипу, а й з такими відомими проблемами, як шіммі коліс автомобіля 

або переднього шасі літака, флатер, облік гіроскопічних сил тощо. 

Явище шіммі полягає в такому. Коли на автомобільне колесо, що 

котиться, діє бічна сила, воно зазнає пружної деформації (рис. 1.7). Колесо 

при цьому відхиляється, не змінюючи свого напрямку. Але послідовність 

площин контакту розташовується вже в іншому напрямку. Інакше кажучи, 

колесо котиться «криво» у напрямку, що утворює кут відведення  з 

геометричною площиною недеформованого колеса [70] (с. 96, 132). 



52 
 

 

Рис. 1.7. Бічна сила, що діє на автомобільне колесо 

 

Гіпотеза «відведення» полягає в тому, що кут відведення  уважається 

пропорційним бічному зсуву , який у свою чергу є пропорційним бічній 

силі P: 

 

 = , P = – H, 

 

де H — твердість колеса в горизонтальному поперечному напрямку,  — 

коефіцієнт пропорційності, що називається коефіцієнтом відведення. У таких 

задачах матриці коефіцієнтів є несиметричними, але число ступенів 

вільності, як правило, є меншим, ніж у рівняннях руху залізничних екіпажів. 

Рівняння обуреного руху механічної системи можуть бути представлені 

в такому вигляді: 

 

1 2 3B B B  q q q  0 , 

 

де B1, B2 і B3 — комплексні (загалом кажучи) матриці коефіцієнтів; q — 

вектор узагальнених координат. Задача декомпозиції полягає в зведенні 

матриць Bi до блочно-діагонального або (хоча б) до блочно-трикутного 

вигляду. 
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),

Одним із прикладів електромеханічної системи є екіпаж 

високошвидкісного наземного транспорту (ВШНТ) на електромагнітнім 

підвішуванні [41, 102]. 

У якості змінних при дослідженні руху такого вагона 

використовуються механічні величини (переміщення мас, розміри зазорів 

тощо) і значення струмів в електромагнітах. Величини сил притягання 

електромагнітів залежать від величин струмів. Значення струмів 

визначаються за такими формулами: 

 

1 2 3 ; (n j n j j j j j jLq Rq k k k q t              

 

де L і R — індуктивність і опір опліток електромагнітів;  — 

коефіцієнти системи автоматичного керування зазором між 

електромагнітами і шляховою структурою; 

1 2 3, ,k k k

( )t  — поточна координата 

нерівності шляхової структури; n — кількість механічних узагальнених 

координат; j — номер електромагніту; qn+j — динамічна добавка сили струму 

електромагніту; qj — переміщення електромагніту. 

При розв’язанні задачі стабілізації бічних коливань такого екіпажа 

з’являються громіздкі системи рівнянь. Стає актуальною задача їх 

декомпозиції. 

Аналогічні задачі виникають і при аналізі економічних систем [4, 7]. 

Так, динамічна модель Леонтьєва може бути записана у вигляді [28]: 

 

x = A x + K  + g. x (1.14)

 

Тут x = (x1, x2,..., xn)
T — вектор випуску, що характеризує випуск 

продуктів за рік за галузями; A — матриця прямих витрат (тобто коефіцієнти 

пропорційності між випуском і проміжним споживанням); K = K0 (E – A); 
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K0 — матриця коефіцієнтів повної приростної капіталомісткості (тобто 

коефіцієнти пропорційності між швидкостями приросту кінцевих продуктів і 

відповідними інвестиціями); E — одинична матриця; g = (g1, g2, ..., gn)
T — 

вектор споживання; т — знак транспонування. Розглядається задача 

знаходження перетворення змінних, що дозволяє розділити рівняння (1.14) на 

кілька незалежних підсистем. Якщо це можливо, то отримані підсистеми 

описують деякі «комплекси» виглядів продукції. Кожний з них можна 

аналізувати окремо від інших. Про симетричність початкових матриць A і K 

мова взагалі не ідеться. 

У даній роботі вважаємо, що матриці коефіцієнтів можуть бути 

несиметричними і взагалі довільними. Далі буде показано що, застосовуючи 

методи декомпозиції до систем з довільними матрицями коефіцієнтів, ми 

зустрічаємося з некомпактними групами симетрії, ненапівпростими 

алгебрами і змушені залучати досить глибокі результати загальної алгебри [6, 

8, 91 — 93]. 

 

1.8. Постановка задач даного дослідження 

 

Центральне місце в дослідженні посідають такі дві задачі. 

Задача 1. Дано g матриць B1, B2, …, Bg, потрібно знайти таке 

перетворення подібності, яке приведе ці матриці одночасно до однакового 

блочно-діагонального вигляду 

 

 )...,,,(
~

21 ljjjjj BBBdiagSBSB 1   
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1

так, щоб кількість блоків на головній діагоналі матриць була максимальною: 

. l
SS 0)det(:

max


Тут і далі в теоретичних твердженнях фігурують комплексні матриці, а 

в розрахунках майже завжди вдається не виходити за межі дійсної 

арифметики. 

Помітимо, що при g > 1 готового розв’язку цієї задачі немає, оскільки 

для однієї матриці існує канонічна форма Жордана, а для декількох матриць 

такої канонічної форми немає. Більш того: задача про канонічну форму 

декількох матриць належить до знаменитих невирішених задач. 

Задача 2. Ця задача є аналогічною першій, але потрібно звести матриці 

до блочно-трикутного вигляду: 

 

 SBSB jj

~
 , . 

: det( ) 0
max

S S
p



 

У роботі отримано теоретичний і обчислювальний розв’язок цих задач, 

а також зазначено, як застосувати розроблені методи розв’язання для задач 

декомпозиції й виявлення симетрії в таких прикладних проблемах. 

1.8.1. Коливання механічної системи часто записуються у вигляді такої 

системи рівнянь: 

 

B1  + B2  + B3x = Q(t). x x (1.15)

 

Добре вивченим у теорії коливань є випадок, коли матриця B1 містить 

інерційні коефіцієнти, B2 — коефіцієнти демпфірування, а B3 — квазіпружні 

коефіцієнти. У цьому випадку всі матриці є симетричними. Однак при 

складній структурі сил матриця B2 може бути несиметричною через 
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гіроскопічні сили, а B3 — через неконсервативні позиційні сили. Саме такі 

сили враховуються в задачах, пов’язаних із проблемою стійкості руху й 

аналізу таких явищ, як флатер, шіммі коліс автомобіля або літака, крип, 

викликаний взаємодією колісних пар і рейкової колії у залізничних 

екіпажів [16, 96, 70]. 

Досвід розв’язання таких задач показав, що перетворення, знайдені при 

певних значеннях параметрів, як правило, «працюють» і при інших 

параметрах. Але можна заздалегідь обмовити інваріантність шуканих 

перетворень при зміні деяких параметрів, як це зроблено в наступному 

пункті. 

1.8.2. Розглянемо таку систему рівнянь: 

 

B1(μ) x  + B2(μ)  + B3(μ)x = Q(t),  x

 

де матриці Bi () лінійно залежать від вектора параметрів  = (1, 2, …, k)
T: 

 

Bi (µ) = . 


p

k

k
ik B

1

)(μ

 

Задачу декомпозиції цієї системи рівнянь поставлено так само, як і для 

попередньої системи рівнянь. Змінено лише кількість постійних матриць: 

g = 3p. 

1.8.3. Рівняння, що описують динаміку керованої системи, мають 

вигляд: 

 

x  = Ax + Bu, y = Cx + Du. 

 

Розглянуто задачу поділу їх на підсистеми за допомогою такої заміни 

змінних: 
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x = S1x’, u = S2u’, y = S3y’, 

 

де x’, u’, y’ — вектори нових змінних. 

Крім цієї існують й інші задачі, де також фігурують системи рівнянь із 

прямокутними матрицями коефіцієнтів. У данім дослідженні для багатьох 

таких систем рівнянь вирішено задачу щодо їх найкращої декомпозиції, 

тобто про поділ на підсистеми за допомогою заміни змінних й одержання при 

цьому максимально можливого числа підсистем. 

1.8.4. Необхідно встановити взаємозв’язок між розробленими методами 

розщеплення матриць й існуючими методами обліку симетрії систем за 

допомогою зображень скінченних груп. Для цього вирішуємо задачі: 

  застосування груп симетрії для механічних й електромеханічних 

систем зі складною структурою сил; 

  відновлення групи симетрії системи, відповідної до знайдених 

перетворень із декомпозиції рівнянь; 

 комп’ютерне знаходження незвідних зображень довільної скінченної 

групи. 

1.8.5. Необхідно застосувати методи зведення до комплексних 

головних координат для задач оптимізації, аналізу форм коливань складних 

систем, для оцінки області притягання розв’язків, а також для аналізу 

макроекономічних систем. 

1.8.6. Необхідно розробити методику спрощення завдань 

напівозначеного програмування за допомогою методів декомпозиції. 

 

1.9. Висновки до розділу 1 

Слово «декомпозиція» має дуже широке коло застосування. У теорії 

коливань і будівельній механіці накопичено певний досвід вибору невідомих 

таким чином, щоб одержати рівняння, розділені на підсистеми. Це робиться 
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на інтуїтивному рівні. Спеціальні методи декомпозиції розвивалися окремо 

за декількома напрямками: використання апріорної інформації щодо симетрії 

системи за допомогою теорії груп, алгебраїчні методи точної декомпозиції 

для лінійних систем із квадратними та із прямокутними матрицями 

коефіцієнтів, приведення матриць коефіцієнтів до блочно-трикутного 

вигляду. 

Підхід, що погоджує локальні напрямки, раніше не розглядався. Не 

було досвіду розрахунків з громіздкими технічними системами. Завдання про 

отримання максимально можливої кількості підсистем раніше не ставилися і 

не вирішувались. Досі не вирішена знаменита проблема про класифікацію 

пар матриць. Це є перешкодою при розробці нових методів. 
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РОЗДІЛ 2 

МЕТОДИ ЗВЕДЕННЯ ДО НЕЗАЛЕЖНИХ ПІДСИСТЕМ 

МІНІМАЛЬНО МОЖЛИВОГО ПОРЯДКУ 

 

У даному розділі наведено виклад й обґрунтування методів найкращої 

декомпозиції системи рівнянь на незалежні підсистеми. Широковідомі 

методи теорії груп симетрії не гарантують можливості зведення рівнянь до 

максимальної кількості незалежних підсистем, оскільки в більшості випадків 

немає впевненості в тому, що інформація щодо групи симетрії системи 

рівнянь, знайдена апріорно, є вичерпною. «Метод комутуючої матриці» є 

призначеним для аналізу системи рівнянь безпосередньо. Однак і він все-

таки не дає відповіді на запитання, як одержати максимально можливу 

кількість підсистем. У цьому розділі дано відповідь на це питання, тобто 

зазначено операції, за допомогою яких рівняння можна розділити на 

підсистеми, й доведено, що скінченна послідовність цих операцій дозволяє 

одержати максимальне для обраного класу перетворень число підсистем. 

Поділ на підсистеми в багатьох випадках дозволяє не тільки скоротити 

час обчислення й підвищити точність при комп’ютерних розрахунках, а й 

краще розуміти структуру досліджуваної системи, її властивості. 

У ряді випадків декомпозиція дозволяє спростити викладення при 

одержанні розв’язку в замкненій формі. 

Особливо корисним є зведення до підсистем за допомогою 

перетворення, що не залежить від деяких параметрів системи. Наприклад, 

для оптимізації параметрів системи рівнянь за допомогою пошукових 

методів необхідно робити багаторазові обчислення при різних значеннях цих 

параметрів. Виконане один раз розщеплення системи рівнянь дозволяє 

спростити розрахунки на кожному кроці оптимізації, що приводить до 

значного скорочення загальних витрат машинного часу. У кожному разі 
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декомпозиційність системи (або неможливість декомпозиції) — це важлива 

властивість досліджуваної системи. 

 

2.1. Постановка задачі декомпозиції у випадку систем із 

квадратними матрицями коефіцієнтів 

 

Розглянемо систему рівнянь 

 

B1(μ)q  + B2(μ)q  + B3(μ)q = Q(t), (2.1)

 

де q, Q(t)  Cn  t, а Bi(μ) — комплексні матриці розміром m n, що лінійно 

залежать від параметрів {µ1, µ2, …, µp}: 

 

Bi(µ) =  ; 


p

k

k
ik B

1

)(μ

 

)(k
iB  — постійні матриці. Випадок дійсних змінних і деякі інші системи 

рівнянь буде розглянуто далі. 

У теперішній час дослідники змушені вивчати системи рівнянь, що 

відрізняються від традиційних для теорії коливань. Вже не є рідкістю 

рівняння з несиметричними матрицями коефіцієнтів. Є роботи, де після 

складання рівнянь намагаються зневажити деякими масами, не змінюючи 

загальний вигляд системи рівнянь. При цьому матриця інерційних 

коефіцієнтів стає особливою. У зв’язку з тенденцією до постійного 

розширення кола розв’язуваних задач у даному розділі розглянуто рівняння, 

що мають зовсім довільні (у тому числі і прямокутні) матриці коефіцієнтів. 

Питання існування й єдиності розв’язку диференціальних рівнянь із 

прямокутними матрицями коефіцієнтів тут не досліджуються. 
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Розглянемо деякі окремі випадки постановки задачі про розщеплення 

системи (2.1). 

1. n = m, В2  0, B1 і В3 — симетричні постійні матриці, причому 

одна з них є позитивно визначеною. Це відома вирішена задача теорії 

коливань про зведення до головних координат. 

2. n = m, B1, В2, B3 — постійні матриці (не обов’язково симетричні) і 

Bi  0  i. Такі системи рівнянь зустрічаються в механіці при наявності 

неконсервативних і «суттєво неконсервативних» сил (таких як сили 

демпфірування, псевдоковзання, гіроскопічні й т. п.). Ці рівняння, як 

правило, не приводяться до звичайних головних координат. Розщеплення 

таких рівнянь звичайно є можливим при наявності деякої симетрії (явної або 

схованої) досліджуваної фізичної системи, і тому отримане перетворення 

координат не змінюється при зміні параметрів системи (пружностей пружин, 

геометричних розмірів тощо), що не порушують цю симетрію. У цьому 

випадку розв’язок такої задачі одночасно є розв’язком більш громіздкої 

задачі, де залежність матриць Bi від параметрів є заздалегідь застереженою. 

3. Bi = Bi(t), де матриці Bi(t) можна представити у вигляді 

, 3p < nm, ( )(k
iB  — постійні матриці). Одержуємо задачу 

про зведення рівнянь до максимальної кількості підсистем при використанні 

тільки постійних матриць перетворення. 





p

k

k
iki BttB

1

)()()( μ

Далі матриці  позначаємо так: B1, B2, …, Bg, де g = 3k. Невироджені 

лінійні перетворення системи (2.1) — це: а) заміна змінних q = Sy, де S — 

неособлива матриця, б) множення системи ліворуч на неособливу 

матрицю Н. При цьому матриці перетворюються так: 

)(k
iB

 

ˆ
i iB HB S , gi ,1  (2.2)
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Позначимо розміри матриць Bik коефіцієнтів, отриманих у результаті 

перетворення підсистем через mk  nk, при цьому , . При 

даних матрицях Bi число блоків l і розміри mk  nk залежать від Н і S. 

Позначимо N(H, S) — максимальне з добутків mk  nk. 

mm
l

k
k 

1

nn
l

k
k 

1

Поставлено задачі знайти Н і S, при яких досягається 

а)  N(H, S), Ω = (H, S: det H  0, det S  0); 


min

б)  l. 


max

Нижче буде зазначено правила обчислення матриць Н та S, а також 

доведено, що розв’язок другої задачі одночасно є розв’язком першої. 

Розв’язання задач а) і б) полягає в такому: спочатку складаються 

допоміжні квадратні матриці, для яких потрібно розв’язати таку саму задачу, 

але використовуючи лише перетворення подібності (теорема 2.1); далі за 

допомогою множини матриць, комутуючих з даними (способи А і Б), 

послідовно приводяться до блочно-діагонального вигляду спочатку початкові 

допоміжні матриці, потім отримані на попередньому етапі блоки і т. д.; 

ознакою неможливості подальшого зведення даних блоків є відсутність 

матриці, що має хоча б два різні власні числа в множині матриць, 

комутуючих з даними блоками; на підставі теореми 2.2 затверджуємо, що 

зазначені дії дозволяють знайти максимально можливу кількість підсистем 

для допоміжних матриць, а отже, й розв’язати задачі а) і б). 

 

2.2. Перехід до задачі знаходження перетворення подібності 

 

Теорема 2.1. Рівняння (2.1) розщеплюються за допомогою 

перетворення (2.2) тоді й тільки тоді, коли приводяться одночасно до 

блочно-діагонального вигляду такі v = g + 1 матриці: 
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1
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E 0
C ,
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0 B
C =

0 0

 
 
 

 i 1,g  (2.3)

 

за допомогою перетворення подібності 

 

jC
~

 = R – 1CjR = diag (Cjk). (2.4)

 

При цьому матриці перетворення H і S можуть бути складені за знайденім 

перетворенням (2.4) за допомогою співвідношення 

 

diag (H, S) = Rv ( 1

~
C ). 

 

Д о в е д е н н я . 

А. Необхідність. Нехай рівняння (2.1) розщеплюються. Це значить, що 

матриці Bi перетворенням (2.2) приводяться до вигляду (1.12). Складемо 

матрицю 1 2diag( , )Z T T  



 

, де матриці  й  мають вигляд: 1

~
T 2

~
T

 

1 2 1

1 2 1

1

2

diag(1 , 2 , ,( 1) , , , 1),

diag(1 , 2 , , ( 1) , , , 1).

d

d

m m m d

n n n d

T E E d E d d m

T E E d E d d n





   


   

  
  

 

 

Матриця Z
~

 комутує з матрицями 

 

1

~
C  = C1, 1

ˆ0

0 0
i

i

B
C 

 
  
 

 , i = g,1 . 
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З іншого боку, як неважко перевірити, Cj = Q– 1 Q, j = jC

~ v,1 , де 

Q = diag (H– 1, S). Тому рівність Z
~

jC
~

 = jC
~

Z
~

 можна записати у вигляді 

Z
~

QCjQ
– 1 = QCjQ

– 1 Z
~

 або, інакше, (Q– 1 Z
~

Q) Cj = Cj (Q
– 1 Z

~
Q). Отже, існує 

матриця Z = Q– 1 Z
~

Q, комутуюча з матрицями (2.3), що має не менш двох 

різних власних чисел. На підставі теореми 1.1 одержуємо, що матриці Cj 

приводяться до блочно-діагонального вигляду. 

Б. Достатність. Нехай матриці Cj приводяться до блочно-діагонального 

вигляду. Тоді матриця Z = R (diagk )R– 1 комутує з ними й має хоча б два 

різні власні числа. З іншого боку матриця Z має вигляд Z = diag (Z1, Z2), 

оскільки вона комутує з матрицею C1, що має блочно-діагональний вигляд із 

блоками, власні числа яких різні. Підстановкою матриці Z у рівність 

CiZ = ZCi переконуємося у виконанні рівностей (2.3). Далі з теореми 1.1 

випливає, що рівняння (2.1) розщеплюються. При цьому матриці Bi 

приводяться до вигляду (1.11) так, що число d – 1 блоків Bik дорівнює 

кількості блоків Cik таких, що Ci2, …, Civ не дорівнюють нулю одночасно; 

число md нульових рядків дорівнює кількості блоків Cjk першого порядку 

таких, що Cj1 = 1, Cj2 = … = Cjv = 0; число nd нульових стовпців дорівнює 

кількості блоків Crk першого порядку таких, що Cr1 = 2, Cr2 = … = Crv = 0.  

knE

Таким чином, задача про знаходження перетворення (2.2) для 

розщеплення рівнянь (2.1) зводиться до задачі одночасного зведення 

допоміжних матриць до блочно-діагонального вигляду перетворенням 

подібності. 

 

2.3. Алгоритм розв’язання задачі 

 

У попередньому параграфі було показано, як задача про знаходження 

перетворення (2.2) зводиться до задачі знаходження перетворення подібності 

для матриць Cj порядку n0: 
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jC
~

 = R– 1CjR = diag (Cjk), k = l,1 ; j = g,1 . 

 

До цієї ж задачі приходимо й при спрощенні деяких інших типів 

рівнянь. 

Розглянемо алгебру Λ(Cj) усіх матриць, комутуючих з матрицями Cj, 

тобто множину розв’язків системи матричних рівнянь 

 

CjZ = ZCj, gj ,1 . (2.5)

 

Ця алгебра є централізатором множини {Cj} в алгебрі всіх матриць 

порядку n0. Загальний розв’язок системи (2.5) має вигляд: 

 

Z = , 


r

k
kkW

1

α

 

де αk — вільні змінні; Wk — матриці, що є базисом алгебри Λ(Cj). Множина 

розв’язків системи (2.5), а саме матриці Wk можна знайти, вирішуючи 

систему лінійних однорідних алгебраїчних рівнянь; алгоритм, що дозволяє 

здійснити це при високому порядку матриць Cj, описано в розділі 3. 

Існують такі способи знаходження матриці R перетворення подібності. 

Спосіб А (метод комутуючої матриці). Із множини Λ(Cj) вибираємо 

матрицю Z, що має хоча б два різні власні числа. Вектори її канонічного 

базису є стовпцями шуканої матриці R. 

Обґрунтуванням способу А є теорема 1.1. 

Спосіб Б. Складаємо й вирішуємо систему рівнянь 
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μ
1 1

)μ( ρρργ 
 

jv

r

v

r

j
vj , μ = r,1 , (2.6)

 

де  — структурні константи алгебри Λ(Cj); r — ранг цієї алгебри; ρv — 

координати проектора P у базисі Wμ. Якщо матриці Ck приводяться до 

блочно-діагонального вигляду, то наведена вище система рівнянь має 

розв’язок, відповідний до нетривіального проектора P1. З лінійно незалежних 

стовпців матриць P1 і P2 = E – P1 складаємо матрицю перетворення S. 

)μ(γvj

Ідея способу Б узята з роботи В. В. Удилова  [19]. 

Якщо в централізаторі Λ(Cj) немає жодної матриці, що має хоча б два 

різні власні числа, то не існує перетворення подібності, що приводить 

матриці Cj одночасно до блочно-діагонального вигляду (теорема 1.3). 

Теоретично можливим є випадок, коли ранг централізатора r > 1, але 

всі матриці базису не мають різних власних чисел. Це — особливий випадок. 

Його можна подолати, наприклад, за допомогою способу Б і розв’язання 

рівнянь (2.6). Розв’язання такої системи нелінійних рівнянь звичайно є 

складнішим, ніж застосування способу А. 

Зведення до блоків мінімальних порядків здійснюється через 

послідовне застосування способу А або Б спочатку до початкових 

матриць Ck, потім до блоків, що виходять, до знаходження блоків, що не 

розщеплюються (на першому кроці бажано застосувати методи, які 

використовують апріорну інформацію щодо симетрії відповідної фізичної 

системи). 

Залишається переконатися в тому, що після зведення до блоків, що не 

розщеплюються далі, вже неможливо збільшити їхню кількість, тобто якби 

ми проводили розщеплення в іншому порядку, то все одно не одержали б 

більшої кількості блоків. Про це свідчить теорема 2.2. 
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Теорема 2.2. Нехай матриці Cj, ,j 1 g , деяким перетворенням 

подібності приводяться до блочно-діагонального вигляду 

 

jC
~

 = R-1Cjr1= diagCjk, 1,k 1 l ; ,j 1 g , 

 

причому кожний набір блоків Cjk, gj ,1 , не приводиться до декількох блоків 

одночасно. Якщо існує інше таке перетворення, що отримані блоки не 

розщеплюються далі 

 

j  = CjR2 = diagC~ 1—
2R μjC , 2μ ,1 l , ,j 1 g , 

 

то l1 = l2 і може бути встановлено відповідність між номерами k  і  μ така, 

що блоки Cjk подібні до блоків )(μ kjC :   Cjk = . kkjk rCr )(μ
1— 

Д о в е д е н н я . Складемо алгебру φ, породжену 

матрицями Е, C1, …, Сg . Складемо далі лівий φ-модуль М, елементами якого 

є n0-мірні вектори. Зрозуміло, що одночасному зведенню матриць Cj 

перетворенням подібності до блочно-діагонального вигляду із блоками, що 

не приводяться далі, відповідає розкладу модуля М у пряму суму 

нерозкладних підмодулів. 

Згідно з теоремою Крулля — Шмідта інший такий розклад модуля 

містить стільки ж підмодулів і відповідні підмодулі є ізоморфними [11, 21]. 

Отже, інше зведення матриць Сj до нерозщеплюваних блоків надає стільки ж 

блоків, і блоки відповідних розкладань є подібними.  

Теорема 2.2 встановлює єдиність зведення рівнянь до підсистем, що не 

розщеплюються. 

Отриманий метод декомпозиції системи рівнянь (2.1) дасть результат 

також і у випадку прямокутних матриць Bi. 
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У загальному випадку спрощення системи (2.1) може бути досягнуто 

внаслідок не лише поділу рівнянь на підсистеми, але й через виключення 

деяких рівнянь або змінних. Це випливає із загального вигляду (1.12) 

матриць . Кожне з таких спрощень будемо далі називати декомпозицією 

(розщепленням) системи (2.1). 

ˆ
iB

Приклад 2.1. Розглянемо коливальну систему (рис.2.1.), що 

складається із двох тіл, які мають можливість переміщатися уздовж осі Ox. 

Тіла з’єднано між собою пружиною й демпфером в’язкого тертя. Кожне з тіл 

приєднано пружиною й демпфером до нерухомої опори. Потрібно визначити, 

при яких співвідношеннях між коефіцієнтами пружності, масами й 

коефіцієнтами демпфірування є можливим розщеплення рівнянь руху цієї 

системи на два незалежні рівняння другого порядку. 

 

 

Рис. 2.1. Приклад коливальної системи 

 

Складемо рівняння руху системи. Кінетична й потенційна енергії 

системи мають відповідно такі вирази: 
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де x
1 і x2

 — переміщення першого і другого тіл; m1 і m2 — маси тіл; k
1
, k

2
, k

3
 

— твердості пружин. 

Аналогічним чином одержуємо вирази дисипативної функції: 

 

Ф = 
2

1 (1  + 2  – 23 ); 2
1x 2

2x 1x 2x

1 = b1 + b2; 2 = b2 + b3; 3 = b2, 

(2.8)

 

де b1, b2 і b3 — коефіцієнти демпфірування. 

На підставі рівнянь Лагранжа 2-го роду одержуємо рівняння руху 

системи. Після поділу на інерційні коефіцієнти вони здобувають вигляд: 
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Матриці коефіцієнтів такі: 
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Невідому поки матрицю Z запишемо в такому вигляді: 
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З рівності ZB3 = B3Z одержимо такі чотири рівняння (використовуємо 

умову  c3  0): 

 

2m

b
 = 

1m

c
; (2.11)
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m
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1m

c
 = 

2m

b
 (2.14)

 

Помітимо, що рівняння (2.14) збігається з рівнянням (2.11), а 

рівняння (2.13) є наслідком двох попередніх. Дійсно, якщо рівняння (2.11) 

помножити на 2
2

1
1 c

m

m
c  , а рівняння (2.12) на 

2

1

m

m
 й ці добутки скласти, 

одержимо рівняння, еквівалентне (2.13). Залишаються рівняння (2.11) і (2.12). 

Спростивши останнє, одержуємо: 

 

e – a =  1221
23

mcmc
mc

b
 . (2.15)

 

Якщо врахувати ще умову ZB2 = B2Z, то додасться ще рівняння: 

 

 1221
23

ββ
β

mm
m

b
ae   (2.16)

 

Дорівнявши праві частини останніх двох рівностей, одержуємо 
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) 0

)

 

3 1 2 2 1 3 1 2 2 1( (β β ) β ( )b c m m c m c m     (2.17)

 

Отже, або b = 0, або вираз в дужках дорівнюе 0. 

У першому випадку з рівнянь (2.15) і (2.11) одержуємо, що матриця Z є 

пропорційною одиничній матриці, і розщеплення є неможливим. У другому 

випадку спрваведлива рівність: 

 

3 1 2 2 1 3 1 2 2 1( ) (c m m c m c m     (2.18)

 

При цьому рівняння (2.16) є еквівалентним рівнянню (2.15). З 

рівнянь (2.11) і (2.15) одержуємо змінні a і c. Матриця Z має вигляд: 
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де  1221
23

1
mcmc

mc
N  , e і b — вільні змінні. 

Власні числа матриці Z будуть різними тільки у випадку, коли різні 

власні числа другої матриці у виразі (2.19). Ці числа дорівнюють: 











2

12
2,1 4

2

1

m

m
NNN . Вони будуть різними за виконанням умови: 

 

04
2

12 
m

m
N . (2.20)

 

Отже, розщеплення рівнянь (2.8) є можливим тоді й тільки тоді, коли 

виконується умова (2.20). Помітимо, що ця формула збігається з результатом, 

отриманим в інший спосіб (див. [85, 17]). 
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2.4. Дійсні матриці коефіцієнтів 

 

Розглянемо рівняння (2.1) у випадку, коли матриці Вi і вектор х є 

дійсним. Часто виникає задача розщеплення цих рівнянь при використанні 

тільки дійсних перетворень. 

Для дійсної матриці D введемо матрицю U(D) таку, що дійсні стовпці 

матриць v(D) і U(D) збігаються, а на місці кожної пари комплексно 

спряжених векторів-стовпців a ± ib матриці v(D), що відповідають 

комплексно спряженим власним числам α ± iβ матриці D, у матриці U(D) 

розташовані дійсні стовпці a і b. Помітимо, що багато комп’ютерних програм 

обчислення власних векторів видають результат у вигляді матриці U(D). 

Таким чином, U(D) — дійсні матриці, причому U– 1(D)DU(D) = Ф(D), 

де Ф(D) — дійсна матриця, аналогічна жордановій формі Gr(D) матриці D, 

але не маюча комплексних чисел. Наприклад, замість пари комплексно 

спряжених власних чисел на головній діагоналі матриці Gr(D), що 

утворюють блок , у матриці Ф(D) стоїть блок другого 

порядку: 

0

0

i

i

   
    

 

  
   

. 

 

Для випадку дійсних змінних виконуються теореми, аналогічні 

теоремам, доведеним для загального випадку, але замість матриці v(D) 

використовується матриця U(D), замість умови: «хоча б два різні власні 

числа» — ставиться умова: «хоча б два різні власні числа, що мають 

невід’ємні уявні частини». Кількість підсистем, що виходять за допомогою 
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тільки дійсних перетворень, може бути меншою, ніж у загальному випадку. 

Наприклад, матриці C1 = E, C2 = C3 = 
0 1

1 0

 
  

 не приводяться до 

діагонального вигляду дійсними перетвореннями, але приводяться 

комплексними. 

Випадок симетричних дійсних матриць розглянуто в підрозділі 2.12. 

 

2.5. Комп’ютерне знаходження множини матриць, комутуючих з 

даними матрицями 

 

У даному підрозділі наведено описи алгоритмів розв’язання 

обчислювальних задач, необхідних для застосування методів, викладених у 

другому й у третьому розділах. Особливу увагу приділено обчислювальній 

задачі знаходження загального розв’язку системи лінійних однорідних 

алгебраїчних рівнянь. Це пояснюється тим, що серед величезної кількості 

алгоритмів і програм розв’язання систем рівнянь є лише кілька програм для 

знаходження загального розв’язку, тобто базису в просторі розв’язків. Але й 

ці програми призначені для «звичайних» систем рівнянь, у той час як 

застосовувані тут методи вимагають знаходження розв’язку великих 

розріджених систем рівнянь і враховують специфіку задачі. 

Ефективність обчислювального методу, як правило, залежить не тільки 

від ідеї цього методу, а й від того, як ця ідея реалізується. Часто незначні (на 

перший погляд) зміни в алгоритмі можуть суттєво змінити його надійність 

або швидкодію. Тому найцікавіші комп’ютерні програми наведено в 

основному тексті дисертації. Вони і є чіткими описами відповідних 

алгоритмів. Мова програмування (Фортран) не відіграє особливої ролі, 

оскільки ці програми легко переводяться на будь-яку іншу мову. 
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Про те, якими далекими є багато теоретичних курсів лінійної алгебри 

від практичних потреб, написано в статті В. В. Воєводіна  [7]. Про це 

свідчать й інші автори (див. В. А. Лазарян  й ін. [12]). 

Відомим є спосіб знаходження загального розв’язку системи лінійних 

однорідних алгебраїчних рівнянь, пов’язаний із відшуканням базисного 

мінору. Для цього потрібно обчислити всі можливі мінори матриці 

коефіцієнтів. Зрозуміло, що такий спосіб є незручним для комп’ютерних 

розрахунків. Тим більш що самі визначники все одно обчислюються за 

допомогою якого-небудь алгоритму, наприклад, за методом Жордана — 

Гаусса. 

Усі розповсюджені бібліотеки «стандартних» програм для ПЕОМ 

містять програми знаходження розв’язку у випадках, коли система рівнянь 

має не більш одного розв’язку; порівняно мало програм для знаходження 

загального розв’язку у випадку систем рівнянь із нескінченною множиною 

розв’язків. Виключення із цього правила — алгоритми svd і minfit 

Уілкінсона [20]. 

У цьому підрозділі викладено обчислювальний метод розв’язання 

зазначеної задачі. Він являє собою метод виключення невідомих, аналогічний 

методу Жордана — Гаусса, але враховуючий також відкидання «зайвих» 

рівнянь, тобто рівнянь, що є лінійною комбінацією інших. Окрім того, 

передбачено вибір провідного елемента таким чином, щоб значно скоротити 

загальний обсяг обчислень. Це приймання, як показала практика обчислень із 

розрідженими матрицями коефіцієнтів, дозволяє одночасно збільшити 

точність одержуваних результатів. Розроблений обчислювальний метод 

використовується для застосування методу комутуючої матриці і для 

розв’язання багатьох інших задач. 

При використанні методу комутуючої матриці доводиться вирішувати 

систему лінійних однорідних алгебраїчних рівнянь. Таку саму 

обчислювальну задачу необхідно вирішувати і при використанні ряду інших 
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способів. Алгоритм розв’язання цієї задачі будується на основі методу 

Жордана — Гаусса. 

Зазвичай розглядаються методи розв’язання систем рівнянь, у яких 

число рівнянь m, число невідомих n і ранг матриці коефіцієнтів r дорівнють  

один одному: m = n = r. 

Розглянемо систему однорідних рівнянь із довільною матрицею 

коефіцієнтів: 

 











 

a11x1 + a12x2 + … + a1mxm = 0, 

a21x1 + a22x2 + … + a2mxm = 0, 

……………………………… 

an1x1 + an2x2 + … + anmxm = 0. 

 

(2.21) 

 

Ця система завжди має нульовий розв’язок x1 = x2 = … = xm = 0. Крім 

нього вона може мати й інші розв’язки. 

Якщо матриця коефіцієнтів є довільною, то застосування методу 

Жордана — Гаусса ускладнюється тим, що можливою є наявність лінійно 

залежних рівнянь. Рівняння, що є лінійною комбінацією інших, не несуть 

нової інформації й можуть бути відкинуті. 

При виконанні розрахунків за методом Жордана — Гаусса рядки, що є 

лінійною комбінацією попередніх, на певному кроці методу стають 

нульовими. Сформулюємо це твердження у вигляді теореми. 

Теорема 2.3. Нехай виконано k кроків методу Жордана — Гаусса без 

перестановки рядків, причому рядок початкової матриці з номером k + 1 є 

лінійною комбінацією попередніх рядків. Тоді: 

а) перші k рядків перетвореної матриці є лінійно незалежними; 

б) рядок з номером (k + 1) — нульовий. 

Лема 2.1. Властивість лінійної залежності (або незалежності) 

векторів не змінюється при виконанні кожної з таких операцій: 
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1) множення одного з рівнянь на число,що  не дорівнює нулю; 

2) вирахування одного рівняння, помноженого на деяке число, з іншого. 

Д о в е д е н н я . Нехай вектори а1, а2, …, ak є лінійно незалежними, 

тобто . Нехай для визначеності перетворення зазнає 

перший вектор. Виконаємо перетворення 1, тобто 

00a 


i

k

i
ii

1

)0(
1

11  c
c

ab  й bi = ai 

при i > 1. Тоді 

 

1 1
1

1 2

0
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      b 0 a a 0
β β

β β , βi = 0, 2, β 0ii k    . 

 

Виконаємо перетворення 2, тобто b1 = a1 – pas і bi = ai(i > 1). Тоді 

 

1
1
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k

i i i i s s i
i i s

p
 

        b 0 a a 0β β β β 0β . 

 

У випадку лінійної залежності доведення є аналогічним.  

Д о в е д е н н я  т е о р е м и  2.3. 

а) Перетворена матриця містить стовпці з номерами sj, kj ,1 , у 

яких на j-м місці стоїть одиниця, а інші елементи дорівнюють нулю. Блок A1 

перетвореної матриці, що містить перші k рядків, має ранг k, оскільки стовпці 

з номерами sj лінійно є незалежними. 

б) При виконанні кроків методу Жордана — Гаусса без 

перестановки рядків використовуються тільки перетворення, перераховані в 

лемі, тому рядок з номером k + 1 перетвореної матриці є лінійною 

комбінацією попередніх рядків. Якби він не був нульовим, то було б можливе 

виконання наступного (k + 1)-го кроку методу Жордана — Гаусса. У цьому 

випадку перші (k + 1) рядків стали б лінійно незалежними (перша частина 
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2 2 0

теореми). Цього не може бути, оскільки властивість лінійної залежності 

рядків при виконанні чергового кроку зберігається.  

Отже, для відкидання всіх «зайвих» рядків достатньо передбачити 

дальші додаткові операції. Перед вибором провідного елемента в черговому 

рядку робиться перевірка: чи є цей рядок нульовим. Якщо ця умова 

виконується, то рядок відкидається. 

Після закінчення описаних вище обчислень перетворена матриця 

складається з r рядків, де r — ранг початкової матриці. Перетворена матриця 

містить r стовпців, що є одиничними векторами порядку r. Для спрощення 

подальших міркувань переставимо стовпці матриці так, щоб k-й одиничний 

вектор стояв на k-м місці. Перестановці стовпців відповідає перенумерація 

невідомих. Система рівнянь здобуває вигляд 
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0 y y
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 (2.22)

 

де блок А2 поєднує останні n – r стовпців перетвореної матриці, вектор y1 

складається з перших r невідомих із новими номерами, а вектор y2 — з інших 

невідомих. Рівність (2.22) перепишемо так: 

 

y1 = –А2y2. (2.23)

 

Звідси видно, що невідомим, які входять у вектор y2 (вільним 

невідомим), можна привласнити довільні значення й обчислити відповідні 

значення невідомих, що входять у вектор y1 (базисних невідомих). Для 

одержання загального розв’язку початкової системи рівнянь можна 

послідовно привласнювати вектору y2 значення, що дорівнють  одиничним 

векторам е1, е2, …, еn – r порядку n – r, й обчислювати відповідні значення 

вектора y1. Отримані вектори 
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утворюють базис у множині всіх розв’язків початкової системи рівнянь. 

Приклад 2.2. Розглянемо систему рівнянь 

 

1) 4x1 – x2 + 3x4 = 0, 

2) 7x1 + 5x3 + x4 = 0, 

3) – 0,7x2 – 2x3 + 1,7x4 = 0. 

(2.24)

 

Хід розв’язання наведено в таблиці 2.1. Перед кожним кроком методу 

записано рядок чисел, у якому ненульові числа стоять лише в тих стовпцях, 

де вже вибирався провідний елемент. Ці числа дорівнюють номерам 

відповідних рядків, де був раніше обраний провідний елемент. Він 

вибирається як максимальний із абсолютної величини елементів рядка. 

Перетвореній матриці відповідає така система рівнянь: 

 








.085,035,0

,075,025,0

432

421
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xxx
 

 
Вільними невідомими тут є x2 і x4. Це видно також з того, що в 

допоміжному рядку залишилися нульовими другий і четвертий елементи. 

Привласнивши вільним невідомим значення , , одержимо: 

; . Аналогічно, при ,  маємо: 

; . 

1)1(
2 x

0) 

0)1(
4 x

)2(
4 x25,0)1(

1 x

75,0)2(
1 x

35,0)1(
3 x

85,0)2(
3 x

2(
2x 1

Отже, базис множини всіх розв’язків системи рівнянь такий: 
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Таблиця 2.1 

Розв’язання системи рівнянь (2.24) 

Коефіцієнт при невідомих Коментар Рівняння 

системи (2.4) x1 x2 x3 x4  

 0 0 0 0 0 0 0 0 Допоміжний рядок Допоміжний рядок 

1) 4 – 1 0 – 3 Початкова система рівнянь 

2) 7 0 5 1  

3) 0 – 0,7 – 2 1,7  

 1 0 0 0 Допоміжний рядок 

1)΄ = 1)/4 1 – 0,25 0 0,75 Перший крок методу 

2)΄ = 2) – 1)΄ · 7 0 1,75 5 – 4,25  

3)΄ = 3) – 1)΄ · 0 0 – 0,7 – 2 1,7  

 1 0 2 0 Допоміжний рядок 

1)΄΄ = 1)΄ – 2)΄΄ · 0 1 – 0,25 0 0,75 Другий крок методу 

2)΄΄ = 2)΄/5 0 0,35 1 – 0,85  

3)΄΄ = 3)΄ – 2)΄΄  (– 2) 0 0 0 0  

 1 0 2 0 Допоміжний рядок 

1)΄΄΄ = 1)΄΄ 1 – 0,25 0 0,75 

2)΄΄΄ = 2)΄΄ 0 0,35 1 – 0,85

Відкидання нульових рядків

 

Багато практичних задач приводять до систем рівнянь із розрідженими 

матрицями, тобто матрицями, що містять велику кількість нульових 

коефіцієнтів. У цих випадках доцільно вибирати провідний елемент у рядку з 

мінімальною кількістю ненульових елементів, причому вибирати найбільший 
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з абсолютної величини елемент рядка. Як показала практика розв’язання 

таких задач, викладений вище спосіб вибору провідного елемента зазвичай 

дозволяє значно скоротити загальний обсяг обчислень, а також підвищити 

точність одержуваних результатів. 

Нижче наведено програму знаходження загального розв’язку системи 

лінійних однорідних алгебраїчних рівнянь. Провідний елемент вибирається в 

рядку з мінімальною кількістю ненульових елементів. Для цього перед 

черговим k-м кроком методу проглядаються всі рядки від k-го до останнього 

рядка, й обраний рядок переставляється на k-е місце. Далі вибирається 

максимальний із абсолютної величини елемент рядка. 

При виконанні розрахунків на ПЕОМ коефіцієнти рівнянь, що є 

лінійною комбінацією попередніх, стають у процесі виключень нульовими з 

точністю до помилок округлення, пов’язаних з обмеженістю розрядної сітки 

ПЕОМ. Тому вводяться два числа: абсолютна похибка (1) і відносна (2). У 

випадку, коли при вирахуванні двох близьких чисел виходить коефіцієнт, 

менший за абсолютною величиною, ніж добуток 2 на одне із цих чисел, 

коефіцієнту привласнюється нульове значення. Якщо отриманий коефіцієнт 

за абсолютною величиною є меншим за 1, йому також привласнюється 

нульове значення. Рядок відкидається, коли максимальна з абсолютних 

величин елементів рядка є меншою за 1. 

Після закінчення розрахунків за зазначеною схемою вектору вільних 

невідомих послідовно привласнюються значення одиничних векторів 

е1, …, еn – r і в кожному випадку обчислюється відповідний набір базисних 

невідомих за формулою (2.23). 

Звертання до програми таке: CALL SLAU5 (A, NN, M, E1, E2, L, V, N2, 

N3, KB), де A — дійсний двовимірний масив розмірністю NN × M, що 

містить коефіцієнти системи рівнянь. Після роботи програми перші (M – L) 

рядків матриці А містять вектори базису підпростору, натягнутого на 
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вектори-рядки початкової матриці А.  У головній програмі масив А може 

мати розмірність більшу за NN × M; NN — кількість рівнянь (INTEGER); M 

— кількість невідомих (INTEGER); Е1, Е2 — абсолютна й відносна 

погрішності. Рекомендованими значеннями є відповідно 1.ОЕ – 15 і 1.ОЕ – 9 

(REAL); L — кількість знайдених лінійно незалежних розв’язків (INTEGER); 

V — дійсний двовимірний масив розмірністю N3 × M, після роботи програми 

в його перших L рядках перебувають знайдені лінійно незалежні розв’язки; 

N2 — число рядків в описі масиву А в головній програмі (N2 = NN), N3 — 

число рядків в описі масиву V у головній програмі. При невідомому 

заздалегідь числі  L треба задавати N3 = M. Якщо виявилося N3 < L, то 

лінійно незалежні розв’язки не складаються й робота програми закінчується 

після перетворення матриці А та обчислення числа L; KB — цілий 

одновимірний робочий масив розмірністю M. 

Програма SLAU5 може використовуватися також і для розв’язання 

таких задач: 

а) визначення рангу матриці; 

б) перевірка лінійної залежності векторів; 

в) визначення кількості лінійно незалежних векторів серед даних 

векторів і вибір базису в підпросторі, натягнутому на задані вектори; 

г) знаходження підпростору, ортогонального даному. 

Для обчислення рангу матриці треба звернутися до програми SLAU5, 

задавши замість матриці коефіцієнтів системи рівнянь задану матрицю, а 

замість чисел NN і M — відповідно числа її рядків і стовпців. Ранг матриці 

буде дорівнювати M – L. 

Для розв’язання задач б), в) і г) потрібно звернутися до програми 

SLAU5, попередньо розташувавши в рядках масиву А задані вектори. У 

цьому випадку NN — число векторів, M — їх порядок. 

Ознака лінійної залежності векторів: M – L < NN. 

Кількість лінійно незалежних векторів буде дорівнювати M – L. 
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Вектори базису в підпросторі, натягнутому на задані вектори, після 

роботи програми будуть розташовані в перших M – L рядках масиву А. 

Базисом підпростору, що є ортогональним доповненням до 

підпростору, натягнутого на задані вектори, буде загальний розв’язок 

системи рівнянь (перші L рядків матриці V). Дійсно, запис Ax = 0 означає, що 

скалярний добуток чергового рядка на вектор x дорівнює нулю, тобто вектор-

стовпець, складений з елементів рядка матриці, є ортогональним до вектору 

x. Загальний розв’язок — це і є всі ті вектори, які є ортогональними всім 

рядкам матриці. 

 

Текст програми SLAU5 такий: 

      SUBROUTINE SLAU5(A,NN,M,E1,E2,L,V,N2,N3,NMB) 

C   OБЩEE PEШEHИE CИCTEMЫ ЛИHEЙHЫX OДHOPOДHЫX AЛГEБPAИЧECKИX 

C   УPABHEHИЙ C УЧETOM PAЗPEЖEHHOCTИ MATPИЦЫ KOЭФФИЦИEHTOB 

C   A B T O P :   Ю.H. БAЗИЛEBИЧ (ИTM НAH УКРАИНЫ) 

C-------------------------------------------------------- 

C   A - MATPИЦA KOЭФФИЦИEHTOB. 

C   NN*M - EE PAЗMEPHOCTЬ. 

C   E1,E2 - AБCOЛЮTHAЯ Й OTHOCИTEЛЬHAЯ ПOГP. 

C   L - K-BO ЛИH. HEЗABИCИMЫX PEШEHИЙ 

C   NMB - B MACCИBE OTMEЧAЮTCЯ БAЗИCHЫE ПEPEM. 

C   V - B ПEPBЫE L CTPOK MATPИЦЫ ЗAHOCЯTCЯ ЛИH. HEЗAB. PEШEHИЯ 

C   N2 - ЧИCЛO CTPOK B OПИCAHИИ MATP. A 

C   N3 -       - " -        V 

C------------------------------ 

      DIMENSION A(N2,M),NMB(M),V(N3,M) 

      INTEGER VEDSTR 

      N=NN 

      DO 5 I=1,M 

5        NMB(I)=0 

C...................................... 
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      VEDSTR=1 

3     CONTINUE 

C 

      IF (VEDSTR.GT.N) GO TO 6 

C...ПOИCK CTPOKИ C MИH. K-BOM ЭЛ-TOB 

      MINKBO=M 

      MINC=VEDSTR 

      DO 30 I=VEDSTR,N 

         KEL=0 

         DO 31 J=1,M 

            P=ABS(A(I,J)) 

31          IF (P.GT.E1) KEL=KEL+1 

         IF (KEL.GE.MINKBO) GO TO 30 

         MINKBO=KEL 

         MIN C=I 

30       CONTINUE 

      DO 32 J=1,M 

         R=A(VEDSTR,J) 

         A(VEDSTR,J)=A(MIN C,J) 

32       A(MIN C,J)=R 

C...BEДУЩИЙ ЭЛEMEHT - HAИБOЛЬШИЙ B CTPOKE 

      K=1 

      DO 1 J=2,M  

         P=ABS(A(VEDSTR,J)) 

         P2=ABS(A(VEDSTR,K)) 

1        IF (P.GT.P2) K=J 

      S=A(VEDSTR,K) 

      P=ABS(S) 

      IF (P.GT.E1) GO TO 2 

C   УДAЛEHИE CTPOKИ 

      N=N-1 

      IF(VEDSTR.GT.N) GO TO 3 

      DO 4 K1=VEDSTR,N 

         DO 4 J=1,M 
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4          A(K1,J)=A(K1+1,J) 

      GO TO 3 

2     NMB(K)=VEDSTR 

C...ЖOPДAHOBЫ ИCKЛЮЧEHИЯ 

      DO 9 J=1,M 

9          A(VEDSTR,J)=A(VEDSTR,J)/S 

       DO 7 I=1,N 

        IF (I.EQ.VEDSTR) GO TO 7 

         AMHOG=A(I,K) 

         DO 10 J=1,M 

           P=ABS(A(I,J)) 

           A(I,J)=A(I,J)-A(VEDSTR,J)*AMHOG 

           P2=ABS(A(I,J)) 

10         IF (P2.LT.E2*P .OR. P2.LT.E1) A(I,J)=0. 

7     CONTINUE 

      VEDSTR=VEDSTR+1 

      GO TO 3 

6     CONTINUE 

      L=M-N 

COCTABЛEHИE ЛИH.HEЗAB. PEШEHИЙ 

      IF (L.GT.N3) RETURN 

      DO 12 I=1,L 

         DO 12 J=1,M 

12         V(I,J)=0. 

      K=0 

      DO 13 I=1,M 

         IF(NMB(I).NE.0) GO TO 13 

         K=K+1 

         V(K,I)=1. 

         DO 14 J=1,M 

14           IF (NMB(J).NE.0)  V(K,J)=-A(NMB(J),I) 

13    CONTINUE 

      RETURN 

      END 
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У якості тестового прикладу використано рівняння (2.24). Приведемо 

текст перевіряючої програми: 

 

      PROGRAM OTL 

      DIMENSION A(15,15),V(15,15),NMB(15) 

     1,A2(3,4) 

      DATA A2/4.0,7.0,0.0, 

     1        -1.0,0.0,-0.7, 

     2        0.0,5.0,-2.0, 

     3        3.0,1.0,1.7/ 

       NN=3 

       M=4 

       DO 8 I=1,3 

         DO 8 J=1,4 

8           A(I,J)=A2(I,J) 

      PRINT 23,((A(I,J),J=1,4),I=1,3) 

C ------------------------------------- 

      CALL SLAU5 (A,NN,M,1.0E-15,1.0E-9,L,V,15,15,NMB) 

C ------------------------------------- 

      IR=M-L 

      PRINT 24,(I,(V(I,J),J=1,4),I=1,L) 

      PRINT 25,IR 

      PRINT 26 

      IF (IR.EQ.NN)PRINT 27 

      IF (IR.LT.NN)PRINT 28 

      PRINT 29,(I,(A(I,J),J=1,4),I=1,IR) 

23    FORMAT (/2X,'ИCXOДHAЯ MATPИЦA (KOЭФФИЦИEHTЫ', 

     1 'CИCTEMЫ УPAВHEHИЙ)'/(4F7.2)) 

24    FORMAT (/2X, 'ЛИHEЙHO HEЗAВИCИMЫE PEШEHИЯ'/ 

     1 (2X,I4,').',3X,4F8.4)) 

25    FORMAT (/2X,'PAHГ MATPИЦЫ PAВEH:',I4/)  

26    FORMAT (/2X,'ВEKTOPЫ CTPOKИ MATPИЦЫ -') 
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27    FORMAT (2X,'ЛИHEЙHO HEЗAВИCИMЫ.'/) 

28    FORMAT (2X,'ЛИHEЙHO ЗAВИCИMЫ.'/) 

29    FORMAT (/2X,'БAЗИC ПOДПPOCTPAHCTВA, HATЯHУTOГO ', 

     1 'HA ВEKTOPЫ-CTPOKИ MATPИЦЫ.'/(2X,I4,').'4F8.4)) 

      STOP 

      END 

 

Результати розрахунків: 

 

 ИCXOДHAЯ MATPИЦA (KOЭФФИЦИEHTЫ CИCTEMЫ УPAВHEHИЙ) 

  4.00  -1.00  0.00   3.00 

  7.00   0.00   5.00   1.00 

  0.00  -0.70  -2.00   1.70 

 

ЛИНЕЙНО НЕЗАВИСИМЫЕ РЕШЕНИЯ 

    1).     0.2500  1.0000 -0.3500  0.0000 

    2).    -0.7500  0.0000  0.8500  1.0000 

 

 РАНГ МАТРИЦЫ РАВЕН:   2 

 

 

 ВEKTOPЫ CTPOKИ MATPИЦЫ - 

 ЛИHEЙHO ЗAВИCИMЫ. 

 

 

 БAЗИC ПOДПPOCTPAHCTВA, HATЯHУTOГO HA ВEKTOPЫ-CTPOKИ MATPИЦЫ. 

    1).  1.0000 -0.2500 0.0000  0.7500 

    2).  0.0000  0.3500  1.0000  -0.8500 

 

Для створення комплексного варіанта CSLAU програми SLAU5 

необхідно внести до неї такі зміни: 

а) додати опис COMPLEX A, V, R, S, АМНОЖ; 

б) всі бібліотечні функції ABS замінити функціями CABS; 
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в) дійсні константи 0. і 1. замінити відповідно на комплексні 

константи (0., 0.) і (1., 0.). 

При використанні цієї програми слід урахувати, що масиви А і V є 

комплексними. В решті використання програми CSLAU є таким самим, як і 

SLAU5. 

Програма CSLAU може використовуватися для знаходження власних 

векторів довільної матриці А, що відповідають відомому власному числу. 

Дійсно, вирішуючи систему рівнянь (A – k E) x = 0, ми одержуємо всі 

лінійно незалежні власні вектори xk, відповідні до власного числа k. 

Розглянутий алгоритм знаходження загального розв’язання можна 

застосувати і для неоднорідних рівнянь. Відмінність полягає в тому, що в 

таблицю методу Жордана — Гаусса додатково вводиться стовпець вільних 

членів. Неважко довести, що якщо розглянута система рівнянь є не сумісною, 

то на одному із кроків методу при виборі провідного елемента виявиться, що 

в розглянутому рядку всі коефіцієнти при невідомих є нульовими, а вільний 

член не дорівнює нулю. А якщо ні, то розрахунки за методом Жордана — 

Гаусса буде успішно закінчено. Перетворена система рівнянь буде 

відрізнятися від системи (2.23) наявністю в правій частині цієї формули 

другого доданка — постійного вектора. Подальша побудова загального 

розв’язку не викликає труднощів. 

Можна розв’язати неоднорідну систему рівнянь і не змінюючи 

комп’ютерну програму (SLAU5 або аналогічну). Для цього замість системи 

рівнянь Ax = b складаємо систему рівнянь 

 

Aр y = 0, (2.25)

 

де Aр — розширена матриця коефіцієнтів, тобто така, що до матриці 

коефіцієнтів A праворуч приєднаний вектор вільних членів b; y — вектор, що 

має розмірність більшу на одиницю, ніж вектор x. Нова система є 
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еквівалентною до попередньої у випадку, коли останній елемент вектора y 

рівний мінус одиниці: ym + 1 = – 1. Тому, одержавши базис у множині 

розв’язків системи (2.25), вибираємо такий вектор базису, у якого ym + 1  0 і 

множимо цей вектор на таке число, при якому останній елемент буде 

дорівнювати мінус одиниці. Попередні m елементів вектора y утворюють 

частинний розв’язок початкової системи рівнянь, тобто вектор x. Загальний 

розв’язок неоднорідної системи рівнянь, як відомо, дорівнює сумі частинного 

розв’язку неоднорідної системи й загального розв’язку відповідної 

однорідної системи рівнянь. 

У традиційному випадку, коли матриця A є квадратною й 

невиродженою, при розв’язанні рівнянь (2.25) буде отримано один вектор 

базису, й умову ym + 1  0 буде виконано. Помноживши вектор базису на 

число – 1/ym + 1, одержимо вектор з розв’язком початкової системи рівнянь. 

Для знаходження множини матриць, комутуючих з даними матрицями, 

розроблено програму CENTER. Алгоритм роботи програми полягає в 

складанні й розв’язанні за допомогою програми SLAU5, описаної в 

попередньому підрозділі, системи лінійних однорідних алгебраїчних рівнянь, 

відповідних до матричних рівнянь 

 

ZBi = BiZ, I = 1, ,k  (2.26)

 

де Bi — задані матриці; Z — невідома матриця. 

Звертання до програми таке: CALL CENTER (B, NB, NB2, NB3, KBOB, 

A, V, C, L, NMB), де B — дійсний тривимірний масив розмірністю NB 

 NB  KBOB, що містить KBOB початкових квадратних матриць порядку 

NB. Перша з початкових матриць розташована в таких елементах масиву: 

B(i, j, 1) ( ,,1 NBi   NBj ,1 ), друга — B(i, j, 2) і т. д., NB — порядок початкових 

матриць; NB2 = NB  NB; NB3 = 2  NB2; KBOB — кількість початкових 
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матриць; A, V — дійсні робочі двовимірні масиви розмірністю відповідно 

NB3  NB2 і NB2  NB2; C — дійсний тривимірний масив розмірністю NB 

 NB  NB, перші L шарів якого містять знайдені матриці базису шуканого 

централізатора, тобто множини всіх матриць, комутуючих з даними. Шаром 

називаємо множину елементів тривимірного масиву, що відповідає 

фіксованому третьому індексу; L — кількість матриць, що є базисом шуканої 

множини; NMB — цілий одновимірний робочий масив розмірністю NB2. 

 

Текст програми CENTER такий: 

 

      SUBROUTINE CENTER(B,NB,NB2,NB3,KBOB,A,V,C,L,NMB) 

C   HAXOЖДEHИE MHOЖECTBA MATPИЦ, KOMMУTИPУЮЩИX C 

C   ДAHHЫMИ MATPИЦAMИ (ЦEHTPAЛИЗATOP) 

C   A B T O P Ы :   Ю.H. БAЗИЛEBИЧ, Л.M. KOPOTEHKO, 

C                          Г.M. KOPOTEHKO  (ИTM HAH УКРАИНЫ) 

C---------------------------------------------- 

C   B - ИCXOДHЫE MATPИЦЫ 

C   NB,KBOB - ИX ПOPЯДOK І KOЛИЧECTBO 

C   A,V,NMB - PAБOЧИE MACCИBЫ 

C   NB2=NB*NB, NB3=2*NB2 

C   C - BЫЧИCЛEHHЫE MATPИЦЫ БAЗИCA ИCKOMOГO MH-BA 

C   L - KOЛИЧECTBO ЭTИX MATPИЦ 

C----------------------------------- 

      DIMENSION  B(NB,NB,KBOB), A(NB3,NB2), 

     1            V(NB2,NB2), C(NB,NB,NB2), 

     2              NMB(NB2) 

C-------------------------------------- 

      NH=0 

      M =NB*NB 

      N4=1 

C   NH - ЧИCЛO УPABHEHИЙ, COCTABЛEHHЫX PAHEE 

C   M - ЧИCЛO HEИЗBECTHЫX 
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      DO 1 IB=1,KBO B 

         NN=NH+M 

         N1=NH+1 

C   ...OЧИCTKA MECTA ДЛЯ HOBЫX УPABHEHИЙ 

         DO 8 I=N1,NN 

            DO 8 J=1,M 

8             A(I,J)=0. 

C   ...COCTABЛEHИE УPABHEHИЙ 

         DO 3 I=1,NB 

            DO 3 J=1,NB 

              IA=(I-1)*NB+J+NH 

              DO 6 K=1,NB 

                 JA=(K-1)*NB+J 

6                A(IA,JA)=B(I,K,IB) 

              DO 3 K=1,NB 

                 JA=(I-1)*NB+K 

3                A(IA,JA)=A(IA,JA)-B(K,J,IB) 

C   ...PEШEHИE УPABHEHИЙ 

         IF (IB.EQ.KBO B) N4=NB2 

         CALL SLAU5 (A,NN,M,1.E-15,1.E-9,L,V,NB3,N4,NMB) 

         NH=M-L    

1        CONTINUE 

C-------------------- 

C...ЗAПOЛHEHИE MATPИЦЫ C 

      DO 9 K=1,L 

         DO 9 I=1,NB 

            DO 9 J=1,NB 

9              C(I,J,K)=V(K,(I-1)*NB+J) 

      RETURN  

      END 

 

У якості тестового прикладу використано матриці (1.3). Для перевірки 

підпрограми CENTER за допомогою цього прикладу складено програму: 
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      PROGRAM KMAT 

      DIMENSION BB(3,3,3),B(3,3),A(18,9),V(9,9), 

     1            C(3,3,3), NMB(9) 

           OPEN(8,FILE='numbers.TXT') 

C-------------------- 

           READ(8, 57) KBO B, NB 

C   NB - ПOPЯДOK MATPИЦЫ B 

      PRINT 51,KBO B, NB 

      DO 1 K=1,KBOB 

         READ(8, 5) ((B(I,J),J=1,NB),I=1,NB) 

         PRINT 4,K 

4        FORMAT (I5,'-Я ИCXOДHAЯ MATPИЦA') 

         DO 20 I=1,NB 

            PRINT 22, (B(I,J), J=1,NB) 

20          CONTINUE 

C...ПEPECЫЛKA MATPИЦЫ B TPEXMEPHЫЙ MACCИB 

         DO 1 I=1,NB 

            DO 1 J=1,NB 

1              BB(I,J,K)=B(I,J) 

      NB2=NB*NB 

      NB3=2*NB2 

 

      CALL CENTR(BB,NB,NB2,NB3,KBOB,A,V,C,L,NMB) 

C...ПEЧATЬ PEЗУЛЬTATOB 

      PRINT 7 

7     FORMAT (2X'P E З У Л Ь T A T Ы') 

      DO 3 K=1,L 

         PRINT 55,K 

         DO 3 I=1,NB 

3           PRINT 22,(C(I,J,K),J=1,NB) 

51    FORMAT (2X,'K-BO MATPИЦ:',I3,',  ПOPЯДOK =',I3) 

22    FORMAT (10E12.5) 

55    FORMAT (/I5,'-Я MATPИЦA HAЙДEHHOГO БAЗИCA') 
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57    FORMAT (2I3) 

5     FORMAT (E4.2) 

      END 

 

Числовий матеріал до цієї програми перебуває у файлі numbers.TXT. 

Одинична матриця не включена до числового матеріалу, оскільки її 

відсутність не впливає на результат. Текст файлу numbers.TXT: 

 

002003 

0. 

0. 

0. 

0. 

0. 

0. 

0. 

0. 

5. 

3. 

2. 

-1. 

32. 

3. 

4. 

8. 

-2. 

5. 

 

Результати розрахунків наведено нижче. 

 

K-BO MATPИЦ:  2,  ПOPЯДOK =  3 

1-Я ИCXOДHAЯ MATPИЦA 

.00000E+00  .00000E+00  .00000E+00 
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.00000E+00  .00000E+00  .00000E+00 

.00000E+00  .00000E+00  .50000E+01 

2-Я ИCXOДHAЯ MATPИЦA 

.30000E+01  .20000E+01 -.10000E+01 

.32000E+02  .30000E+01  .40000E+01 

.80000E+01 -.20000E+01  .50000E+01 

P E З У Л Ь T A T Ы 

 

1-Я MATPИЦA HAЙДEHHOГO БAЗИCA 

.25000E+00  .62500E-01  .00000E+00 

.10000E+01  .25000E+00  .00000E+00 

.00000E+00  .00000E+00  .00000E+00 

 

2-Я MATPИЦA HAЙДEHHOГO БAЗИCA 

.10000E+01  .00000E+00  .00000E+00 

.00000E+00  .10000E+01  .00000E+00 

.00000E+00  .00000E+00  .10000E+01 

 

Кожному матричному рівнянню відповідає n4 елементів при 

звичайному записі системи рівнянь. Тому програма CENTER безпосередньо 

дозволяє вирішувати задачі з матрицями порівняно невеликих порядків. 

Для матриць великого порядку складено програми, що реалізують той 

самий алгоритм, що і програми SLAU5, CENTER, але при компактному 

зберіганні даних [5]. Тексти цих програм наведено в додатку А й додатку Б. 

Система однорідних алгебраїчних рівнянь, що відповідає (2.26), містить дуже 

багато нульових елементів. Тому програми побудовано таким чином, що 

нульові елементи не зберігаються в пам’яті машини. Їхнє зберігання 

організовано за правилами, прийнятими у системах керування базами даних. 

Для цих цілей уведено три стовпці, при цьому перший стовпець файлу 

містить номер рядка, другий стовпець містить номер стовпця цього елемента 

й третій стовпець містить значення елемента. 
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Наприклад, для рівнянь (2.24) початкова матриця коефіцієнтів системи 

рівнянь така: 

 

        4.00     -1.00      0.00      3.00 

        7.00      0.00      5.00      1.00 

        0.00     -0.70     -2.00      1.70  

 

Тому стовпці, у яких зберігається ця матриця, мають вигляд: 

 

     1     1      4.00000 

     1     2     -1.00000 

     1     4      3.00000 

     2     1      7.00000 

     2     3      5.00000 

     2     4      1.00000 

     3     2     -0.70000 

     3     3     -2.00000 

     3     4      1.70000 

 

Такий варіант програми SLAU5 було використовано при знаходженні 

базису в множині розв’язків рівнянь із матрицею коефіцієнтів розмірністю 

578 × 289. Для перевірки програми було використовано розріджені матриці з 

колекції [29]. Використовано такі приклади квадратних матриць повного 

рангу: Arc130, 1138_bus, bcsstk28. Остання з них має порядок n = 4410, 

матриця є заповненою ненульовими елементами на 1,13 %. До цих матриць 

було додано праву частину й за допомогою формули (2.25) програма SLAU5 

було застосовано для розв’язання неоднорідної системи рівнянь. 

Оцінимо те, наскільки розрідженою буде матриця A коефіцієнтів 

системи лінійних однорідних алгебраїчних рівнянь Ax = 0, відповідна до 

системи матричних рівнянь (2.26). Число рядків матриці A дорівнює kn2, а 

стовпців — n2, де n — порядок початкових матриць {Bi}, k — їх кількість. 
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4

Уважаємо, що початкові матриці є заповненими на 25 %, тому число 

ненульових елементів матриці Bi дорівнює 0,25 . Кожний із цих елементів 

входить у чергове рівняння вигляду (2.26) 2n разів. Одержуємо що число 

ненульових елементів матриці A дорівнює  при загальному числі 

елементів kn . Отже, наповненість матриці A дорівнює 

2n

5kn30,

0,5

n
. При n = 17 ця 

величина становить 3 %, а при n = 65 вона дорівнює 0,7 %. 

Тут не розглянуто алгоритми знаходження власних чисел і векторів 

матриць, оскільки для їхнього знаходження в теперішній час існують 

ефективні обчислювальні алгоритми, розроблені Уілкінсоном і його 

послідовниками [138, 22]. 

 

2.6. Системи рівнянь, які є близькими до розщеплюваних систем 

 

Як було зазначено раніше, можливість або неможливість розщеплення 

рівнянь залежить від властивостей розрахункової схеми, що відповідає 

досліджуваній фізичній системі. Як правило, до комп’ютера вводяться 

наближені початкові дані. Тому становить інтерес задача виявлення випадків, 

коли досліджувана система рівнянь не розщеплюється, але близька до такої 

системи рівнянь, для якої існує перетворення змінних, що приводить систему 

до окремих підсистем [1]. Близькість тут розуміється як наближена рівність 

усіх коефіцієнтів однієї системи рівнянь коефіцієнтам іншої. 

Для того щоб з’ясувати, чи є розглянута система близької до 

розщеплюванної системи, потрібно значення 1 і 2 в алгоритмі знаходження 

загального розв’язку системи відповідних алгебраїчних рівнянь вибрати не 

настільки малими, як при «точній» декомпозиції. Тоді рівняння, близькі до 

лінійно залежних рівнянь, будуть визнані програмою лінійно залежними. У 

результаті програма видасть «комутуючу» матрицю Z. Перетворення 
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з S и м ц

зведення матриць коефіцієнтів до блочно-

діагон

и при 1 = 10– 5, 

2 = 0,5. У цьому випадку одержуємо «комутуючу» матрицю 

 

подібності  матрицею , стовпцям  якої є власні вектори атри і Z, дає 

необхідне наближене 

ального вигляду. 

Пояснимо сказане на прикладі. Змінимо матриці (1.8) у такий спосіб. 

Елементу матриці В3 з номером 2 1 замість значення 32 привласнимо 

значення 30. Як показують розрахунки за програмою, змінена система 

рівнянь уже не розщеплюється. Тепер повторимо розрахунк



0,25 0,0666... 0

1 0,25 0

0 0

Z .

0

 
   
  

 

 

дорівн матриці  Z такі: 

При початкових «незіпсованих» матрицях підкреслений елемент 

ює 0,0625, інші елементи збігаються. Власні числа 

1 0  , 2 = 0,008194, 3 = 0,5082. Матриця власних векторів 

 

.

0 0.2582 0,2582

0 1 1

1 0 0

S

 
   
  

 

 

Перетворені матриці мають вигляд 

 

,

 1
i iB S B S  

 2

5 0 0

0 0 0 ,

0 0 0

B

 
 

  
 
 



 

~
1 EB 
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3

5 4,0656 0,0656

3,94 4,746 0 .

0,0651 0 10,746

B

 
 

  
 
 



 

 

Таким чином, для прикладу, в якому «точне» розщеплення є 

неможливим, отримано зведення матриць до такого вигляду, що поза 

діагональними блоками стоять малі числа. Порівняння власних чисел 

показує, що відкидання цих малих елементів майже не впливає на результат 

(змінюється лише четверта або п’ята значуща цифра). 

Відзначимо, що описане вище перетворення матриць коефіцієнтів 

можна трактувати як виявлення схованого малого параметра. 

 

2.7. Група симетрії динамічної системи 

 

У даному підрозділі розглянуто методи розщеплення, що 

використовують інформацію щодо симетрії розрахункової схеми за 

допомогою зображень скінченних груп. 

Питання практичного застосування методів теорії груп розглянуто далі 

на прикладі розрахункових схем рейкових екіпажів й екіпажів транспорту на 

магнітнім підвішуванні. Для ціх систем є характерним високий порядок 

матриць коефіцієнтів. Для рейкових екіпажів є характерною також наявність 

неконсервативних сил псевдоковзання, завдяки яким матриці коефіцієнтів 

стають несиметричними. Все це викликає певні труднощі, як при складанні 

груп симетрії, так і при виконанні обчислень. 

Симетрія фізичної системи проявляється в тому, що існують 

перетворення gi простору, щодо яких система, а отже, і її математична 

модель, є інваріантними (незмінними). До таких перетворень відносятся 
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відбиття фізичної системи щодо площин симетрії, повороти навколо осей 

симетрії тощо. 

Якщо в множині перетворень gi ввести операцію послідовного 

застосування перетворень gc = gagb, то ця множина стає групою. Дійсно, 

послідовне застосування таких перетворень має властивість асоціативності, 

роль одиниці групи відіграє тотожне перетворення, при якому узагальнені 

координати не змінюються, і для кожного з перетворень існує зворотне. 

Кожне з перетворень узагальнених координат системи задається 

матрицею T(gi). Ці матриці утворюють зображення групи, тобто таке 

відображення даної групи в групу матриць, що T(gigj) = T(gi)T(gj). 

Властивість інваріантності системи щодо перетворень gi виражається в тому, 

що матриці T(gi) комутують із матрицями коефіцієнтів системи рівнянь. 

У літературі (див., наприклад, [13]) докладно описано всі скінченні 

групи, що зустрічаються в застосуваннях. Наведено також їх незвідні 

зображення k(gi) (тут k = m,1 , m — число різних незвідних зображень даної 

групи). Розклад зображень {T(gi)} на незвідні відповідає поділу системи 

рівнянь на кілька підсистем. 

Помітимо, що при повороті або відбитті простору координати твердого 

тіла змінюються так, що матриця відповідного перетворення є 

ортогональною. Ця же властивісь, як правило, притамана будь-які матриці 

перетворень симетрії в різних практичних задачах. Тому далі вважаємо всі 

матриці T(gν) ортогональними. 

Викладемо мінімум відомостей, достатніх для застосування методів 

розщеплення рівнянь за допомогою зображень скінченних груп. 

Нехай розглядається деяка фізична система. Вектор її початкових 

змінних позначимо через q. Ця система є інваріантною щодо групи 

перетворень координат g1, g2, …, gn. У матричному вигляді дані перетворення 

записують так: q~  = T(gi)q. Потрібно знайти таку заміну узагальнених 
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координат q = Sx, щоб рівняння, складені в нових координатах, вийшли 

розділеними на підсистеми. 

Існують два шляхи розв’язання цієї задачі. Перший шлях — 

використання твірних T(g1), ..., T(gr) групи матриць. Тут і далі твірні 

розташовуються на початку списку елементів групи. Матриця T(g1) комутує з 

матрицями коефіцієнтів Bi рівнянь руху досліджуваної системи 

(підрозділ 1.4). Тому можна застосувати «метод комутуючої матриці». 

Інакше кажучи, перетворення q = S1x, де S1 = v(T(g1)), уже дає більш удчні 

узагальнені координати x. Такий шлях, зокрема, було використано в 

підрозділі 1.5 при повторному розгляді прикладу 1.1. Відзначимо, що самі 

матриці Bi  для цих розрахунків не потрібні. 

Якщо елементом g1 не вичерпуються твірні групи симетрії, то далі 

використовуємо елемент g2. Оскільки вектор координат x уже є розділеним 

на кілька частин xт = , відповідних окремим підсистемам, матриці 

зображення можна скласти для кожної з частин вектора  x окремо. 

Матриці 

],...,[ 1
ТТ
mxx

)(
~

2gk , ,,1 mk   можуть бути складені безпосередньо в нових 

координатах або обчислені за формулою ))(
~

(diag)()(
~

212
1—

12 gSgSg kk  . 

За допомогою цих матриць робимо заміни змінних для кожного з векторів xk 

окремо. Далі використовуємо дальші твірні. 

Інший шлях полягає в обчисленні проекторів на інваріантні 

підпростори, відповідні до незвідних зображень. У разі одновимірних 

незвідних зображень формула для знаходження проекторів має вигляд 
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де N — число елементів групи,  — ( )j vgτ  -е значення j-го одновимірного 

незвідного зображення. Потім вибираються лінійно незалежні вектори-

стовпці кожного з проекторів, які служать рядками матриці перетворення S. 

Розглянемо застосування описаної методики на прикладі 1.1. Тут група 

симетрії складається із двох перетворень: g1 — відбиття щодо осі симетрії Oz 

і g2 — тотожне перетворення. Матрицю Т(g1) складено в підрозділі 1.4: 

Т(g1) = . Тотожному перетворенню відповідає одинична матриця. 

Група симетрії є ізоморфною С2. Вона має такі незвідні зображення [14]: 

τ1(g1) = 1, τ1(g2) = 1; τ2(g1) = – 1, τ2(g2) = 1. Обчислюємо проектори за 

формулою (2.27); 
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Виконавши аналогічні обчислення, знаходимо 
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далі виділяємо лінійно незалежні стовпці в кожній з матриць Pk. 

Транспонуємо ці стовпці і складаємо з них матрицю заміни змінних S. У 

даному прикладі 
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Одержуємо два окремі рівняння руху: 

 

;0~
1 q  0~2~

22  q
m

k
q . 

 

Якщо незвідні зображення мають порядок вищий за перший, то треба 

обчислити 





N

iijk
j

jk gg
N

s
P

1i

)()(1 Tτ , mj ,1 , jsk ,1 , (2.28)

 

де  — елемент матриці незвідного зображення 1( )jk ig ( )j ig ; js  — порядок 

цієї матриці; m — кількість різних незвідних зображень групи. Потрібно для 

кожного значення j обчислити матрицю 1jP ; знайти її лінійно незалежні 

стовпці; ортогоналізувати знайдені вектори; побудувати незвідні 

зображення jkL , шляхом застосування проекторів jkP  при 2 jk ,  s  по черзі 

до кожного з векторів; скласти матрицю перетворення S, стовпцями якої 

будуть базиси всіх підпросторів jkL . Тут мова йде про скінченні або 

(принаймні) компактні групи симетрії. А якщо ні, то наявність групи симетрії 

не гарантує можливість декомпозиції. Так в [2, 3] наведений приклад 

системи, що має некомпактну групу симетрії, але не приводиться до 

незалежних підсистем. 

При sj = 1 формула (2.28) збігається з формулою (2.27). Недоліком цих 

формул є те, що треба знати всі матриці Т(gi). Якщо це матриці високого 

порядку і група G містить багато елементів, то таке обчислення може 

виявитися громіздким. З іншого боку, практично всі групи симетрії, що 

зустрічаються в додатках, містять не більше трьох твірних елементів. Однак 

алгоритм, що використовує тільки твірні групи Т(gi), теж є досить складним. 

Зрозуміло, що найпростішим способом у випадку великої групи є 
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знаходження за допомогою ПЕОМ усіх елементів групи Т(gi) по твірних і 

обчислення проекторів. Із цією метою було складено програму. Замість 

таблиці множення групи в програмі використовано більш простуа допоміжна 

таблицю. Для її складання будується така послідовність перемножувань, що 

кожний новий елемент групи є добутком двох відомих елементів. Допоміжну 

таблицю легко побудувати, користуючись графом групи. Наприклад, для 

групи C4, граф якої зображений на рис. 2.2, таблиця перемножувань така: 

 

Номер  

 першого співмножника 1 2 3 

 другого співмножника 1 1 1 

 добутку 2 3 4 

 

Після складання всієї групи Т(gv) обчислено проектори за 

формулою (2.28). 

 

 

Рис. 2.2. Граф групи C4 

 

Після цього неважко здійснити розклад довільного простору, що 

перетворюється за звідним зображенням Т(gv). Для цього слід: 

1) знайти за допомогою проекторів Pj1 (2.28) усі підпростори Ej1, що 

мають розмірність mj. Для знаходження кожного з підпросторів можна 

обрати довільний базис а1, …, аn простору Cn, подіяти на вектори базису 
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проектором Pj1 і серед добутків Pj1ak вибрати лінійно незалежні 

вектори ej11, ej21, …, ejmj1. Якщо в якості векторів базису обрано одиничні 

вектори, то, як випливає з правил перемножування матриць, шуканими 

векторами є лінійно незалежні стовпці матриці Pj1; 

2) у кожному з підпросторів Ej1 (mj > 0) вибрати довільним чином 

ортогональний базис (тобто такий базис, що будь-які два його елементи є 

взаємно ортогональними): 

 

ej11, ej21, …, ejmj1, (2.29)

 

для цього вектори, знайдені в попередньому пункті, треба ортогоналізувати; 

3) застосовуючи проектори (2.28) при jsk ,2  по черзі до кожного з 

векторів (2.29), побудувати незвідні підпростори Ljk, відповідні кожному з 

цих векторів; отримані таким чином підпростори є взаємно ортогональними 

й перетворюються за зображенням τj(gv); в сукупності вони дають повний 

розклад підпростору Lj. 

Для одновимірного зображення треба виконати тільки п. 1. 

Кожному незвідному зображенню τj(gv) зіставлено підпростори Ljk, 

jmk ,1 , де mj — кратність входження незвідного зображення τj(gv) в звідне 

зображення Т(gv). Підпростори, натягнуті на вектори еjkv при jmk ,1 , 

позначимо через Еjv. Прикладом використання цього підходу є наведені 

в (2.29) розрахунки з декомпозиції рівнянь руху восьмивісного вагона. 

Матриці коефіцієнтів рівнянь руху симетричної системи комутують із 

матрицями зображення групи симетрії (підрозділ 1.4). 

Матрицю перетворення S складемо в такий спосіб. У якості перших m1 

рядків матриці обираємо вектори базису підпростору Е11. Якщо незвідний 

підпростір має розмірність більшу за одиницю, то далі розміщуємо базиси 
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підпросторів Е12, Е13 і т. д. Далі розташовуються вектори, які відповідають 

дальшим незвідним зображенням. 

Матриця А, комутуюча з матрицями зображення Т(gv), після 

перетворення S здобуває блочно-діагональний вигляд 

 

A
~

 = S-1AS = diag(  
jsE   Aj), 

 

де Аj — блоки, що мають порядки mj, запис  
jsE   Aj означає блочно-

діагональну матрицю, на головній діагоналі якої sj раз стоїть блок Aj. Це 

твердження — безпосередній наслідок теореми Вигнера [120, с. 69]. 

Отже, кожному підпростору Ejk, j = m,1 , k = js,1 , відповідає окрема 

система рівнянь, узагальнені координати якої відповідають векторам 

базису Ejk. 

 

2.8. Комп’ютерне знаходження інваріантних підпросторів 

 

Програму GROUPS обчислення проекторів за формулою (2.28) 

складено мовою Фортран. Повний опис і текст програми наведено в 

додатку Б. Блок-схему програми наведено на рис. 2.3. 

Якщо матриці Т(gv) можна уявити у вигляді 
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для всіх v одночасно, то можна робити обчислення для кожного блоку 

окремо. 

 

Рис. 2.3. Блок-схема програми 

 

Для роботи програми треба ввести лише твірні елементи групи 

Т(gv) (v = 1N,1 ) і незвідних зображень τj(gv) (v = 1N,1 ). Складання всієї групи 

здійснюється за допомогою таблиці перемножувань MLT.  
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Числовий матеріал для роботи програми треба підготовити у вигляді 

такого набору даних. 

Спочатку вказуються кількість елементів групи, кількість твірних 

елементів, кількість різних незвідних зображень, кількість блоків 

матриць Т(gv). Потім — таблиця MLT перемноження для даної групи 

(вводити по стовпцях). Для кожного незвідного зображення вводяться: 

порядок матриць, що вводяться; потім матриці твірних елементів незвідних 

зображень, кожна у вигляді окремого масиву. Аналогічним чином вводиться 

кожний із блоків матриць звідного зображення. Після введення числа N2 й 

матриць твірних елементів вони надходять на друк (для контролю). 

У результаті розв’язання друкуються по рядках проектори Р11, Р12, 

…, , Р21, Р22, …, , …, . 
11sP

22sP
33 NN sP

 

2.9. Складання групи симетрії, відповідної виконаній декомпозиції 

 

Якщо для декомпозиції було застосовано алгебраїчні методи, що не 

використовують апріорну інформацію щодо симетрії досліджуваної системи, 

то постає питання про те, якій групі симетрії відповідає знайдене 

перетворення. 

Розглянемо рівняння (1.15). Нехай для них декомпозиція за допомогою 

перетворення подібності є можливою. Знаючи матрицю R перетворення 

подібності, можна скласти групу симетрії досліджуваної фізичної системи 

(теорема 2.4.). 

Теорема 2.4. Матриці Tμ = RLμR
– 1, де 

 

Lμ = diag(E1, E2, …, – Eμ, …, El) (2.30)

 

є твірними групи симетрії початкової системи. Така група не є єдиною. 
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Д о в е д е н н я . Елементи отриманої множини утворюють 

скінченну абелеву групу, оскільки LjLμ = LμLj і групи комутирують з 

матрицями Ci, а розклад їх на незвідні зображення відповідає зведенню 

твірних елементів групи до вигляду (2.4) з точністю до порядку розкладу 

блоків, тобто перетворення подібності з матрицею перетворення R. 

Те, що група не є єдиною видно з того факту, що дана група є 

абелевою, у той час як група симетрії фізичної системи може бути 

неабелевою.  

Зрозуміло, що матриці будь-якої групи симетрії належать до 

множини Λ (Ci). Становить інтерес складання такої групи G0 матриць n-

го порядку, щоб будь-яка скінченна група симетрії системи мала ізоморфне 

унітарне зображення в якості однієї з підгруп групи G0. 

У теперішній час можна надати відповідь на це питання у випадку 

підсистем першого порядку, тобто коли рівняння приводяться до головних 

координат. Нехай кількість різних підсистем першого порядку дорівнює p, а 

кратності кожної з підсистем дорівнють  m1, m2, …, mp. Можна довести, що 

група G0  є породженою матрицями вигляду 

 

1
111 ),...,,,,...,diag( 
 REEgEERL pmkmkmmkg , (2.31) 

 

де k = p,1 , g пробігає множини твірних усіх скінченних унітарних груп 

матриць порядку mk. Матриця R у виразі (2.31) повинна бути унітарної. 

При mk = 1 «матриця» g приймає значення коренів різних ступенів з 

одиниці: 

 

cos2 π / sin 2 π / , 0, r 1, 1, .k r i k r k r      
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Якщо ввести вимогу, щоб група G0 містила лише дійсні матриці, то у 

випадку існування головних координат і, при відсутності ідентичних 

підсистем, параметр g може приймати лише значення 1 . У цьому випадку 

група G0 збігається із групою, складеної на початку даного підрозділу. Але 

при mk > 1 група G0 знову стає нескінченною. Так при mk = 2 у число значень, 

що приймає  g, входять матриці вигляду 

 

cos sin 2
, , 1

sin cos
r

r

  
 

 
, .    

 (2.32) 

 

У літературі з застосування теорії груп, як правило, фізична система 

вважається симетричної, якщо рівняння її руху є інваріантними щодо будь-

яких нетривіальних перетворень змінних. Таке визначення приводить до 

парадоксального висновку. Виходить, що будь-яка консервативна механічна 

система є симетричною, оскільки її рівняння приводяться до головних 

координат, а це означає існування нетривіальної групи симетрії 

(див. теорему 2.3.). Зрозуміло, що слід розрізняти симетрію фізичної системи 

й симетрію рівнянь. 

 

2.10. Обчислювальний підхід до задачі знаходження незвідних 

зображень 

 
Розроблено обчислювальний алгоритм отримання всіх незвідних 

зображень довільної скінченної групи [6]. Для цього складається регулярне 

матричне зображення групи, потім здійснюється одночасне зведення всіх 

матриць до блочно-діагонального вигляду за допомогою методики, описаної 

в даному розділі. 

Незвідні зображення широко використовуються при дослідженні 

коливань систем, що володіють симетрією. Незважаючи на те, що детальну 
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інформацію щодо точкових і деяких інших груп наведено у відповідній 

літературі (див., наприклад, [13]), становить інтерес можливість знаходження 

незвідних зображень груп для нових завдань. Наприклад, в [18, 23] 

вказується на те, що для дослідження нежорстких молекул і кристалів 

потрібно знати незвідні зображення груп, які не є точковими. 

Нехай G = {g1, g2, …, gn} є скінченною групою. Регулярним 

зображенням [13] називається таке гомоморфне відображення групи G у 

групу операторів {R(g)}, що R(g) (h) = (h)  (hg), де (h) — довільна 

функція на групі. 

Якщо зіставити кожному елементу gi вектор ei в n-мірному просторі L 

усіх функцій на групі, то матричний запис B(g) оператора R(g) буде такий: 

bij(g) = 1, якщо ej g = ei, а в інших випадках — bij(g) = 0. Позначимо такі 

матриці через B1, B2, … Bn. Можна довести, що одночасне зведення всіх 

матриць Bi до блочно-діагонального вигляду з блоками, що далі не 

розкладаються, дає набори блоків, які є незвідними зображеннями. 

Для зведення до блочно-діагонального вигляду можна використовувати 

«метод комутуючої матриці» (підрозділ 1.4), що полягає в знаходженні 

централізатора множини B1, B2, … Bn, тобто загального розв’язку системи 

матричних рівнянь вигляду 

 

BiZ = ZBi (i = 1, 2, ..., n). (2.33)

 

У якості невідомих приймаються всі елементи zij матриці Z. Загальний 

розв’язок системи лінійних однорідних алгебраїчних рівнянь може бути 

отриманим навіть у випадку великої за розмірами матриці коефіцієнтів [4, 5]. 

Нехай W1, W2, …, Wr — знайдений базис. Можливими є три випадки. 

1. r = 1. Тоді матриці не приводяться до блочно-діагонального вигляду. 

2. r > 1 й існує Wj, що має хоча б два різні власні числа. Тоді існує 



121 
перетворення для одночасного зведення матриць до блочно-

діагонального вигляду. Матриці перетворення складаються з векторів 

канонічного базису Wj, розташованих у якості стовпців. 

3. r > 1, але всі Wj не мають різних власних чисел. При довільних 

матрицях Bi цей випадок вимагає додаткового дослідження. Якщо ж 

матриці утворюють скінченну групу, то такої проблеми не виникає 

(теорема 2.5). 

Теорема 2.5. Нехай B1, B2, …, Bn — скінченна група матриць,  — 

централізатор розмірності r цієї групи в алгебрі матриць порядку n. Якщо 

r > 1, то існує перетворення подібності, яке приводить матриці Bi до 

однакового блочно-діагонального вигляду. 

Д о в е д е н н я .  Нехай {Wj} — базис алгебри . Слід розглянути 

випадок, коли кожна з матриць Wj має лише одне власне число (Wj). 

Одинична матриця E завжди належить до централізатора. Нехай, наприклад, 

W1  E. Позначимо U = W2 – (W2) E. Ця матриця належить до  і є 

нильпотентною. Тому існує нетривіальний підпростір , 

інваріантний щодо матриць Bi. Доведенням інваріантності є те, що з рівності 

1 { : }L U ξ ξ 0

U ξ 0  випливає UB BU B  ξ ξ 0 0 . 

Оскільки матриці Bi утворюють скінченну групу, існує інваріантне 

доповнення L2 [13, § 17, теорема 1]. З розкладу простору в пряму суму двох 

інваріантних підпросторів і випливає твердження теореми.  

Укажемо обчислювальні алгоритми знаходження інваріантних 

підпросторів L1 і L2, описаних при доведенні теореми. Підпростір L1 можна 

знайти як загальний розв’язок рівнянь Uy = 0. Нехай y1, y2, …, yp — 

знайдений базис. Підпростір L2 є ортогональним доповненням L1 до всього 

простору L. Ортогональність тут розуміється щодо нового скалярного 

добутку, який використовує функціонал усереднення по групі 
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{x, y} 



n

in 1

1
 (Bi x, Biy), (2.34)

 

де круглі дужки (.) позначають старий скалярний добуток. 

Вектор x  L2 повинен бути ортогональним усім yi у змісті нового 

скалярного добутку. Ця умова приводить до системи лінійних однорідних 

алгебраїчних рівнянь, загальний розв’язок якої і є підпростором L2. Матрицю 

перетворення складаємо з векторів базисів підпросторів L1 і L2, розташованих 

у якості стовпців. 

Отже, для знаходження незвідного зображення групи G порядку n 

складається регулярне матричне зображення, що діє в просторі L 

розмірності n. Твірні елементи цієї групи матриць приводимо до блочно-

діагонального вигляду за допомогою «методу комутуючої матриці». Кожен з 

отриманих наборів блоків, що стоять на головній діагоналі перетворених 

матриць, утворює зображення, що діє в підпросторі меншої розмірності. Далі 

ця операція повторюється для знов отриманих зображень, і т. д. При цьому 

порівняно легко долається можливий особливий випадок. Усі обчислювальні 

задачі зводяться до загальновідомих алгоритмів знаходження власних чисел і 

векторів матриць, а також до описаного в [5] алгоритму знаходження 

загального розв’язку системи рівнянь. З обчислювальної точки зору досить 

здійснити зведення до блочно-діагонального вигляду лише твірні елементи 

групи. 

Розглянемо простий приклад: група C3 — повороти на кути, 

кратні 120 . Елементи групи: g
1
, g

2
 — повороти на кути 120  і 240  

відповідно, e — тотожне перетворення. Таблиця множення групи має вигляд 
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g 1 g 2 e

g 1 g 2 e g 1

g 2 e g 1 g 2

e g 1 g 2 e  . 

 

З її допомогою одержуємо: 
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З умови B1Z = ZB1 одержуємо загальний вигляд матриці Z: 

 

1 2

0 1 0 0 0 1

0 0 1 1 0 0

1 0 0 0 1 0

a b c

3.Z c a b aE b c aW bW cW

b c a

     
               
     
     


 

 

Умова B2Z = ZB2 виконується автоматично, оскільки B2 = B12. 

Матриця W2 має різні власні числа: 1 = 1; 2 = u; 3 = v, де 

u = – cos 60  + i sin 60 , v = – cos 60  – i sin 60 . Знаходимо відповідні 

власні вектори: 

 

a1= ;
 
a2= ; 

 
a3=
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і складаємо матрицю перетворення 
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1 1 1

1 .

1

S u v

v u

 
   
 
 

 

 

Далі одержуємо: 

 

 diag(1, u, v); diag(1, v, u); E.    SBSB 1
1

1

~

  SBSB 2
1

2

~

3

~

B

 

Усі отримані блоки мають перший порядок. Відповідно до цього 

отримуємо такі незвідні зображення групи C3: 

 

1={1, 1, 1}, 

2={u, v, 1}, 

3={v, u, 1}. 

 

За допомогою даного алгоритму можна скласти всі незвідні 

зображення заданої скінченної групи за допомогою ПЕОМ. 

 

2.11. Декомпозиція математичних моделей керованих систем 

 

У даному підрозділі розглянуто задачі декомпозиції рівнянь, які 

використовуються у теорії автоматичного керування. Установлено 

взаємозв’язок цієї задачі із задачею декомпозиції рівнянь руху механічної 

системи. 

Розглянемо спочатку рівняння 

 

,uxx BA   C D y x u , (2.35)
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де   ; A, B, C і D — матриці відповідних розмірів. 

Потрібно знайти заміну змінних 

;nCx ;mCu pCy

 

x = S1x’, u = S2u’, y = S3y’, (2.36)

 

після якої систему (2.35) буде приведено до підсистем меншого порядку. Для 

цього будемо використовувати множину розв’язків системи матричних 

рівнянь 

 

H1A = AH1, H1B = BH2, H3C = CH1, H3D = DH2. (2.37)

 

Відзначимо, що при ненульовій матриці B матриця H2 має власні числа, 

що збігаються з деякими власними числами H1 — інакше з того, що спектри 

матриць не перетинаються, виходило б, що B = 0. Аналогічна властивість 

притамана матриці H3. Уважаємо, що власні числа матриць H2 і H3 

пронумеровані в такий спосіб: спочатку ті з них, які збігаються із власними 

числами матриці H1, у тому ж порядку, далі — співпадаючі власні числа 

матриць H2 і H3, що відрізняються від власних чисел матриці H1, потім — 

інші власні числа. 

Як і раніше, через v(X) позначаємо матрицю, що приводить дану 

матрицю X до жорданової форми. 

Теорема 2.6. Нехай {Hi} — розв’язок рівнянь (2.37); Si = v(Hi). Тоді 

після заміни змінних (2.36) матриці коефіцієнтів рівнянь (2.35) набудуть 

вигляду: 
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1

1

~  SA AS1 = diag(A1, A2, …, Aq) 

1
1 2B̂ S B S 
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. 

(2.38)

 

Тут q — кількість різних власних чисел матриці H1; порядки nk 

блоків Ak дорівнють кратностям цих власних чисел; розміри блоків Bk 

(відповідно Ck) дорівнють  ( )k k k kn m p n ,   де  — кратність власного 

числа матриці H2 (H3), що збігається із власним числом матриці H1, маючим 

номер k; якщо це власне число є відсутним, то в перетвореній матриці є 

відсутним відповідний блок; число останніх нульових стовпців матриці 

(k km p )

B̂  

(рядків матриці ) дорівнює сумарній кратності всіх власних чисел Ĉ
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матриці H2 (відповідно H3), що не збігаються з жодним із власних чисел 

матриці H1. Розміри блоків Dk ( 1,k q ) дорівнюють . При k kp m

1,k q q r    розміри блоків Dk дорівнюють k ks t , де r — кількість 

співпадаючих власних чисел матриць H2 і H3, що відрізняються від власних 

чисел матриці H1; sk і tk — відповідно кратності цих чисел для матриць H2 і 

H3. Число останніх нульових стовпців матриці D̂  дорівнює сумарній 

кратності всіх власних чисел матриці H2, що не збігаються з жодним із 

власних чисел матриць H1 і H3, а число нижніх нульових рядків — сумарній 

кратності всіх власних чисел матриці H3, що не збігаються з жодним із 

власних чисел матриць H1 і H2. 

Д о в е д е н н я . Рівняння (2.37) є еквівалентними таким: 

 

,
~~~~

11 HAAH   1 2
ˆ ˆ ,H B BH   3 1,ˆ ˆH C C H  3 2

ˆ ˆ ,H D D H  

 

де 1
1 1,A S AS    а матриці 1

1 2
ˆ ,B S BS 1

3 1
ˆ ,C S CS 1

i i i iH S H S  приведені до 

своєї жорданової форми. Таким чином, виходить, що матриця A
~  комутує з 

матрицею  1 1diag , ...,1 1qH H H  і при ji   спектри блоків  не 

перетинаються. Тому 

jH1iH1 ,

 diag , ..., qA A1 A

2



kH1

 й порядок блоків  дорівнює 

порядкам блоків . Матрицю 

kA

~
H  представимо у вигляді 

 2 2diag , .H H 1 2.., ,qH 2 1 , HqH  де блок  поєднує всі жорданові клітки , 

відповідні власним чиссам що не належать пектру 1H . Розіб’єм  

матрицю ˆ

1q2 2H

ос

B  на блоки відповідно до вигля  матриць 2ду
~
H  й 1

~
H . Т ь 

1 2
ˆ ˆ

оді рівніст

H B BH   є еквівален 1 2тною такій ˆ ˆ
j ij ij iH B B H , 1 , ,1 qi 1,j q . З останніх 

рівно при стей ji   випливає: ˆ 0ijB  , оскільки спектри матри  iH1  i2 не 

перетинаються. Аналогічним є доведення для матриць  і 

ць й H  

D̂ .  Ĉ
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Наслідок. Якщо хоча б одна з матриць Hk має не менше двох різних 

власних чисел, то заміна змінних (2.36) при Sk = v(Hk) приводить 

рівняння (2.35) до підсистем менших розмірів: 

 

,kkkkk BA uxx   k k k kC D k y x u , qk ,1 , 1q y 0 . 

 

При цьому сума порядків nk векторів xk дорівнює n, сума порядків mk 

векторів uk не перевищує m і сума порядків pk векторів yk з урахуванням 

вектора yq+1 дорівнює p. 

Таким чином, зменшення розмірів рівнянь (2.35) може бути досягнуто 

не лише через поділ на підсистеми, аналогічні (2.35), але й через зменшення 

розмірів вектора u або через виділення підсистеми, що має вигляд yq+1 = 0. 

Зауваження 2.1. Вектор uq+1 у перетворені рівняння не входить. 

Наявність такого вектора означає, що система рівнянь не залежить від 

керувань uq+1. 

Зауваження 2.2. Як видно з виражень (2.38), матриці B̂  й  не завжди 

є блочно-діагональними. 

Ĉ

Розглянемо такі квадратні матриці порядку l = n + m + p: 

 

C1 = diag(En, 2Em, 3Ep), 2

0

0 0 0

0

A B

C

C D

 
   
  

, (2.39)

 

де Ek — одинична матриця порядку k. 

Теорема 2.7. Будь-яка матриця Z, комутуюча з матрицями (2.39), має 

вигляд , де ),,diag 321 HHHZ (  321 ,, HHH  — розв’язок рівнянь (2.37). 

Д о в е д е н н я . Матриця Z має блочно-діагональний вигляд, 

оскільки вона комутує з , що має такий вигляд із блоками, власні числа 1C
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яких різні. Виконання рівностей (2.37) перевіряється підстановкою виразу  

 в рівність  321 ,, HHHZ diag 22 ZCZC  .  

Таким чином, для знаходження загального розв’язку рівнянь (2.37) 

можна скористатися програмою знаходження множини матриць, комутуючих 

з даними (див. підрозділ 2.5). 

Теорема 2.8. Система (2.35) приводиться до підсистем меншого 

порядку за допомогою перетворення (2.36) тоді й тільки тоді, коли 

матриці (2.39) приводяться одночасно до блочно-діагонального вигляду через 

перетворення подібності. 

Д о в е д е н н я  т е о р е м и  2.8. 

а) Необхідність. Якщо C1 і C2 приводяться до блочно-діагонального 

вигляду, то існує комутуюча з ними матриця Z, що має хоча б два різні власні 

числа (теорема 1.3). Оскільки  321 ,, HHHZ diag , виконується таке: якщо 

матриця H1 не має різних власних чисел, то хоча б одна з матриць H2, H3 має 

власне число, що не належить спектру матриці H1. У кожному із цих випадків 

система (2.35) приводиться до підсистем менших розмірів (теорема 2.6). 

б) Достатність. Нехай рівняння (2.35) через заміну змінних (2.36) 

приводяться до підсистем менших розмірів, тобто Матриці їх коефіцієнтів 

приводяться до вигляду (2.38). Для перетворених матриць і матриць 

 

 ,,...,2,
~

21 qnn qEH 
1n EEdiag  

   
1

1,...,
~

2 


qmEqH diag
21

2, mm EE , 

   
1

1,...,
~

3 


qpEqH
21

2,diag pp EE  

 

виконуються рівності, аналогічні (2.37). У цьому можна переконатися 

безпосередньою перевіркою. При зворотному перетворенні ці рівності 

зберігаються. Тому з матрицями (2.39) комутує матриця   321 ,,diag HHHZ 
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(де 1

i i i iH S H S   ), що має не менш. ніж два різні власні числа. Отже, 

матриці (2.39) приводяться до блочно-діагонального вигляду.  

Зауваження 2.3. Можна встановити безпосередній зв’язок між 

матрицею S перетворення, що приводить матриці (2.39) до блочно-

діагонального вигляду, й матрицями заміни змінних (2.36), а саме 

виконується рівність    1 1 2diag , ,S C S S S 
3 , де SCSC 1

1—
1

~  . 

Допоміжні матриці підібрані і для інших систем рівнянь. При цьому 

справедливими є твердження, аналогічні теоремам 2.7 і 2.8, а матриці заміни 

змінних складаються із власних векторів блоків, що розташовані на головній 

діагоналі матриці, комутуючої з допоміжними матрицями. 

У роботі Г. В. Можаєва  [15] розглядається система керування із 

квадратичним критерієм якості. При виконанні деяких умов (наприклад, при 

виконанні умов існування й єдиності розв’язку задачі оптимізації) проблема 

декомпозиції приводиться до знаходження й використання розв’язку рівнянь 

, , 1AH 1H1 AH 2BHB  11 CHCH  , 22 DHDH  . У цьому випадку 

допоміжні матриці такі: 
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В [24] розглянуто рівняння 

 

fuy  )( pA , yxu )( pB , 

 

де y і f — вектори порядку n, а x і u — вектори порядку k. У випадку, коли 

матриці A(p) і B(p) можуть бути представленими у вигляді 
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(тут  — лінійно незалежні скалярні функції), задачу про розщеплення 

рівнянь можна замінити задачею зведення до блочно-діагонального вигляду 

матриць 
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Проілюструємо вищевикладене на прикладі. 

Приклад 2.3. 
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Загальний вигляд матриць, що задовольняють рівнянням (2.37), у 

цьому випадку такий: 
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де x, y, b, f — вільні змінні. 

Припустимо, що x = b = f = 0, y = 1. Тоді 
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Далі одержуємо матриці перетворення: 
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Після заміни змінних одержуємо три окремі підсистеми: 
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Загальний розв’язок рівнянь (2.37) знайдено безпосередньо за 

рівняннями, а інший шлях — використання допоміжних матриць 
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Установлена вище відповідність між задачами розщеплення рівнянь і 

зведення квадратних матриць до блочно-діагонального вигляду є корисною 
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не лише з обчислювальної точки зору. На задачі розщеплення розглянутих 

вище систем рівнянь поширюються й теоретичні результати. Із цього 

випливає, що послідовне застосування зазначеного методу спочатку до 

початкової системи рівнянь, а потім до підсистем, що виходять, дозволяє 

одержати максимально можливу кількість незалежних підсистем і при цьому 

одержати підсистеми мінімального порядку. Звідси випливає також єдиність 

розкладу рівнянь на підсистеми й можливість складання групи симетрії, 

відповідної до знайденого розкладу. 

Отже, отримано загальну методику декомпозиції рівнянь, що описують 

еволюцію системи автоматичного керування, через зведення допоміжних 

квадратних матриць до блочно-діагонального вигляду. Доведено, що різні 

типи таких задач можна формально звести до вирішеної в попередніх 

підрозділах обчислювальної задачі одночасного зведення декількох 

квадратних матриць до блочно-діагонального вигляду. 

 

2.12. Спрощення задачі напівозначеного програмування 

 

У теперішній час напівозначене програмування є одним із наукових 

напрямків, що розвиваються найактивніше, [8, 10, 16, 28]. До цієї постановки 

задачі приводиться ряд нелінійних задач оптимізації. Для спрощення задач у 

роботах [25, 26, 27] запропоновано методи зведення матриць коефіцієнтів до 

блочно-діагонального вигляду. У даному підрозділі запропоновано менш 

громіздкі методи спрощення задачі оптимізації. 

Декомпозиція систем із дійсними симетричними матрицями 

коефіцієнтів може бути корисною при розв’язанні задач напівозначеного 

програмування [25, 26, 27]. У такому випадку обов’язкова вимога — матриці 

перетворення повинні бути ортогональними. Ці самі методи є корисними при 

аналізі «традиційних» коливальних систем, тобто таких, де немає 
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гіроскопічних складових і немає позиційних неконсервативних сил, 

обумовлених взаємодією з зовнішнім середовищем. 

Уведемо позначення. Нехай  позначає простір симетричних дійсних 

матриць порядку n. Нехай, 

nS

nS  — підмножина , що складається з 

невід’ємно означених (додатно означених, напівозначених) матриць. 

Скалярний (внутрішній) добуток двох квадратних матриць L і M порядку n 

визначається як сума всіх поелементних добутків. Іншими словами, це — слід 

матриці . Будемо використовувати позначення: 

nS

L M

 

, 1

( )
n

ij ij
i j

,L M l m tr L M



    

 

де  й  — (ij)-елементи відповідно матриць L і M. ijl ijm

Задача напівозначеного програмування полягає в такому [8, 27]: дано 

матриці ( 0,n
p )A S p m   і стовпець  1 2, , ..., n

nb b b
b  , потрібно знайти 

матрицю , що задовольняє таким умовам: nX S

 

0min ,

, 1,i i

A X

.A X b i m



  
 (2.40)

 

Розглянемо проблему зменшення числа невідомих в (2.40). 

Якщо зробити заміну змінних в (2.40): ТX H XH   (H — дійсна 

ортогональна матриця перетворення, X  — нова невідома матриця порядку n) 

і перетворити матриці ( 0, )pA p 

p

m  за допомогою тої самої матриці 

перетворення Т
pA H A H , то одержимо знову задачу напівозначеного 

програмування. Дійсно: симетричність матриць за такім перетворенням не 
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порушиться, крім того, це перетворення є перетворенням подібності й, отже, 

залишає незмінними власні числа матриці X, зберігаючи, таким чином, 

напівозначеність невідомої матриці. 

Припустимо, матриці pA  придбали однаковий блочно-діагональний 

вигляд: 

 


(1)

Т
(2)

0
,

0
p

p p
p

A
A HA H

A

 
    

 
 (2.41) 

 

де 1(1) n
pA S , 2(2) n

pA S  і . У цьому випадку задача (2.40) приводиться 

до такого вигляду [27]: 

1 2n n n 

 

     1 2(1)
0 0min ,2A X A X  

     1 2 2(1)    1,  .i i iA X A X b i m     
(2.42) 

 

Тут 1(1) n
pX S  і 2(2) n

pX S  — діагональні блоки матриці X . 

Помітимо, що число змінних в (2.42) менше, ніж в (2.40). Ще краще 

отримати вираз, аналогічний (2.41), з максимально можливою кількістю 

блоків на головній діагоналі. 

Отже, потрібно для даних матриць ( 0,p )A p m  знайти таку 

матрицю H, за якою матриці  Т
p pA HA H  будуть мати найкращий блочно-

діагональний вигляд, або переконатися в тому, що для заданих матриць таке 

зведення є неможливим. Слово «найкращий» може означати максимальну 

кількість блоків або мінімальну сумарну кількість змінних у діагональних 

блоках матриці X . Далі викладено розв’язок цієї проблеми й показано, що 

обидва критерія приводять до того самого результату. 
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Тут, так само як і в підрозділі 2.3, треба використати матрицю Z, 

комутуючу із заданими матрицями {Aj}. Точніше кажучи, використовується 

централізатор множини {Aj}, а саме розв’язок системи матричних рівнянь, 

аналогічних рівнянням (2.5). Далі використовуємо метод комутуючої 

матриці. Із множини Λ(Aj) вибираємо матрицю Z, що має хоча б два різні 

власні числа. Вектори її канонічного базису є стовпцями шуканої матриці 

перетворення H. Отже, матриці  1
v vA H A H  мають блочно-діагональний 

вигляд. 

Особливість розв’язуваної нами проблеми в тому, що перетворені 

матриці повинні бути симетричними, і нова матриця невідомих X  повинна 

залишатися додатно напівозначеною. Ці умови будуть виконуватися, якщо 

матриці перетворення H будуть ортогональними. Для цього із множини 

комутуючих матриць потрібно вибирати симетричну матрицю Z. 

Слід звернути увагу на той факт, що разом із кожною матрицею Z до 

централізатора множини симетричних матриць входить і транспонована 

матриця Z  . Дійсно, з рівності AjZ = ZAj випливає j jZ A A Z    , а оскільки 

матриця Aj є симетричною, то й j jZ A A Z  . Це й означає, що Z   належить 

до централізатора. Виявлений факт можна використовувати при 

обчисленнях. Замість несиметричних (загалом кажучи) матриць Z можна 

використовувати свідомо симетричні матриці V ZZ   або V Z . Z  

Для симетричної матриці завжди існує базис, що складається з 

ортогональних нормованих власних векторів. З таких векторів і складаємо 

ортогональну матрицю перетворення H. 

Особливий випадок, коли r > 1, але всі матриці базису не мають різних 

власних чисел, при симетричних матрицях є виключеним. Дійсно: 

симетричні матриці мають діагональну жорданову форму. Якщо всі власні 

числа такої діагональної форми є однаковими, то матриця Z є кратною 
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одиничній і є єдиним елементом базису. Інакше — матриця Z має різні власні 

числа. 

Зведення до блоків мінімального порядку здійснюється шляхом 

послідовного застосування методу комутуючої матриці спочатку до 

початкових матриць Ak, потім до блоків, що виходять, до знаходження 

блоків, що не розщеплюються. Теорема єдиності підтверджує, що це і є 

найкраще зведення. Для обчислень із більшими матрицями тут також, як і в 

загальному випадку, можуть використовуватися ефективні програми 

знаходження централізатора [5]. 

Якщо початкові матриці мали властивість невід’ємної визначеності, то 

цю властивість будуть мати й отримані блоки матриць, тому що при 

перетворенні подібності власні числа матриць не змінюються. 

Викладений вище підхід призведе до менш громіздких обчислень, ніж 

використання скінченновимірних C*-алгебр, як це зроблено в роботах 

 [25-27]. 

 

2.13. Висновки до розділу 2 

 

У даному розділі наведено методику найкращого поділу системи 

рівнянь на незалежні підсистеми. Для цього потрібно спочатку скласти 

допоміжні матриці, а потім вирішити задачу про їхнє зведення до блочно-

діагонального вигляду. Це досягається шляхом послідовного застосування 

методу комутуючої матриці спочатку до початкової системи рівнянь, потім 

до підсистем, отриманих на попередньому етапі. З доведених автором теорем 

випливає, що в такий спосіб можна одержати максимально можливу для 

даної системи рівнянь кількість незалежних підсистем. Одночасно з цим 

виходять підсистеми мінімально можливого порядку. 
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Слід звернути увагу, що в теоремах даного розділу ніде не поставлено 

обмежень, що полягають у скінченності або компактності групи симетрії 

системи або в напівпростоті використованої в розрахунках алгебри. 

Розглянуто питання взаємозв’язку розроблених методів і існуючих 

методів обліку симетрії за допомогою теорії груп. 

Розглянуто, також підхід, що дозволяє звести кілька симетричних 

матриць до однакового блочно-діагонального вигляду за допомогою 

ортогональної матриці перетворення. Це є корисним при розв’язанні задач 

напівозначеного програмування. 

Для ілюстрації методу розглянуто приклад механічної системи. 

Обговорено питання можливості застосування розроблених методів для 

дослідження матричних макроекономічних моделей, а також керованих 

систем. 
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РОЗДІЛ 3  

СПРОЩЕННЯ РІВНЯНЬ ЧЕРЕЗ ЗВЕДЕННЯ МАТРИЦЬ 

КОЕФІЦІЄНТІВ ДО БЛОЧНО-ТРИКУТНОГО ВИГЛЯДУ 

(ІЄРАРХІЧНА ДЕКОМПОЗИЦІЯ) 

 

Зведення матриць коефіцієнтів до блочно-трикутного вигляду дозволяє 

перетворити початкову систему рівнянь до допоміжних підсистем меншого 

порядку, які є еквівалентними початковій системі рівнянь із погляду 

стійкості руху. Якщо матриці коефіцієнтів є несиметричними, то число таких 

допоміжних підсистем може бути більшим, ніж максимально можливе число 

незалежних підсистем, до яких можливо зведення даної системи рівнянь. 

Несиметричність матриць коефіцієнтів, як було зазначено вище, є 

обумовленою наявністю неконсервативних позиційних або гіроскопічних 

сил. 

Зведення матриць до блочно-трикутного вигляду відповідає ієрархічній 

декомпозиції [9]. Для цього існують також терміни «послідовна 

(вертикальна) декомпозиція», «приводимість». Раніше використовувався 

також термін «агрегування». В [7] використано термін «редукція». 

Прикладна сторона питання викладено в підрозділах 3.3 і 3.5. В інших 

підрозділах цього розділу міститься теоретичне обґрунтування методу і його 

порівняння з іншими підходами до розглянутої задачі. При цьому 

використано досить глибокі результати загальної алгебри. 

Усі теоретичні міркування в даному розділі проведено для випадку 

комплексних матриць, однак, при обчисленнях часто вдається не виходити за 

межі арифметики дійсних чисел. 

 

3.1. Основні теореми 

 

У деяких випадках може виявитися, що матриці коефіцієнтів системи 
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B1q  + B2q  + B3q = Q(t) (3.1)

 

ніяким невиродженим перетворенням SHBB vv 
~

 не приводяться до блочно-

діагонального вигляду, але приводяться до блочно-трикутного. Про це 

свідчить такий приклад. 

Приклад 3.1. Матриці 
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не можливо звести одночасно до блочно-діагонального вигляду, у чому легко 

переконатися, обчисливши відповідний централізатор. У той самий час ці 

матриці мають трикутний вигляд. Отже, становить інтерес задача 

одночасного зведення матриць до блочно-трикутного вигляду. 

Нехай S і H — невироджені матриці перетворення координат, за якими 

перетворена система рівнянь має вигляд: 
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Допоміжні системи рівнянь складемо із блоків матриць  , що є 

розташованими на головній діагоналі: 

vjjB
~

 

0zzz  jjjjjjjjj BBB 321  , pj ,1 . (3.2)

 

Теорема 3.1. Розв’язок початкової системи рівнянь є асимптотично 

стійким тоді й тільки тоді, коли асимптотично стійкими є розв’язки всіх 

допоміжних систем (3.2). 

Д о в е д е н н я . Характеристичний визначник 

 

)
~~~

det())(det( 321
2 BBBD   

 

перетвореної системи (3.1) дорівнює добутку характеристичних визначників 

системи (3.2). Отже, множина власних чисел системи (3.1) дорівнює 

об’єднанню множин власних чисел систем (3.2), оскільки умови рівності 

нулю визначників ))(det( D  і ))(det( SHD   збігаються при неособливих 

матрицях H і S.  

Відзначимо, що у випадку зведення матриць до блочно-діагонального 

вигляду множина допоміжних підсистем є еквівалентною початковій системі 

рівнянь як з погляду асимптотичної стійкості, так і з погляду стійкості. 

Далі розглядаємо перетворення не трьох, а довільного числа матриць. 

Це може знадобитися, наприклад, у випадку, коли матриці залежать від 

параметрів (розділ 2). 

Ієрархічна декомпозиція може надати додаткове (стосовно 

декомпозиції на незалежні підсистеми) спрощення лише у випадку 

несиметричних матриць. Про це свідчить така теорема. 

Теорема 3.2. Якщо матриці ,  vB dv ,1 , є симетричними і  

приводяться одночасно до блочно-трикутного вигляду через перетворення 
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подібн  я  блочно-діаг а н ю

 матриці S. Це можна 

зроби

н

О у

и і и

(3

ості, то вони привод ться й до он ль ого вигляду з то  

самою кількістю блоків на головній діагоналі. 

Д о в е д е н н я . Нехай матриці 1
v vB S B S  мають верхній блочно-

трикутний вигляд. Проведемо ортонормування стовпців

 на верхнюти, помноживши справа матрицю S  трикутну матрицю T. 

Отримана матриця U = ST буде ортогональною. Перетворення 1
vU B U  також 

приводить матрицю vB  до блочно-трикутного вигляду. Дійсно, 

1 1 1 1ˆ
v v v vB U B U T S B S T T B T       . В останньому добутку всі атриці 

мають одн овий блочно- ику ий вигляд, тому  також є блочно-

ортогональнім перетворенні подібності 

симетричність матриць зберігається. тже, блочно-т тні матриці ˆ
vB  є 

симетричним , а виходить,  блочно-діагональним .  

Розглянемо спочатку питання про зведення матриць до вигляду .1) 

через перетворення подібності, тобто у випадку, коли 

 три м

 ак тр т

трикутними матрицями При 

ˆ
vB

рик

. 

1H S  . 

Загальновідомо, що для того щоб матриці vB  можна було звести до 

блочно-трикутного вигляду через перетворення под і, ібност необхідним і 

достатнім є існування нетривіального підпросто  nV  , інваріантного 

відносно v

ру

B . Це випливає, наприклад, з теореми 1.4. Тому для можливості 

зведення матриць vB  до блочно-трикутного вигляду  p блоками на 

головній д гоналі через перетворення подібності необхідним і достатнім є 

існування ланцюжка підпросторів 

 (3.1) з

іа

  n
p CLLLL  ...2100 , 

інваріантних відносно матриць vB , причому кожний підпростір 1jL  має 

розмірність ільшу за розмірність підпро  

порядку блоку vjjB . 

, б стору , що дорівнюєjL  на число
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Теорема 1.4 не дає обчислювальних алгоритмів для розв’язання задачі 

ієрархічної декомпозиції. Теорема 3.3 надає такий алгоритм в окремому 

випадку. 

Теорема 3.3. Якщо ранг централізатора ( ) матриць  більший за  

одиницю: r > 1, то матриці  приводяться до блочно-трикутного вигляду. 

vB vB

vB

Д о в е д е н н я . Виберемо базис W1, …, Wr алгебри ( ), в якому 

W1 = E. Якщо матриця W2 має хоча б два різні власні числа, то матриці  

приводяться до блочно-діагонального (а отже, і до блочно-трикутного) 

вигляду із блоками, що відповідають різним власним числам матриці W2. 

Якщо ж матриця W2 має єдине власне число , то матриця G  = W2 –  E є 

нильпотентною й задовольняє умовам теореми 1.4. Дійсно, підпростір 

 є нетривіальним, оскільки матриця 

vB

vB

 0ξξ  GL : G  є нильпотентною й 

ненульовою. Крім того: GB   = B G  = B0 = 0 . Тому існує 

перетворення, що приводить матриці B до блочно-трикутного вигляду.  

Умова 1r  не є необхідною для зведення матриць до блочно-

трикутного вигляду. Наприклад, базис централізатора матриць із 

прикладу 3.1 складається з однієї матриці Е. Необхідні й достатні умови, 

придатні для побудови обчислювальних алгоритмів, наведено в 

підрозділі 3.2. 

Перетворення  є узагальненням перетворення подібності. 

Уведемо позначення. Нехай 

SHBv

),( SBl v  — кількість блоків на головній діагоналі 

матриць , наведених до блочно-діагонального вигляду, а 1
vB S B vS

 

),(max)(
0det:

SBlBl v
SS

v 


. 

 

Теорема 3.4. Дано матриці , vB dv ,1 , причому , тоді 

, де N — будь-яка неособлива матриця. 

EB 1

)()( vv BlNBl 
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1v

Д о в е д е н н я . Нехай  і  — матриці, за допомогою яких дані 

матриці  приводяться до блочно-трикутного вигляду за формулою 

 й мають при цьому максимально можливу кількість  блоків 

на головній діагоналі. Зрозуміло, що в цьому випадку матриці  

теж є блочно-трикутними із блоками тої самої розмірності. Згідно з 

теоремою 1.4, повинні існувати матриці  такі, що 

1N 1S

vB

1 1N1ˆ
vB S B S 1l

D B 1
1

ˆ ˆ( )v vB

( ) ( )mG Cτ τ

 

  0
~~~ jv

j LDG τ  ,vτ  

  n
l CLLLL 
1

~
...

~~~
2100 , , jj LL

~
dim

~
dim 1 

(3.3)

 

де  0
~

)(
~

:
~~  ξτj

j GξL . 

Зробимо перетворення подібності 1
1 1v vD S D S   , 1

1 1( ) ( )G S G S τ τ  і 

заміну векторів ξ
~

 на ξξ
~

1S . Співвідношення (3.3) при цьому зберігаються. 

Крім того, : vBvD 

 

1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1( ) ( )v v v vD S D S S S N S S N B S S S S N S S N B S S B          

v . 

 

Далі, використовуючи теорему 1.4, одержуємо .  1)( lBl v 

Отже, для знаходження перетворення (3.1) з максимально можливою 

кількістю блоків на головній діагоналі достатньо розв’язати таку задачу за 

допомогою перетворення подібності для допоміжних матриць 1
1 1v vC B B

 , 

 ,1v , 1d   . Розглянуто випадок, коли матриця В1 є неособливою. 

Для задачі ієрархічної декомпозиції, так само як і для розщеплення, 

виконується теорема єдиності. Вона є наслідком теореми Жордана-Гьольдера 

(див. також [4]). 
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Достатня умова теореми (1.4) виконується й у випадку, коли існує одна 

матриця, для якої виконуються умови (1.13). Необхідна ж умова може не 

виконуватися, тобто існує приклад матриць (приклад 3.2), що мають блочно-

трикутний вигляд, для яких не існує матриці G, що задовольняє 

умовам (1.13). 

Приклад 3.2. Матриці 
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мають блочно-трикутний вигляд, і для них не існує матриці G, для якої 

виконуються умови (1.13). 

Кожна з матриць )(τG  у формулах (1.13) є нильпотентною. Це 

випливає з того, що n
pL C , тобто рівняння  має n лінійно 

незалежних розв’язків, що є можливим лише у випадку, коли . 

( )pG τ ξ 0

( )pG τ 0

Помітимо, що матриці (3.4) мають вигляд 
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причому блоки Bi22 не приводяться до трикутного вигляду одночасно. Це 

випливає з того, що матриці B422, …, B722 утворюють базис повної матричної 
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алгебри порядку 2. Звідси за теоремою 1.4 випливає, що для матриць (3.4) є 

неможливим одержати більше двох блоків на головній діагоналі. 

Припустимо, що існує відповідна матриця G така, що 

01— kG , 0kG , 13  і виконуються рівності (1.13). Якщо k = 3, то по 

достатній умові теореми 1.4 для матриць (3.4) можна було б одержати три 

блоки на головній діагоналі. Тому k = 2 і рівність (1.13) здобуває вигляд 

, . Нехай

 k

LL  2101LGBi
nCL 00 1L ξ0 , де з рівності  при 

k = 1, 2, 3 одержуємо 

0ξ kGB

0ik ξ1g , 3,1i , 3,1k , де i  — компоненти 

вектора ξ . 

Звідси, враховуючи те, що i  ( 3,1i ) не дорівнюють нулю одночасно, 

одержуємо: 

 

01 kg , k = 1, 2, 3, (3.5)

 

тобто перший стовпець матриці G є нульовим. Припустимо 2rang G . Тоді з 

умови GG = 0 отримаємо: 0ijg , i = 2, 3; j = 2, 3, а в цьому випадку матриця 

має два нульові рядки. Тому 2rang G . Для будь-якого вектора 1Lξ  

виконується рівність 0ξ G , або в скалярному записі 

 

03322   ii gg , .3,1i  (3.6)

 

Оскільки 2Grang , система рівнянь (3.6) має ненульовий 

розв’язок  2 3,  , тобто   L1: k  0, 32  kk . Для вектора   

виконуються рівності 0ξ iGB , 7,1i . Із цих рівностей з номерами 

i = 2 + 2k, 3 + 2k отримаємо: 02 kjg , 03 kjg , 3,1j . Оскільки 
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k: k  0, то з врахуванням (3.5) знаходимо, що всі елементи матриці G є 

нульовими. Це суперечить первісному припущенню.  

 

3.2. Знаходження загального інваріантного підпростору декількох 

матриць (метод інваріантного підпростору) 

 

Для зведення матриць  до блочно-трикутного вигляду необхідно 

знайти їхній загальний нетривіальний інваріантний підпростір, тобто 

підпростір, що є інваріантним відносно всіх матриць одночасно. 

vB

Перший крок методу — побудова алгебри з одиницею (В), 

породженої даними матрицями. Це можна зробити так: спочатку 

вибираємо лінійно незалежні елементи множини матриць {E,  vB  ,1v } і 

називаємо їх «передбачуваним базисом». Потім розглядаємо всі можливі 

добутки цих матриць. Як тільки черговий добуток не належить до лінійної 

оболонки «передбачуваного базису», додаємо його до цієї множини й 

розглядаємо добутки елементів нового «передбачуваного базису». 

Продовжуємо доти, поки не одержимо, що жодний із добутків не виходить за 

межі лінійної оболонки. Ознакою того, що елемент не належить до лінійної 

оболонки «передбачуваного базису», є те, що додавання нового вектору дає 

лінійно незалежну сукупність векторів. Перевірка лінійної незалежності є 

можливою за допомогою програми SLAU5 (розділ 3). 

Критерій можливості зведення матриць до блочно-трикутного вигляду 

(приводимості алгебри): ранг алгебри (В) менший за n2, де n — порядок 

матриць. Це випливає з теореми Бернсайда [5, 6, 11] (див. також [8] 

теорема 1'). 

Другий крок — обчислення радикала алгебри (у випадку 

виконання критерію). 
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Теорема 3.5. Якщо для даних матриць {В} ранг r алгебри (В) 

менший за  n2 і централізатор Λ(В) не містить жодної матриці X з різними 

власними числами, то алгебра (В) є ненапівпростою. 

Д о в е д е н н я . Умова r < n2 означає, що алгебра (В) є звідною 

алгеброю [5, 11]. Звідна алгебра може бути напівпростою або 

ненапівпростою. Припустимо, що вона є напівпростою. У цьому випадку 

матриці алгебри (у тому числі й {В}) можуть бути приведені до блочно-

діагонального вигляду. Тоді множина Λ(В) містить матриці з різними 

власними числами, що суперечить умові теореми. Залишається другий 

випадок — ненапівпроста алгебра.  

Ненапівпроста алгебра має нетривіальний радикал. Для його 

знаходження є розрахункові формули [13]: координати  = [1, 2, …, r]
т 

будь-якого елемента радикала в цьому базисі задовольняють рівнянню 

 

D = 0, D = {dij}, (3.7)

 

де dij = Sp(Wi Wj), Sp — слід матриці, {Wi} — базис алгебри. 

Загальний розв’язок рівнянь (3.7) можна одержати відомими методами. 

Можна, наприклад, скористатися програмою SLAU5. Отже, можна одержати 

базис радикала. 

Третій крок методу — знаходження інваріантного підпростору й 

побудова матриці перетворення. 

Назвемо Z-множиною переріз всіх ядер елементів радикала 

алгебри (В). Іншими словами — це множина, що звертається в нуль усіма 

матрицями радикала. Знайти Z-множину (його базис) можна як загальний 

розв’язок відповідної системи алгебраїчних рівнянь. 

Теорема 3.6. Z-множина є підпростором простору Cn. 
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Д о в е д е н н я . Цю множину може бути знайдено з 

використанням не всіх матриць радикала, а тільки елементів базису. 

Обчислення відповідає знаходженню розв’язку системи лінійних однорідних 

алгебраїчних рівнянь. Загальний розв’язок такої системи, як відомо, є 

підпростором.  

Теорема 3.7. Якщо алгебра є ненапівпростою, то Z-множина є 

нетривіальним підпростором. 

Д о в е д е н н я .  Ненульовий радикал матричної алгебри являє 

собою сімейство матриць )(τG , де  — вектор параметрів. Радикал є 

нильпотентною підалгеброю, оскільки всі його елементи є нильпотентними 

(див. [13, § 7, теорема 2]). Отже, 1: ( ) 0kk G  τ

)(τk
1ξ

0))( τk

, . Нехай  — 

ненульова матриця із множини , а  — її ненульовий стовпець. Тоді 

 , оскільки . Отже, рівняння 

0)(1  τkG 1G

0

G

)((τ GG0)( 1 ξτG ξτ )(G  має 

ненульові розв’язки.  

Теорема 3.8. Z-множина є інваріантним підпростором відносно 

матриць {B}. 

Д о в е д е н н я .  Радикал )(τG  алгебри (В) є її ідеалом. 

Матриці  належать алгебрі (В). Тому vB  )()(: 11 τττ GBG v   . Звідси 

одержуємо  

 

121   )()( τ0ξτξτ  GBG ν , 

 

де , тобто Z-множина є інваріантною відносно 

матриць {Bi}.  

 τ0ξτξξ    ,)(: GZ 

Таким чином, для випадку, коли матриці не приводяться до блочно-

діагонального вигляду, але ранг алгебри (В)  є меншим за n2, ми маємо 

метод побудови нетривіального підпростору, інваріантного відносно цих 
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матриць. У наступному параграфі розглянуто обчислювальні аспекти цієї 

побудови. 

Шукану матрицю перетворення S формуємо з векторів базисів цього 

підпростору й підпростору, що є прямим доповненням до нього. 

Розташовуємо вектор у якості стовпців (див. доведення теореми 3.3). Нехай 

s1, s2, …, sm — базис підпростору L1. Знайдемо дальші вектори як доповнення 

перших до базису всього n-мірного простору. Це можна зробити, наприклад, 

так: знайти загальний розв’язок системи лінійних однорідних алгебраїчних 

рівнянь, відповідних до умов sk  y (k = m,1 ) (або іншими словами, y = 0 

при k = 


ks

m,1 ). Загальний розв’язок знаходиться як базис множини всіх 

розв’язків (див. вище). Вектори цього базису будуть відігравати роль 

векторів sm+1, sm+2, sm+3, …, sn, оскільки вони є ортогональними 

підпростору L1. Матриця S, стовпцями якої є вектори s1, …, sn, приводить 

матриці  до блочно-трикутного вигляду. vB

Застосовуючи викладений прийом спочатку до початкових матриць, 

потім до отриманих діагональних блоків, одержуємо максимально можливу 

кількість блоків на головній діагоналі. Єдиність такого зведення затверджує 

теорема єдиності. 

 

3.3. Докладний опис алгоритму 

 

У даному параграфі викладено конкретні обчислювальні алгоритми для 

зведення матриць , vB  ,1v , до блочно-трикутного вигляду. Розглянуто 

випадок, коли зведення цих матриць до блочно-діагонального вигляду є 

неможливим. А якщо ні, то доцільно спочатку виконати таке зведення 

(див. розділ 2), а потім уже приводити отримані блоки до блочно-трикутного 

вигляду. Передбачено також, що хоча б одна з матриць  є несиметричною. 

Якщо всі матриці є симетричними, то після зведення до блочно-

vB
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діагонального вигляду з максимально можливим числом блоків подальше 

їхнє перетворення є недоцільним (теорема 3.2). 

3.3.1. Перший крок — складання алгебри матриць , породженої 

матрицями E, B1, B2, …, Bμ. Це можна зробити у такий спосіб: 

)( vB

a. Уводимо B0 = E. 

b. Вибираємо базис у множині матриць  1kB  , 1,0 k . Для 

цього можна звернутися до програми SLAU5. Нові матриці базису позначимо 

W1, …, Wμ. 

c. Обчислюємо добутки WjWk, перевіряємо для кожного з них, чи є 

він лінійною комбінацією матриць {Wk}. Якщо ні, то оголошуємо добуток 

новим елементом множини {Wk}. Для цього: 

(i) уважаємо r = μ; 

(ii) j = 1; 

(iii) k = 1; 

(iv) обчислюємо Z = WjWk, перевіряємо лінійну залежність 

матриць W1, W2, …, Wr, Z (за допомогою програми SLAU5). Якщо вони є 

лінійно незалежними, уважаємо r : = r + 1, Wr = Z і вертаємося до п. (ii); 

(v) k  := k + 1, якщо rk   переходимо в п. (iv); 

(vi) j := j + 1, якщо rj   переходимо до п. (iii). 

Для економії машинного часу можна запам’ятовувати такі комбінації j і 

k, для яких п. (iv) виконувався, і, у випадку збільшення числа r, повторно не 

робити обчислення п. (iv) для цих комбінацій. У результаті розрахунків 

одержимо базис W1, W2, …, Wr. Зрозуміло, що . 2nr 

3.3.2. Якщо r = n2, то, як було зазначено вище, зведення матриці  до 

блочно-трикутного вигляду є неможливим. Якщо ж r < n2, то зведення є 

можливим за допомогою радикала алгебри, оскільки розглянуто випадок, 

коли зведення до блочно-діагонального вигляду (якщо таке можливе для 

початкових матриць) уже є виконаним. 

vB
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Загальний алгоритм складання матриці перетворення S такий: 

(i) будуємо алгебру )( vB  (див. вище); 

(ii) складаємо матрицю D 
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і вирішуємо за допомогою програми SLAU5 систему рівнянь Dy = 0. Нехай 

y(1), …, y(p) — лінійно незалежні розв’язки цієї системи; 

(iii) уважаємо g = 0. Для всіх значень j від 1 до p виконаємо п. (iv); 

(iv) до g рядків, що залишилися після попереднього кроку, додаємо n 

рядків матриці 

 

( ) ( )

1

,
r

j j
k k

k

G y


 W  

 

де  — елементи вектора y(j). Далі вибираємо лише лінійно незалежні 

рядки (програма SLAU5). Нове число лінійно незалежних рядків позначимо 

через g; 

)( j
ky

(v) за програмою SLAU5 знаходимо загальний розв’язок системи 

лінійних однорідних алгебраїчних рівнянь. Матрицю коефіцієнтів цієї 

системи рівнянь складено з лінійно незалежних рядків, обчислених у 

п. (iii), (iv). Знайдені вектори базису в множині розв’язків 

позначимо b1, b2, …, br; 

(vi) до векторів b1, b2, …, br додаємо вектори, знайдені в п. (iii), (iv). З 

отриманих векторів-стовпців складаємо матрицю S. 
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К о м е н т а р і  

1. Матриця )( jG  — це j-й елемент базису радикала. 

2. Пункти (iii), (iv) і (v) відповідають знаходженню Z-множини через 

розв’язання системи рівнянь: 
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3. Пункт (vi) відповідає доповненню базису {b1, …, br} 

підпростору L до базису всього простору Cn. Це пояснюється тим, що: а) ці 

вектори є лінійно незалежними; б) вони відігравали роль рядків матриці 

коефіцієнтів при знаходженні векторів b1, b2, …, br. 

Загальний хід обчислень представлено на такій блок-схемі (рис. 3.1). 

Приклад 1.2 (продовження). 

У підрозділі 1.5 було отримано такі матриці: 
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 Для них множина 

всіх комутуючих матриць  дорівнює , де  — довільне число. 

Значить зведення цих блоків до блочно-діагонального вигляду є 

неможливим. Перевіримо можливість ієрархічної декомпозиції. Матриці E, 

B111 і B211 є лінійно незалежними. Добутки матриць на E, а також  

Λ

2
111B
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належать лінійній оболонці перших трьох матриць. Розглянемо добуток 

U = B111 B211. Безпосередньою перевіркою переконуємося, що з рівності 

 +  B111 +  B211 +  U = 0 випливає  =  =  =  = 0, тобто матриця U не 

належить лінійній оболонці перших трьох матриць. Одержуємо, що r = 4 і 

умова r < n2 не виконується. 

Подальше спрощення системи рівнянь є неможливим. 

 

 

Рис. 3.1. Черговий крок зведення до блочно-трикутного вигляду 

 

Приклад 3.3. 

 

B1 = E; 
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Безпосередньою перевіркою переконуємося, що відповідний 

централізатор складається лише з матриць вигляду αE. Отже, зведення до 

діагонального вигляду матриць  є неможливим. vB

Складемо алгебру . Матриці  є лінійно незалежними. 

Розглянемо всі можливі добутки матриць BkBj і перевіримо, чи є отримані 

матриці лінійною комбінацією початкових. Оскільки множення на B1 = E не 

змінює матриць, залишається розглянути добутки BkBj для k, j = 2, 3. 

Обчислюємо . Перевіримо, чи є ця матриця лінійною 

комбінацією перших двох: . Ця рівність відповідає системі 

рівнянь: 

)( vB
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З останніх двох рівнянь одержуємо β = 3, α = – 2, потім переконуємося, 

що ці значення задовольняють і першим двом рівнянням. Отже, матриця  є 

лінійною комбінацією матриць B1 і B2. Далі обчислюємо: 

2
2B
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Ми отримали, що всі добутки належать лінійній оболонці матриць B1, 

B2, B3. Отже, ці матриці утворюють базис алгебри , породженої 

матрицями . Число елементів базису r = 3, тобто 

)( vB

22 2vB  nr . Це означає, 

що зведення до трикутного вигляду є можливим. 

Складемо матрицю D = {Sp(BjBk)}. Усі добутки BjBk вже обчислено. 

Одержуємо: 

 


















933

353

332

D . 

 

Можна переконатися, що det D = 0. Складемо систему рівнянь Dy = 0: 

 

1) 2y1 + 3y2 + 3y3 = 0, 

2) 3y1 + 5y2 + 3y3 = 0, 

3) 3y1 + 3y2 + 9y3 = 0. 

 

(3.8)

 

 

Для знаходження загального розв’язку цієї системи зручно 

скористатися методом, описаним в 3.2. Хід обчислень наведено у табл. 3.1. 

 

Таблиця 3.1 

Коефіцієнт при невідомих 
Рівняння системи (3.8) 

y1 y2 y3 

1) 2 3 3 

2) 3 5 3 

3) 3 3 9 

    

1)’ = 1)/2 1 1,5 1,5 
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2)’ = 2) – 3   1)’ 0 0,5 – 1,5 

3)’ = 3) – 3   1)’ 0 – 1,5 4,5 

    

1)" = 1)’ – 1,5   2)" 1 0 6 

2)" = 2)’/0,5 0 1 – 3 

3)" = 3)’ – (1,5  2)" 0 0 0 

 

У результаті одержуємо: 

 








,

,

03

06

32

31

yy

yy
 

 

або, в іншому записі: y1 = – 6y3, y2 = 3y3, де y3 — вільна змінна. Поклавши 

y3 = 1, одержуємо: y = [ – 6 3 1]
T
. 

Обчислюємо матрицю G: 

 

1 0 1 0 7 4 4 4
6 3 1

0 1 1 2 7 4 4 4
G

      
          


          

 

 

Рівняння Gξ = 0 мають вигляд: 

 








.044

,044

21

21  

 

Звідси ξ1 = – ξ2. Поклавши ξ2 = 1, одержуємо, що базис у множині 

розв’язків цієї системи складається з вектора s1 = ξ = [ – 1 1]т. Цей вектор і 

вектор е1 = [1 0]т  є лінійно незалежними. Тому 









01

11
S . Далі одержуємо: 
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Усі матриці  iB  мають верхній трикутний вигляд. 

 

3.4. Різні підходи до задачі знаходження загального інваріантного 

підпростору декількох матриць 

 

Питання про можливість зведення декількох матриць до блочно-

трикутного вигляду зводиться до знаходження загального нетривіального 

інваріантного відносно цих матриць підпростору. З іншого боку, інваріантні 

підпростори кожної з матриць окремо є відомими після знаходження 

канонічного базису матриці. Постають питання: як знайти загальний 

інваріантний підпростір, якщо відомими є канонічні базиси матриць, чи 

завжди це є можливим? Розглянемо окремий випадок: матриць дві (B1 і B2), 

кожна з них має просту структуру, тобто існують базиси із власних векторів. 

Труднощі, пов’язані зі спробою порівняння інваріантних підпросторів, 

виникають з таких причин: 

1) підпростір інваріантного підпростору може бути неінваріантним. 

Наприклад, матриця  має інваріантний підпростір, що є 
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,

лінійною оболонкою векторів  і , однак лінійна оболонка 

вектора e1 не є інваріантною відносно матриці A; 
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0

0

1

2) розширення інваріантного підпростору може бути неінваріантним. 

Так, вектор  породжує інваріантний підпростір матриці A з 

попереднього прикладу, але лінійна оболонка векторів 3e  і  не є 

інваріантним підпростором; 


















1

0

0

3e


















0

0

1
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3) у випадку кратних власних чисел базис інваріантного підпростору 

вибирається неоднозначно. Наприклад, вектори  й  або  і  є 

різними варіантами базису того самого інваріантного підпростору 

матриці . 
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Сформулюємо такі способи знаходження загального інваріантного 

підпростору, а потім перевіримо їх «універсальність». 

Спосіб 3.1. Нехай 1, 2, …, s — це різні власні числа матриці B1, а 

1, 2, …, q — це різні власні числа матриці B2. Якщо при якій-небудь 

комбінації чисел i і j система рівнянь 

 

1

2

( )

( )
i

j

B E

B E

  
  

v 0

v 0
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має нетривіальні розв’язки, то множина цих розв’язків буде шуканим 

підпростором. 

Зауваження 3.1. Спосіб 3.1 гарантує одержання результату у випадку, 

коли кожна з матриць не має кратних власних чисел. У загальному випадку 

шукані підпростори не завжди можна виявити за допомогою способу 3.1. 

Спосіб 3.2. Нехай L1, L2, …, Lm1 — інваріантні підпростори матриці B1, 

що відповідають її різним власним числам 1, 2, …, m1, а M1, M2, …, Mm2 — 

аналогічні інваріантні підпростори матриці B2. Складемо підпростори 

Ui = (L1, …, Lm1, L1 + L2, …, L2 + L3, …, L2 + L3 … + Lm1), тобто прямі суми 

всіх різних комбінацій просторів Lv, крім усього . Нехай Vj — аналогічні 

інваріантні підпростори матриці B2. Якщо існує така комбінація i та j, що 

Ui = Vj, то шуканий підпростір L = Ui. 

n

Приклад 3.4. 
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Тут матриці вже мають трикутний вид. Чи дозволяє спосіб 3.2 

«побачити» інваріантний підпростір? 

Власні числа матриць дорівнюють: 

 

1 = 1, 2 = 2, 3 = 5, 1 = 2, 2 = 4, 3 = 10, 

 

відповідні власні вектори матриць дорівнюють: 
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315 LL

 

Тому 
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0

0111
































 aLU  

 

де — вільна змінна. 

Аналогічним чином одержуємо й . Далі: 2L 3L

 

,

0
214



































 LLU  U  , U 326 LL  . 

 

Простори Vj побудовані за допомогою векторів bk. Порівняння показує, 

що U4 = V4. Дійсно, довільний елемент підпростору U4 дорівнює  a1 +  a2, а 

підпростору V4 дорівнює 'b1 + ' b2. Їхня рівність означає: 

 

 a1 +  a2 = 'b1 + ' b2  


















0

 = 

' '

' '

0

  
   
 
 

. (3.9)

 

Права частина співвідношень (3.9) надає формули переходу від одних 

вільних змінних до інших з неособливою матрицею перетворення: 
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,11  ,22

Таким чином, спосіб 3.2 дозволяє розв’язати приклад 3.4. 

За допомогою способу 3.1 знайти цей двовимірний підпростір є 

неможливим, оскільки кожному із власних чисел {i} і {j} відповідають 

одновимірні підпростори. 

Приклад 3.5. 
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Тут матриці вже мають блочно-трикутний вигляд. Перший 

діагональний блок є другого порядку, а другий — першого. Загальним 

інваріантним підпростором є множина векторів вигляду , де  і  — 

довільні числа. 

0

 
  
 
 

Перевіримо: чи дозволяє спосіб 3.2 знайти цей підпростір? 

Власні числа й вектори матриць дорівнюють: 
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Помітимо, що зазначені тут вектори b2 і b3 — це лише один з можливих 

варіантів базису в підпросторі 2  =  span(b2, b3), відповідному до власного 

числа  Тут і далі span(.) означає лінійну оболонку векторів. .42 
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Підпростори {Li} матриці B1 такі: 

 

1 1span( )L  a , 2 2span( )L  a , 3 3span( )L  a . 

 

Відповідно інваріантні підпростори {Ui} дорівнюють: 

 

1 1U L , , , U L2 2U L 3 3U L 4 1 L2  , U L5 1 L3  , . 6 2U L L  3

2

 

Підпростори {Vi} такі: 

 

1 1span( )V  b , 2 1span( , )V  b b . 

 

Перевіримо умову Ui = Vj. Спочатку розглянемо одновимірні 

підпростори. Підпростір V1 не збігається із жодним з підпросторів U1, U2, U3. 

Щоб двовимірний підпростір V2 збігався з підпростором обидва 

потрібно, щоб обидва вектори b2 і b3 належали лінійній оболонці векторів a1 і 

a2. Це є неможливим, тому що у векторів a1 і a2 третя складова є нульовою, а 

у вектора b2 — ні. В аналогічний спосіб вектор b3 не належить лінійній 

оболонці векторів a1 і a3, оскільки у цих векторів друга складова є нульовою. 

Отже, . Залишилося зіставити підпростори V2 і U6. Припустимо 

. Тоді повинні виконуватися 2   

3 2 3   b a a . Друга рівність приводить до такої сис

2V U

6U

5

рівності 3a й

теми 

1;

;

1.

2 3, b b 2 b a  

рівнянь: 

 

0 0

0 1 0

1 0
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Ця система рівнянь є несумісною: перше рівняння суперечить 

третьому. Тому . 2 6V U

Отже, нетривіальний підпростір, інваріантний відносно матриць B1 і B2, 

існує, однак способи 3.1 і 3.2 не дозволяють його знайти [1]. 

Інваріантні відносно матриць B1 і B2 підпростори зображено на рис. 3.2. 

Загальний інваріантний підпростір тут позначено як «Lінв.». 

 

 

Рис. 3.2. Інваріантні підпростори матриць B1 і B2 (приклад 3.5) 

 

Виходить, що знання інваріантних підпросторів кожної з матриць 

окремо не завжди дозволяє безпосередньо знайти загальний інваріантний 

підпростір. У загальному випадку для розв’язання задачі необхідно 
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використовувати алгебру, що породжена даними матрицями (підрозділ 3.2). 

Успішний розв’язок прикладу 3.5 наведено в підрозділі 3.7. 

 

3.5. Ієрархічна декомпозиція рівнянь руху механічних систем 

 

Розглянемо приклад системи, що має некомпактну групу симетрії. 

Приклад 3.6. 

Розглянемо механічну систему, що складається із двох тіл (рис. 3.3). 

Нехай обладнання керування створює силу P = – x1, прикладену до другого 

тіла. Це приклад позиційної неконсервативної сили. Нехай m1 = m2 = 1, k = 1. 

 

 

Рис. 3.3. Приклад системи, що має некомпактну групу симетрії 

 

Виберемо такі узагальнені координати: q1 — переміщення центру мас; 

q2 — половина стиску пружини: 

 

q1 = (x1 + x2) / 2, q2 = (x1 – x2) / 2. 

 

Рівняння руху мають таку форму: 

 

2  + q1 + q2 = 0, 2  – q1 + 3q2 = 0. 1q 2q

 

Матриці коефіцієнтів такі: 
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2

B1 = 2E, B2 = 0, B3 = . 







 31

11

 

Допоміжні матриці такі:  

 

C1 = E, C2 = 0, C3 = 0,5 . 







 31

11

 

Зрозуміло, що можна відразу звести матрицю C3 до її жорданової 

форми. Але розглянемо загальний підхід. 

Ми повинні розв’язати задачу декомпозиції системи рівнянь із 

допоміжними матрицями, використовуючи тільки перетворення подібності. 

Спочатку упевнимося, що зведення даної системи до блочно-

діагональної форми є неможливим. Для цього знайдемо матрицю Z, 

комутуючу з матрицями Ci (i = 1, 3). У результаті обчислень одержуємо: 

Z = , де  — довільний параметр. Оскільки матриця Z не має різних 

власних значень, зведення початкових матриць {Ci} до блочно-діагонального 

вигляду є неможливим (розділ 2). 

Щоб з’ясувати, чи є можливим зведення матриць {Ci} до блочно-

трикутного вигляду, ми будемо використовувати алгоритм, описаний вище. 

Ми обчислюємо всі можливі добутки CkCj (k, i = 1, 3) матриць і 

перевіряємо, чи є отримані матриці лінійною комбінацією початкових 

матриць. 

Оскільки множення на C1 = E не змінює матриці, то залишається 

розглянути добуток . Ми обчислюємо 3C 










21

102
3C . Перевіряємо, чи є ця 

матриця лінійною комбінацією попередніх матриць:  =   C1 +  C3? Ця 

рівність відповідає системі рівнянь: 

2
3C
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0 =  1 +  05, 

1 =  0 + 05, 

– 1 =  0 –  05, 

2 =  1 +  15. 

 

Одержуємо що  = – 1,  = 2. Отже, матриця  це лінійна комбінація 

матриць C1 і C3. 

2
3C

Усі добутки належать лінійній оболонці матриць C1 і C3. Отже, ці 

матриці формують базис алгебри (Ci), породженої матрицями {Ci}. Число r 

елементів базису дорівнює 2, тобто r < n2  22. Це означає, що зведення до 

трикутної форми є можливим. 

Обчислюємо матрицю D = {Sp (CjCk)}. Усі добутки CjCk вже 

обчислено. Маємо: 

 

D = . 







22

22

 

Складаємо систему рівнянь Dy = 0: 

 

2y1 + 2y2 = 0,  

2y1 + 2y2 = 0. 

 

У результаті ми одержуємо: y = 







1

1
. Ми обчислюємо матрицю G, яка 

є базисом радикала. 
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G = 1  – 1 · 0,5  = 0,5 







10

01
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11
. 

 

Знаходимо Z-множину. Рівняння G = 0 має такий вигляд: 

 

1 – 2 = 0,  1 – 2 = 0. 

 

Ми одержали, що базис у множині розв’язків цієї системи складається з 

вектора s1 = . Цей вектор і вектор e1 = 







1

1








1

1
 є лінійно незалежними. Тому 

R = . Далі: 
1 1

1 1

 
  



 

R –1 = 
1 1

0,5
1 1
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C

      
                   

 



. 

 

Після перетворень початкова система приводиться до підсистем: 

 

1) 2y + y2 = 0, 

2) 1y  + y1 – y2 = 0. 

 

Звернемо увагу, що група G1 матриць gk =  (де k  R) — це група 

симетрії перетвореної системи рівнянь. Ця група не є компактною. Дійсно, 

підпростір   (де  — будь-яке число) є інваріантним підпростором 
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1 k









0

α
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відносно групи G1 і не має прямого доповнення, інваріантного відносно 

групи G1. Отже, початкова система рівнянь також має некомпактну групу 

симетрії. 

Приклад 3.6 є підтвердженням того, що є можливим існування 

технічних систем, для яких ієрархічна декомпозиція дає додаткове 

спрощення рівнянь. 

 

3.6. Умовна симетрія системи 

 

Можливість або неможливість розщеплення системи рівнянь залежить 

від властивостей досліджуваної фізичної системи, точніше, від властивостей 

відповідної розрахункової схеми (див. підрозділи 2.9, 5.1-5.3, 6.1). 

Диференціальні рівняння, відповідні симетричній системі, можуть бути 

розділені на незалежні підсистеми. У цьому випадку матриці можуть бути 

приведені до блочно-діагонального вигляду. І навпаки: якщо є можливим 

поділ на підсистеми, то існує нетривіальна група симетрії (підрозділ 2.9). 

Якщо ж для даних матриць є можливим зведення лише до блочно-

трикутного вигляду, то досліджувана система не є симетричною у 

звичайному сенсі. Постає питання: як назвати й описати властивості 

досліджуваної системи в цьому випадку? 

Слід урахувати, що група, побудована в підрозділі 2.9, не буде групою 

симетрій системи в розглянутому випадку. 

В. І. Фущичем [12] введене поняття «умовна симетрія», що означає 

інваріантність сукупності рівнянь руху системи й додаткової умови. 

Нехай матриці коефіцієнтів приведені до верхнього блочно-трикутного 

вигляду: 
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Додаткову умову складемо з верхніх недіагональних блоків матриць. 

Воно буде мати вигляд: 

 

0yy  212212 DA  . 

 

При виконанні цієї умови група матриць із твірними елементами 
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буде групою симетрії системи (3.1). 

Таким чином, можливість зведення системи рівнянь до блочно-

трикутного вигляду відповідає умовній симетрії цієї системи. 

Повернемося до прикладу 3.6: 
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За допомогою заміни змінних  ця система приводиться 

до системи  із трикутними матрицями 
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Відповідно до вищесказаного одержуємо таку додаткову умову 
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y2 = 0. (3.10)

 

Зворотне перетворення має вигляд: 
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Тому умова (3.10) у початкових змінних має вигляд: 

 

x1 + x2 = 0. 

 

Фізичний зміст умови — закріпити друге тіло. 

Викладений тут підхід дозволяє скласти додаткові умови й групу 

симетрії, відповідні до умовної симетрії досліджуваної системи [2, 3]. Це 

можна назвати розв’язком «зворотньої» задачі. 

Становить інтерес така «пряма» задача: як використовувати апріорну 

інформацію щодо умовної симетрії лінійної системи для виконання 

ієрархічної декомпозиції цієї системи? У випадку «звичайної» (не умовної) 

симетрії лінійних систем така задача є вирішеною: це застосування точкових 

груп при вивченні коливань молекул, кристалів й ін. (див. розділ 5). 

 

3.7. Виконання розрахунків за допомогою системи комп’ютерної 

алгебри GAP 

 

Система комп’ютерної алгебри GAP [10] (Groups, Algorithms and 

Programming) існує з 1986 року. Від самого початку систему GAP було 

задумано як інструмент комбінаторної теорії груп — розділ алгебри, що 
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вивчає групи, задані елементами, що породжують, й визначальними 

співвідношеннями. У теперішній час GAP є унікальним всесвітнім спільним 

науковим проектом, що поєднує фахівців в області алгебри, теорії чисел, 

математичної логіки, інформатики й ін. наук з різних країн світу. GAP є 

вільно розповсюджуваною, відкритою й розширюваною системою. 

Якщо програму скласти мовою алгебраїчного програмного комплексу 

GAP, то основні задачі — знаходження централізатора декількох матриць, 

складання алгебри, породженої даними матрицями, й обчислення її радикала 

— будуть записані лише в кілька рядків. Наприклад, команда для складання 

алгебри з одиницею, породженої матрицями M1 і M2, записується в такий 

спосіб: 

 

A:= Algebrawithone( Rationals, [ M1, M2 ] ); 

 

Слово Rationals означає, що матриці сприймаються як матриці, що 

містять раціональні числа (не дійсні), і всі обчислення будуть зроблені в 

арифметиці раціональних чисел. «Дійсної арифметики» тут немає. 

Обчислення в арифметиці раціональних чисел має свої гідності й 

недоліки. З одного боку — повна відсутність помилок округлення. Тобто 

результат виходить абсолютно точним. З іншого боку — не можна ввести 

нараховані заздалегідь матриці. Потрібно безпосередньо в програмі мовою 

GAP задати початкові дані з точністю до трьох (наприклад) значущих цифр і 

трактувати їх як дробові числа; потім у цій самій програмі виконати 

формування матриць, відповідних досліджуваній системі. Тобто уникнути 

громіздких обчислень не вдасться. Виявлення систем, близьких до звідних 

систем у такий спосіб є неможливим. Проте, такий принципово новий підхід 

потрібно «мати на озброєнні». 
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Далі розглянуто розв’язання прикладів 1.2  і  3.3 за допомогою системи 

GAP. 

Приклад 1.2 (продовження). 

Спочатку задаємо початкові матриці B2 і B3. Обчислюємо їхній 

централізатор і розглядаємо базис централізатора. Це робиться за допомогою 

таких команд: 

 

B2:=[ [ 0, 0, 0 ], [ 0, 0, 0 ], [ 0, 0, 5 ] ];; 

B3:=[ [ 3, 2, -1 ], [ 32, 3, 4 ], [ 8, -2, 5 ] ];; 

 

A:= Centralizer(Fullmatrixalgebra(Rationals, 3), [B2, B3 ] ); 

b:=Basis( A ); 

Display(b); 

 
Один із варіантів роботи із програмою такий: запустити програму, 

після появи запрошення програми скопіювати у вікно DOS заздалегідь 

підготовлений текст розв’язку задачі (клавіші SHIFT + INS або контекстне 

меню, потім PASTE). 

Розглянемо діалог із програмою GAP. Тут жирним шрифтом виділено 

запрошення програми і її відповіді. 

 

gap> B2:=[ [ 0, 0, 0 ], [ 0, 0, 0 ], [ 0, 0, 5 ] ];; 

gap> B3:=[ [ 3, 2, -1 ], [ 32, 3, 4 ], [ 8, -2, 5 ] ];; 

gap>  

gap> A:= Centralizer(Fullmatrixalgebra(Rationals, 3), [B2, B3 ] 

); 

<algebra-with-one of dimension 2 over Rationals> 

gap> b:=Basis( A ); 

Semiechelonbasis( <algebra-with-one of dimension 2 over 

Rationals>, ... ) 

gap> Display(b); 
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Semiechelonbasis( Algebrawithone( Rationals, ... ), [ [ [ 1, 

1/4, 0 ], [ 4, 1, 0 ], [ 0, 0, 0 ] ],  

  [ [ 0, 1, 0 ], [ 16, 0, 0 ], [ 0, 0, -4 ] ] ] ) 

 

Отже, базисом централізатора є такі дві матриці: 

 

1 2

1 1 / 4 0 0 1 0

4 1 0 , 16 0 0 .

0 0 0 0 0 4

W W

  
     
    

 

 

Матриця W1 відрізняється від матриці Z, знайденої в підрозділі 1.5, 

множником 4. Власні вектори таких матриць збігаються. Тому матриця 

перетворення — та сама. Збігаються й отримані підсистеми. Далі потрібно 

перевірити можливість зведення блоків 

 

111 211

5 0 5 4
,

0 0 4 5
B B

  
 


      

 

 

до блочно-діагонального або (хоча б) до блочно-трикутного вигляду. 

Знаходимо централізатор для цих блоків: 

 

gap> B111:=[ [ 5, 0 ], [ 0, 0 ] ];; 

gap> B211:=[ [5, -4 ], [ 4, -5 ] ];; 

gap>  

gap> A:= Centralizer(Fullmatrixalgebra(Rationals, 2), [B111, 

B211 ] ); 

<algebra-with-one of dimension 1 over Rationals> 

gap> b:=Basis( A ); 

Semiechelonbasis( <algebra-with-one of dimension 1 over 

Rationals>, ... ) 

gap>  
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gap> Display(b); 

Semiechelonbasis( Algebrawithone( Rationals, ... ), [ [ [ 1, 0 

], [ 0, 1 ] ] ] ) 

 

Звідси видно, що базис централізатора складається лише з однієї 

одиничної матриці  Це означає, що зведення до діагонального 

вигляду є неможливим. Перевіряємо можливість зведення блоків до 

трикутного вигляду. Для цього складаємо алгебру з одиницею, породжену 

матрицями B111 і B211: 

1 0
.

0 1
Z

 
 
 

 

gap> # алгебра з одиницею, породжена даними матрицями 

gap> A:= Algebrawithone( Rationals, [B111, B211] ); 

<algebra-with-one over Rationals, with 2 generators> 

gap> b:=Basis( A ); 

Basis( <algebra-with-one of dimension 4 over Rationals>, ... ) 

gap> Display(b); 

Basis( Algebrawithone( Rationals, [ [ [ 5, 0 ], [ 0, 0 ] ], [ [ 

5, -4 ], [ 4, -5 ] ] ] ),  

[ [ [ 1, 0 ], [ 0, 1 ] ], [ [ 0, 0 ], [ 0, 1 ] ], [ [ 0, 1 ], [ 

-1, 0 ] ], [ [ 0, 0 ], [ 1, 0 ] ] ] ) 

 

Ми одержали, що розмір алгебри )( vB  дорівнює 4, тобто умова 2r n  

не виконується. Зведення до трикутного вигляду є неможливим. 

Приклад 3.3 (продовження). Задаємо початкові матриці B2 і B3. 

Обчислюємо їхній централізатор і розглядаємо базис централізатора. 

 

gap> B2:= [ [ 1, 0 ], [ 1, 2 ] ];; 

gap> B3:= [ [ 7, 4 ], [ -7, -4 ] ];; 

gap>  

gap> A:= Centralizer(Fullmatrixalgebra(Rationals, 2), [B2, B3]); 
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<algebra-with-one of dimension 1 over Rationals> 

gap> b:=Basis( A ); 

Semiechelonbasis( <algebra-with-one of dimension 1 over 

Rationals>, ... ) 

gap> Display(b); 

Semiechelonbasis( Algebrawithone( Rationals, ... ), [ [ [ 1, 0 

], [ 0, 1 ] ] ] ) 

 
Видно, що базис централізатора складається лише з одиничної матриці. 

Зведення до діагонального вигляду є неможливим. Складаємо алгебру з 

одиницею, породжену початковими матрицями: 

 
gap> # алгебра з одиницею, породжена даними матрицями 

gap> A:= Algebrawithone( Rationals, [B2, B3] ); 

<algebra-with-one over Rationals, with 2 generators> 

gap> b:=Basis( A ); 

Basis( <algebra-with-one of dimension 3 over Rationals>, ... ) 

gap> Display(b); 

Basis( Algebrawithone( Rationals, [ [ [ 1, 0 ], [ 1, 2 ] ], [ [ 

7, 4 ], [ -7, -4 ] ] ] ),  

[ [ [ 1, 0 ], [ 0, 1 ] ], [ [ 0, 0 ], [ 1, 1 ] ], [ [ 0, 1 ], [ 

0, -1 ] ] ] ) 

 

Ранг алгебри  дорівнює 3, умова )( vB 2r n  виконується. Зведення до 

трикутного вигляду є можливим. Обчислюємо радикал алгебри: 

 
gap> # радикал алгебри 

gap> R:= Radicalofalgebra( A ); 

<algebra of dimension 1 over Rationals> 

gap> Display(R); 

Algebra( Rationals, [ [ [ 1, 1 ], [ -1, -1 ] ] ] ) 

 

Одержуємо базис радикала: 
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1 1

1 1
G

 
    

. 

 

Ця матриця відрізняється від матриці, знайденої в підрозділі 3.3, 

множником 0,25. Подальше розв’язання прикладу збігається з розв’язанням, 

наведеним у підрозділі 3.3. 

Розв’язання прикладу 3.5. 

Спочатку для матриць B1 і B2 знаходимо централізатор, тобто загальний 

розв’язок рівнянь (2.5). Відповідний фрагмент діалогу із програмою GAP 

такий: 

 

gap> B1:=[ [ 1, 0, 4 ], [ 0, 2, 0 ], [ 0, 0, 5 ] ];; 

gap> B2:=[ [ 3, -1, 0 ], [ -1, 3, 0 ], [ 0, 0, 4 ] ];; 

gap> 

gap> A:= Centralizer(Fullmatrixalgebra(Rationals, 2), [B1, B2]); 

<algebra-with-one of dimension 1 over Rationals> 

gap> b:=Basis( A ); 

Semiechelonbasis( <algebra-with-one of dimension 1 over 

Rationals>, ... ) 

gap> 

gap> Display(b); 

Semiechelonbasis( Algebrawithone( Rationals, ... ), [ [ [ 1, 0, 

0 ], [ 0, 1, 0 ], [ 0, 0, 1 ] ] ] ) 

 

Одержуємо, що базис централізатора складається з одиничної матриці. 

Отже, зведення до блочно-діагонального вигляду є неможливим. 

Далі знаходимо алгебру з одиницею )( vB , породжену початковими 

матрицями. 

 

gap> # алгебра з одиницею, породжена даними матрицями 

gap> A:= Algebrawithone( Rationals, [B1, B2] ); 
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<algebra-with-one over Rationals, with 2 generators> 

gap> b:=Basis( A ); 

Basis( <algebra-with-one of dimension 7 over Rationals>, ... ) 

gap> Display(b); 

Basis( Algebrawithone( Rationals, [ [ [ 1, 0, 4 ], [ 0, 2, 0 ], 

[ 0, 0, 5 ] ], 

  [ [ 3, -1, 0 ], [ -1, 3, 0 ], [ 0, 0, 4 ] ] ] ), [ [ [ 1, 0, 0 

], [ 0, 1, 0 ], [ 0, 0, 1 ] ], 

  [ [ 0, 0, 1 ], [ 0, 1/4, 0 ], [ 0, 0, 1 ] ], [ [ 0, 1, 0 ], [ 

1, 0, 0 ], [ 0, 0 , -1 ] ], 

  [ [ 0, 0, 0 ], [ 1, 0, -4 ], [ 0, 0, 3 ] ], [ [ 0, 0, 0 ], [ 

0, 1, 0 ], [ 0, 0, 0 ] ], 

  [ [ 0, 0, 0 ], [ 0, 0, 1 ], [ 0, 0, -3/4 ] ], [ [ 0, 0, 0 ], [ 

0, 0, 0 ], [ 0, 0, 1 ] ] ] ) 

 

Ми одержали, що ранг (розмір) алгебри )( vB  дорівнює 7, тобто 

умова  виконується. Зведення до блочно-трикутного вигляду є 

можливим. 

2r n

Базис алгебри складається з таких семи матриць: 
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Знаходимо радикал алгебри: 

 

gap> # радикал алгебри 

gap> R:= Radicalofalgebra( A ); 
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<algebra of dimension 2 over Rationals> 

gap> Display(R); 

Algebra( Rationals, [ [ [ 0, 0, 3/4 ], [ 0, 0, 1 ], [ 0, 0, 0 ] 

], [ [ 0, 0, -1 ], [ 0, 0, 0 ], [ 0, 0, 0 ] ] ] ) 

 

Отже, базис радикала — це дві матриці: 

 

(1)

0 0 3 / 4

0 0 1

0 0 0

G

 
   
 
 

, (2)

0 0 1

0 0 0

0 0 0

G

 
   
 
 

. 

 

Знаходимо Z-множину, яка є інваріантним підпростором відносно 

матриць {B}. Для цього потрібно розв’язати систему рівнянь 
(1)

(2)

,

.

G

G

 




ξ 0

ξ 0
 

Нехай , тоді в результаті розв’язання системи рівнянь одержуємо, що 

, а  — вільні змінні, тобто одержуємо той розв’язок, який 

зазначено в підрозділі 3.4. 

 
   
  

ξ

й0  

 

3.8. Підвищення ефективності алгоритму 

 

При виконанні розрахунків з ієрархічної декомпозиції для розв’язання 

практичних задач довелося використовувати подвійну точність. Виникли 

також проблеми при спробі виконати наближену декомпозицію, аналогічну 

виконаної в 3.3. 

Причину недостатньої ефективності існуючого алгоритму пов’язано з 

таким: незважаючи на те що поняття лінійної незалежності є якісним 

(залежними або незалежними є вектори), з обчислювальної точки зору ця 
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незалежність може проявлятися більш-менш чітко. Наприклад, два вектори 

на площині, розташовані під гострим кутом один до одного будуть лінійно 

незалежними, якщо цей кут не дорівнює нулю. Але коли кут є порівняно 

малим, комп’ютерна програма, що працює з обмеженою точністю, може 

визнати ці вектори за лінійно залежні. 

В існуючому алгоритмі при складанні алгебри, породженої даними 

матрицями, проводяться багаторазові перевірки лінійної залежності матриць. 

Перевіряється сукупність «передбачуваного базису» і додаткової матриці. 

При цьому відсутність ортогоналізації й нормування елементів 

«передбачуваного базису» призводить до нагромадження похибок і до 

можливих помилок. Тут nn-матрица розглядається як вектор довжиною n2. З 

іншого боку сама перевірка виконується за допомогою програми SLAU5 

(підрозділ 3.1), яка перетворює перші частини векторів «передбачуваного 

базису» в одиничні вектори довжини m, де m — це кількість векторів цього 

«базису». Для цих векторів властивість лінійної незалежності буде 

проявлятися більш чітко. Далі такий базис будемо називати поліпшеним. 

Тому в алгоритм слід внести таку зміну: після формування чергового 

варіанта «передбачуваного базису» і встановлення його лінійної 

незалежності за допомогою програми SLAU5, треба замінити ці вектори на 

ті, які використовувалися програмою як проміжний результат. Така зміна 

надасть також деяке збільшення швидкодії, оскільки операції з векторами, 

що містять багато нулів, будуть виконуватися швидше. 

Помітного скорочення часу роботи алгоритму можна досягти, якщо 

змінити порядок перегляду всіх можливих добутків матриць. Звичайна 

організація циклів тут не є ефективною тому що при додаванні нового 

елемента до базису процес треба починати заново з новою довжиною циклу. 

Отже, потрібно організувати перебір усіх можливих комбінацій індексів i та j 

від одиниць до деякого значення r, величина якого заздалегідь не відома. 

Змінений алгоритм складання алгебри матриць такий: 
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а) до матриць системи {Bk} додаємо матрицю B0 = E; 

б) вибираємо поліпшений базис у множині матриць, нові матриці 

базису позначаємо W1, W2, …, Wμ; 

в) обчислюємо добутки матриць WiWj. Якщо яке-небудь із них не є 

лінійною комбінацією матриць {Wk}, то приймаємо його новим елементом 

множини {Wk}. Докладніше: 

(i) уважаємо r : = μ; m : = 1; 

(ii) для значень i = 1, j = 1 виконуємо пункт (iv), після чого 

переходимо до пункту (vi); 

(iii) уважаємо i : = m, потім для всіх значень j від 1 до m – 1 

виконуємо пункт (iv), після чого переходимо до пункту (v); 

(iv) обчислюємо Z : = WiWj, перевіряємо лінійну залежність 

матриць W1, W2, …, Wr, Z. Якщо вони є лінійно незалежними, уважаємо 

r : = r + 1, Wr : = Z  і заміняємо базис множини {Wk} на поліпшений; 

(v) j : = m; потім для всіх значень i від 1 до m повторюємо виконання 

пункту (iv); 

(vi) m : = m + 1, якщо rm  , вертаємося до пункту (iii). 

У результаті одержуємо базис W1, W2, …, Wr алгебри з одиницею, 

породженої початковими матрицями {Bk}. 

На рис. 3.4 показано номери добутків матриць WiWj, що обчислюються 

відповідно до вищенаведеного алгоритму, і відповідні номери індексів i та j. 

 

 

Рис. 3.4. Послідовність обчислення добутків 
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хічної декомпозиції рівнянь із прямокутними 

матрицями коефіцієнтів 

нь із прямокутними матрицями 

коефіцієнтів будемо розглядати рівняння 

 

3.9. Проблема ієрар

 

Далі як приклад системи рівня

uxx BA  , (3.11)

що є а

до проблеми точної декомпозиції приводять до таких 

х матриць

 

налогічними (2.35). 

Різні підходи 

алгебраїчних задач. 

1. Одночасне зведення декількох квадратни  до блочно-

діагонального вигляду через перетворення подібності .
~ 1 SBSB ii

  При цьому 

потрібно одержати максимально можливу кількість блоків на головній 

Аналогічна задача, але для зведення до блочно-трикутного 

риці A і 

прямокутної (загалом кажучи) матриці B за допомогою перетворення 

 

діагоналі. 

2. 

вигляду. 

3. Зведення до блочно-діагонального вигляду квадратної мат

,ˆ;
~ 11 BHSBASSA    (3.12)

матриць A і B через перетворення (3.12) до блочно-

трику

 

де S і H — неособливі матриці відповідних порядків. 

4. Зведення 

тного вигляду. 
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задачі 

відповідно 1'), 2’), 3’)  й  4’). 

Схематично задачі 1) і 3) зображено на рис. 3.5а, задачі 2) і 4) — на 

рис. 3.5б. Задач і 3’) овідає р в, а 2’ рис. 3.5г. 

Розглядається також варіант декомпозиції, при якому поза 

діагональними блоками стоять малі числа. Позначимо ці 

ам 1’) відп ис. 3.5 )  й  4’) — 

 

а)  б)  в)  г)  

Рис. 3.5. Схематичне зображення перетворених матриць 

 

Як було зазначено вище, задачі 1), 2), 3)  й  1') вирішено, розроблено 

відповідні комп’ютерні програми й вирішено ряд прикладних

задач на сьогоднішній

 

. 

Список за ції 

я

 задач. Стан 

 день характеризує табл. 3.2. 

Таблиця 3.2

 різних систем 

дач точної декомпози

Декомпозиці

Варіанти декомпозиції 
квадратних матриць 

через перетворення 

подібності 

Зведення 

.
~ 1 SBSB ii

  

Зведення квадратної 

матриці A і 

прямокутної матриці B 

через перетворення 

.ˆ;
~ 11 HA  BSBASS 

 

Зв о 

діагонального 

вигляду 

(декомпозиція) 

едення д

блочно-
Задачу вирішено 

повністю 

Задачу вирішено 

повністю 
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Зведення до 

блочно-

трикутного 

вигляду 

(ієрархічна 

декомпозиція) 

Задачу вирішено, 

але розробляються 

нові обчислювальні 

алгоритми 

Задача в процесі 

розв’язання 

 

Це означає, що з теоретичних задач невирішеною залишилася лише 

задача ієрархічної декомпозиції рівнянь (3.11) й інших, аналогічних цим. 

Розглянемо це питання докладніше. В окремому випадку, коли 

матриця B є квадратною (m = n) і неособливою можна вибрати 

перетворення (3.12) з такою матрицею S, яка приводить матрицю A до 

жорданової форми: S = v(A). При цьому H = B –1S. Тоді система розпадеться 

на блоки, відповідні до жорданових блоків матриці A. При матриці A простої 

структури виходять окремі рівняння першого порядку. 

Однак матриця B, як правило, є прямокутною. Отримано таку умову 

зведення матриць системи (3.11) перетворенням (3.12) до блочно-трикутного 

вигляду із двома (як мінімум) блоками на головній діагоналі, що мають 

розміри n1  n1 і n2  n2 для матриці A
~

; m1 × n1 і m2 × n2 для матриці B̂ . 

Будемо розрізняти загальну постановку задачі редукції й редукцію до 

невироджених підсистем. У першому випадку перетворення вважається 

успішним, якщо n2 + m2 < n + m. Другий випадок відрізняється додатковою 

умовою: n2  0, m2  0 

Теорема 3.9. Для можливості редукції до невироджених підсистем 

рівнянь (3.11) через заміну змінних (3.12) необхідним і достатнім є існування 

нетривіальних підпросторів  При цьому Lx є інваріантним 

відносно A: ALx  Lx і виконується умова BLu  Lx. 

,n
x uL L  .m
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Д о в е д е н н я . 

А. Необхідність. Нехай матриці 1A S AS  й 1B̂ S BH  мають блочно-

трикутний вигляд. Нехай Y — підпростір простору , що складається з 

векторів вигляду , де 

n

 
  
 

x
y

0
1nx  . Із правил перемножування матриць 

випливає, що підпростір Y є інваріантним відносно A y

z y

: . При 

переході до іншого базису властивість інваріантності зберігається. У такий 

спосіб Lx складається з усіх векторів вигляду  Тоді 

Y A  y

,S y

Y

.Y

1
1x xL A SA SA  z z y S S   S y Ly 1. Тут A Y yy . 

Аналогічним чином визначимо підпростір V  n, що складається з 

векторів вигляду , де 
 

  
 

w
v

0
1mw  ˆ. Оскільки матриця B  є блочно-

трикутною, одержуємо: ˆ .BV  Y  Нехай uL  складається із усіх векторів 

вигляду: Hq v . Тоді з 1B̂ S BH  випливає: 

. Тут 1ˆH H   2
ˆ

u uS L v yL B  q q SB SBv 2
ˆ .B Y vy  

Б. Достатність. Нехай існують нетривіальні підпростори Lx і uL , що 

задовольняють умовам теореми. Уведемо позначення:  
11 2, , ..., ns s s  — базис 

підпростору Lx, а  
1  1, ..., n s ns  — його доповнення до базису всього nC . 

Перетворення подібності 1A S AS  для матриці A з матрицею 

перетворення S, стовпцями якої є вектори  nss  ..., ,1 , відповідає переходу до 

іншого базису. З формули 1A S AS  випливає AS SA  . Далі: 

 

1

, 1,
n

r kr k
k

A a r


 s s n , (3.13)

 

де  — елементи матриці kra A . 
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Умова інваріантності підпростору Lx означає, що кожний з елементів 

базису  
11 2, , ..., ns s s  після множення на матрицю A залишається в 

підпросторі Lx і тому є лінійною комбінацією елементів  
11 2, , ..., ns s s : 

 

1

1
1

, 1,
n

r kr k
k

.A a r


 s s n  (3.14)

 

Порівнюючи (3.13) і (3.14) з урахуванням лінійної незалежності 

векторів , одержуємо ,rs 0kra  1 1,k n n  , ці рівності виконуються при всіх 

11,r  n . Отже, відповідні елементи матриці A  дорівнюють нулю, тобто 

матриця має блочно-трикутний вигляд. 

Аналогічним чином з умови 1B̂ S BH  одержуємо ˆBH SB  й далі: 

 

1

ˆ , 1,m
n

r kr k
k

B b r


 h s ,  (3.15)

 

де  
11 2, , ..., mh h h  — базис підпростору Lu,  

1 1 1, , ..., m m mh h h

B̂

 — його 

доповнення до базису всього ,  — елементи матриці . mC ˆ
krb

З умови BLu  Lx одержуємо: 

 

1

1
1

ˆ , 1,m
n

r kr k
k

B b r


 h s ,  (3.16)

 

Порівнюючи (3.15) і (3.16) з урахуванням лінійної незалежності 

векторів , одержуємо  при rh 0krb 
1 1,k n n  , 11,r m . Отже, матриця B̂  

також має блочно-трикутний вигляд.  
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Тут, на відміну від попереднього випадку (підрозділ 7.2), немає 

алгоритму знаходження підпросторів Lx й uL . 

 

3.10. Висновки до розділу 3 

 
Вперше отримано необхідні й достатні умови існування такого 

перетворення подібності, що приводить одночасно кілька матриць до блочно-

трикутного вигляду. Розроблено алгоритм обчислення матриці цього 

перетворення. 

Вперше вирішено задачу про найкращу ієрархічну декомпозицію 

системи рівнянь через «перетворення еквівалентності», тобто через 

множення матриць коефіцієнтів зліва і справа на неособливі матриці для 

зведення початкових матриць до блочно-діагонального вигляду. 

На відміну від «звичайної» декомпозиції, в ієрархічній декомпозиції ще 

не вірішені такі задачі: 

- виявлення систем, близьких до таких, для яких ієрархічна 

декомпозиція є можливою; 

- узагальнення методу на системи рівнянь, до складу яких входять 

прямокутні матриці (див. підрозділ 2.11); 

- практичне застосування цих методів для нових прикладних задач. 

Можливим є також таке продовження робіт: задачі з 

несамоспряженими операторами, некомпактні групи симетрії. 

З погляду загальної алгебри цікавим є розповсюдження розробленого 

методу на випадок, коли матриці є заданими не над полем комплексних 

чисел, а над довільним кільцем. 
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РОЗДІЛ 4  

ГОЛОВНІ КООРДИНАТИ Й ФОРМИ КОЛИВАНЬ 

НЕКОНСЕРВАТИВНИХ СИСТЕМ 

 

У даному розділі розглянуто «ідеальний» випадок, коли систему 

рівнянь завідомо може бути приведено до окремих рівнянь. У цьому випадку 

за допомогою власних векторів матриці складено ефективні розрахункові 

формули для розв’язання задач оптимізації, аналізу форм коливань складних 

систем, для оцінки області притягання розв’язків, а також для аналізу 

макроекономічних систем. 

 

4.1. Зведення рівнянь руху неконсервативної системи до головних 

фазових координат 

 

Рівняння вигляду 

 

,321 0xxx  BBB   (4.1)

 

де ; Bi — квадратні дійсні матриці, не завжди приводяться до 

звичайних головних координат. Таке зведення є можливим у випадку, коли 

дві з матриць Bi  є симетричними, причому одна з них є додатно визначеною, 

а третя є лінійною комбінацією перших двох. У такому випадку зведення до 

діагонального вигляду перших двох матриць означає і зведення третьої. 

Виконати це перетворення, як правило, простіше, ніж застосувати загальну 

методику зведення системи рівнянь до максимально можливої кількості 

підсистем (див. розділ 2). Але результат у другому випадку вийшов би той 

самий: n окремих рівнянь другого порядку. 

nRx
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Лінійна залежність матриць не є необхідною умовою того, щоб 

рівняння приводилися до головних координат. Наприклад, матриці B1 = E, 

B2 = diag(1, 0, 0), B3 = diag(1, 2, 3) є лінійно незалежними й у той самий час 

мають діагональний вигляд. Відповідна система рівнянь уже зведена до 

головних координат. 

Приведемо рівняння (4.1) до нормальної форми Коші 

 

,uu A  mRu . (4.2)

 

Якщо А — матриця простої структури, то рівняння (4.2) через заміну 

змінних u = S  приводяться до окремих рівнянь першого порядку 

 

,k k   
k  mk ,1 . (4.3)

 

Тут S = v(A) — це матриця, стовпцями якої є власні вектори матриці А. 

Змінні k, як правило, є комплексними. Вони називаються головними 

(власними, нормальними) фазовими координатами. Розв’язки uk =  

рівнянь (4.3) — це головні коливання (головні рухи) досліджуваної системи. 

Загальний розв’язок рівнянь (4.2) має вигляд 

t
k

kec 
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1
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де аk — власні вектори матриці А; сk — вільні змінні, що залежать від 

початкових умов. Тому у випадку неконсервативної системи формами 

коливань називають власні вектори аk матриці А, а коефіцієнтами розподілу 
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амплітуд — елементи цих векторів (іноді — абсолютні величини цих 

елементів). 

 

4.2. Аналіз форм коливань неконсервативної коливальної системи 

 

Суттєво неконсервативними будемо називати механічні системи, у 

яких діють неконсервативні позиційні сили [13]. Багато практичних задач 

призводять до необхідності дослідження суттєво неконсервативних систем. 

До таких задач, наприклад, відноситься дослідження бічних коливань 

рейкових екіпажів [9], стійкості гнучких валів з регульованим числом 

обертів, нестійкості роторів у магнітнім полі [6]. В останні роки велику увагу 

приділено задачам стійкості пластин й оболонок, обтічних з великими 

надзвуковими швидкостями. Вони становлять інтерес у зв’язку з вібрацією 

обшивки сучасних літальних апаратів («панельний флатер») [6]. 

Лінеаризовані рівняння руху автономної суттєво неконсервативної 

системи записуються у вигляді 

 

0xxx  KHM  , (4.4)

 

де х — вектор-стовпець узагальнених координат; M, H, K — матриці 

порядку n з постійними дійсними елементами. Наявність неконсервативних 

позиційних сил обумовлює несиметричність матриці К. 

Перейдемо від системи рівнянь другого порядку (4.4) до системи 

рівнянь першого порядку. Уведемо вектор u з 2п компонентами: 

 











x

x
u


. (4.5)
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Уважаючи, що матриця М є неособливою і враховуючи (4.5), 

систему (4.4) запишемо так: 

 

uu B , (4.6)

 

де матриця В має 2п рядків і 2п стовпців і у вигляді блокової матриці 

записується так: 

 








 




0

11

E

KMHM
B , (4.7)

 

де E — одинична матриця. 

Частинний розв’язок рівняння (4.6) представимо в такий спосіб: 

 

te 0uu . (4.8)

 

Тоді вектор амплітуд u0 задовольняє рівнянню 

 

0uu  00 B , (4.9)

 

а власне число   визначається з характеристичного рівняння 

 

0 BE . (4.10)

 

Матриця В має дійсні елементи, тому коріння алгебраїчного 

рівняння (4.10) порядку 2n будуть або дійсними, або комплексно-

спряженими. Для дійсних коренів компоненти власного вектора розв’язку 

рівняння (4.9) будуть дійсними. Для комплексних коренів компоненти 
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власного вектора також будуть комплексними. Нехай нам відомо всі j  й u0j 

для деякої суттєво неконсервативної системи. Оскільки вектори u0j мають у 

загальному випадку комплексні компоненти, кожний з них можна зобразити 

набором радіус-векторів на комплексній площині. Тоді 2п радіус-векторів на 

комплексній площині, зображуючих компоненти одного власного коливання, 

утворюють єдину «зірочку» [15] у тому розумінні, що кути між радіус-

векторами не змінюються, а відносні значення модулів зберігають 

незмінними свої величини. Цю «зірочку» можна назвати формою власного 

коливання [15]. Під коефіцієнтами розподілу амплітуд для даного власного 

коливання будемо розуміти вектор 

 
T

1 2j 3 2( ,   ,  ,   ...,   )j jr r r rη nj , (4.11)

 

що складається з модулів комплексних компонентів вектора u0j, які у свою 

чергу є «нормованими» таким чином, що один з них дорівнює 1. 

Для визначення коефіцієнтів розподілу амплітуд необхідно знати 

власні числа матриці В та її власні вектори. Якщо рівняння складної 

динамічної системи вдається розділити на підсистеми, то для визначення 

власних чисел зручно використовувати матриці {Bj} отриманих підсистем. 

Це дозволяє заощаджувати машинний час й водночас уникнути 

нагромадження похибок у процесі обчислень. Покажемо, як матриці {Bj} 

можна використовувати для обчислення власних векторів матриці B 

коефіцієнтів початкової системи рівнянь. Зробимо лінійну заміну координат 

у рівняннях (4.6) 

 

u = Rw, (4.12)
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де R — матриця перетворення; w — вектор-стовпець узагальнених 

координат. Тоді нова матриця коефіцієнтів має вигляд 

 

 1
1diag , ..., mB R BR B B  . (4.13)

 

Нехай bkS — власний вектор матриці Bk, відповідний до власного 

числа , тобто виконується рівність kS

 

kSkSkSkB bb   . (4.14)

 

Оскільки Bk — блок матриці B
~

, що стоїть на k-м місці, 

вектор , що містить на k-м місці елементи вектора bkS, 

є власним вектором . З рівності 

 ) 0  ...0    0 ...0( kskS bc

B
~

kSkSBc  kSc~
 одержуємо 

 

)()(1
kSkSkSkSkSkS RRBBRR cccc  . (4.14')

 

Остання рівність означає, що вектор RckS є власним вектором 

матриці В. Таким чином, для знаходження власних векторів початкової 

матриці необхідно кожний з векторів розщеплених підсистем доповнити 

нулями й помножити на матрицю перетворення. 

Визначення власних чисел і векторів матриць — це складна 

обчислювальна задача. Нагромадження похибок при її розв’язанні нерідко 

призводить до неправильних результатів [7]. Тому контроль отриманого 

розв’язку є важливою складовою частиною розрахунків. Для цих цілей 

можна використовувати обчислення похибки 

 

00 aa A . (4.15)



199 
 

Якщо a — обчислений власний вектор матриці А, відповідний до 

власного числа  , то похибка N визначається як відношення норм 

 

a

aa 


A
N . 

 

Вираз для обчислення похибки у випадку комплексного власного 

вектора a має такий вигляд: 

 

     2 22 2
1 2

1 1

/ Re  Im
n n

i i i i
i i

N R R a a
 

    ,  (4.16)

 

де 

 

  aa ImImRe Re1  EAR , 

  aa ReImIm Re2  EAR . 

 

4.3. Стабілізація неконсервативних коливальних систем 

алгебраїчними методами 

 

При визначенні значень параметрів, що забезпечують максимальний 

запас стійкості складної динамічної системи, ефективним є застосування 

чисельних методів оптимізації [8, 11]. У цьому випадку при використанні 

першого наближення Ляпунова розглядається система звичайних автономних 

лінійних диференціальних рівнянь, яка в матричному вигляді записується 

так: 
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 xyx A , (4.17)

 

де ; y — вектор варійованих параметрів nRx  mRy . Потрібно 

мінімізувати функцію мети L(y), рівну найбільшій дійсній частини власних 

чисел матриці А(y): 

 

)(min y
y

L , i
i

L  Remax)(y . 

 

Обчислення функції мети часто є пов’язаним з визначенням власних 

чисел матриць порівняно високих порядків [11]. 

Розв’язання цієї задачі можна спростити, якщо при використанні 

методу якнайшвидшого спуска обчислювати градієнт функції мети за 

допомогою формули, що визначає чутливість власних чисел матриці до зміни 

елементів цієї матриці [10]: 

 

 *

*

i i
ji

j i i

A

y

y

 
    



y
b a

b a
. 

 

Тут * — знак ермітового спряження; ai — власний вектор матриці А(0), 

відповідний до власного числа i ; bi — власний вектор спряженої 

матриці , відповідний до власного числа ( )A 0 i . Якщо параметри {yj} 

входять у вираз  А(y) лінійно, тобто якщо ця матриця може бути 

представленою у вигляді: 

 

  0 1 1 2 2 m mA A y A y A y A    y  , (4.18)
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то матриці 
 

i
i

A
A

y





y

 може бути складеною до початку процесу оптимізації, 

а не обчислюватися на кожному кроці. Одержуємо формулу для обчислення 

градієнта: 

 

 
*
1 1

*
1 1 1

grad Re
m

kA
L

 
  

 

b a
y

b a
. 

 

Для визначеності вважаємо, що власні числа занумеровано в порядку 

спадання їх дійсних частин:  1Re Re 2,i i i n    . 

Певні труднощі виникають, якщо на черговому кроці оптимізації 

, а градієнти, що відповідають 12 ReRe  1Re  і 2Re , не збігаються (або, 

при комплексних власних числах, 2 1ReRe   , 3 1Re Re    і градієнти, що 

відповідають  і , не збігаються). 1Re 3Re

Тому при виконанні умови 21 ReRe   слід враховувати вплив 

другого власного числа (другої пари комплексно спряжених чисел) [2, 4]. Для 

цього необхідно вибрати таку довжину чергового кроку, щоб після нього 

виконувалася рівність 

 

12 ReRe  , (4.19)

 

якщо при цьому крок не буде перевищувати заздалегідь заданої 

величини kmax, а потім знаходити напрямок наступного кроку з урахуванням 

формули (4.19). Такий підхід на відміну від загальних яружних методів 

дозволяє не робити додаткові кроки, оскільки напрямок і місце розташування 

яру можна визначити, заздалегідь обчисливши чутливість величин 1Re  і 

 до зміни параметрів. 2Re
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Уведемо позначення. 

 

   Rei ia y y ;  0i ia a 0 ; 

j

j

j

i
ij yy

a
q









 Re ;  1 2i i i imq q qq  T
. 

 

Напрямок наступного кроку виконується уздовж прямої в (n+1)-

мірному просторі, обумовленої рівняннями 

 

1k y y q , 

10 1
TL a  q y . 

 

Тут k — довжина кроку, y  — початкова точка чергового кроку 

градієнтного методу. 

Геометрично питання про знаходження довжини кроку k позначає 

знаходження відстані до точки перетинання цієї прямої з гіперплощиною 

 

20 2
TL a  q y . 

 

Переносимо початок координат у початкову точку чергового кроку й 

одержуємо умову перетинання: . Звідси: 10 20 1 2 1( ) (a a k    q q q )

 

10 20

1 1 1 2

a a
k  




q q q q
, max0 kk  . (4.20)

 

На дальшому кроці виконується рівність a20 = a10. Залишилося 

перевірити: чи дійсно ця точка перебуває на дні «яру». Інший випадок 
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означає, що спуск у бік, протилежний градієнту однієї з 

функцій    1 2,a ay y  одночасно дає зменшення й інший функції (рис. 4.1). 

 

 

Рис 4.1. Взаємне розташування площин    1 2,a ay y . Жирною лінією 

показано функцію ( ) max ( )i
i

L  y y .  а). Нема «яру». б). «Яр» є. 

 

Переносимо початок координат у початкову точку чергового кроку. 

Робимо переміщення, відповідне до градієнта  функції 2q  2 2:a  y y q . 

Зміна величини  1a y  буде такою (використано лінійне наближення): 

 

 1 1 1
1

m

i i
i

a q y  



      1 2y q y q q . 

 

Звідси видно, що одночасне зменшення величин   1 2,a a y y  (тобто 

відсутність «яру») буде при 

 

1 2 0T q q . (4.21)

 

А якщо ні, то необхідно спускатися вздовж многовиду, відповідного 

перетинанню гіперплощин; 10 1
TL a   q y   і  10 2

TL a   q y   ( )k  y y y . 

Для цього записуємо умову перетинання гіперплощин у просторі 

параметрів: 
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1

0
m

i i
i

y


  ; iii qq 21  . 

 

За допомогою методу множників Лагранжа одержуємо новий напрямок 

якнайшвидшого спуска: 

 

 1    q q δ , 1
T

T
  

δ q

δ δ
. (4.22)

 

При m рівному 2, ці міркування легко проілюструвати (рис. 4.2). 

 

 

Рис. 4.2. Напрямок найшвидшого спуска у випадку власних чисел з 

однаковою дійсною частиною 

 

Як приклад розглянемо систему вигляду (4.17), де 

 

1 2

2 1

1 2

0
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0 0 1
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Початкове значення вектора змінних y(0) = (3; 4). При цьому власні 

числа дорівнюють , 51  02  , 53  . Функція мети . 

Власні вектори: q1 = (0,6; 0,8)T, q2 = (– 1; 0,5)T. Довжину кроку k визначимо за 

формулою (4.20): k = 4,16. Одержуємо нове значення вектора змінних 

( ) max Re 5i
i

L  y 

 

 (1) (0)
1 0,5; 0,667k

  y y q , 

 

при яккому , 843,021  3 0,843   , L = 0,843, а значення векторів q1 і q2 

залишаються колишніми. Оскільки умова (4.21) не виконується, складаємо 

вираз (4.22): 

 

6,11  ; 3,02  ; 12 6,1
3,0

1
yy  . 

 

Тоді, вибравши 
67,3

4,0
k , на дальшому кроці одержуємо 

 

733,01  ; 467,02  ; 3 0,733   , L = 0,733. 

 

Слід зазначити, що застосування яружних методів дозволяє не лише 

прискорити процес оптимізації, але і знайти місце розташування «яру», у 

якому перебуває область значень параметрів, близьких до оптимальних. 

Розрахунки по оптимізації параметрів електровозу наведено в 

підрозділі 5.6. 

До оптимізації параметрів в аналогічних випадках можливим є й інший 

підхід, пов’язаний з розв’язанням на кожному кроці допоміжної задачі 

лінійного програмування: 
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min L, 

Re ( 1, ),i iL i   q y r  

max max ( 1,jk y k j r    ). 

 

Тут r — кількість власних чисел, дійсні частини яких є близькими до 

максимального значення. Якщо є необхідність враховувати обмеження на 

параметри, то додається ще кілька відповідних нерівностей. 

Можна використовувати також похідні другого порядку. Формула для 

обчислення виводиться аналогічно формулам теорії збурювань [10, 12]. 

Приведемо остаточний результат для випадку простих елементарних 

дільників матриці А. Нехай вектори ai і bi  є нормованими так, що bi
*ai = 1, 

тоді 
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, (4.23)

 

де ( ) *i
k s k i sA A b a  (див. вираз (4.18)). 

За допомогою других похідних можна застосовувати метод Ньютона, 

що дає швидку збіжність. У цьому випадку ітерації ведуться за схемою 

 

1( 1) ( ) ( ) ( )( ) ( )k k n kL L
     

ky y y y , 

 

у якій  — градієнт; ( )L y
1

( )
m

i

L
L

y

     
y ; ( )L y  — матриця других похідних 

(матриця Гессе): 
2

1

( )

m

i j

L
L

y y

        
y . 
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Розглянемо випадок, коли спектр матриці складається із двох частин: 

одна частина спектра є розташованою поблизу уявної осі, інша містить власні 

числа з великою за абсолютною величиною від’ємною дійсною частиною 

(рис. 4.3). Тоді має сенс скористатися запропонованим в [1] (§ 3.6) способом 

виділення власних чисел з максимальною дійсною частиною. Він дозволяє 

знайти допоміжні прямокутні матриці S і S1 такі, що власні числа матриці 

низького порядку  збігаються з першою частиною спектра 

матриці А. 

ASSA 11 

Матриці S і S1 знаходяться за допомогою ітераційного алгоритму, що 

полягає в одночаснім використанні конформного перетворення ze , у 

результаті якого власні числа з максимальною дійсною частиною стають 

найбільшими за абсолютною величиною, і степеневого методу, що виділяє 

найбільші за абсолютною величиною власні числа зі своїми векторами. 

 

 

Рис. 4.3. Розташування власних чисел на комплексній площині 

 

Нехай S і S1 — відповідні допоміжні матриці, знайдені для 

А0 (див. (4.18)). Перетворимо матрицю A(y): 

 

0 1 1( ) m mA A y A y A     y   SASA ii 1,  . 
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( ) ( 1)k k

 

Неважко довести, що для чергового кроку градієнтного методу можна 

скористатися отриманими матрицями низького порядку. Позначимо знайдене 

на певному кроці значення вектора y через y(k). 

Для дальшого кроку необхідно знову визначити матриці S і S1. 

Швидкий результат за допомогою ітераційного алгоритму можна одержати, 

якщо в якості початкового наближення використовувати власний вектор 

матриці A(y(k)), який можна приблизно обчислити за формулою, що визначає 

чутливість власного вектора матриці до зміни її параметрів. Розрахункові 

формули такі [10]: 

 

( )s sS f  a a y ; 
 


1

2 1

1
n

j j

j
s

A
f . 

 

Тут  — є власний вектор матриці ; n1 — його розмір; інші 

позначення є такими, як у формулі (4.23). За таким обчисленням другу 

частину спектра матриці  не враховуємо. Це є можливим, тому що 

відповідні множники 

( -1)a k (A ( -1)y k )

)( 1)( kA y

j
1

1

  є досить малими за абсолютною величиною. 

 

4.4. Оцінка області притягання розв’язку за допомогою власних 

векторів матриці першого наближення 

 

При дослідженні складних механічних систем запас стійкості нерідко 

характеризується величиною h = – L, де L=
kk

Remax , k  — власні числа 

матриці рівнянь першого наближення (див., наприклад, [11]). Природним є 

припущення про те, що при зміні параметрів механічної системи з метою 

збільшення числа h ми одночасно прагнемо збільшення області притягання 
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розв’язку. Задачу про одержання оцінки цієї області за допомогою числа h 

було поставлено В. А. Лазаряном і його співробітниками [11]. 

Розглянемо систему рівнянь 

 

 F(x)xx  A , (4.24)

 

де x — n-мірний дійсний вектор; А — постійна дійсна матриця порядку n; 

F(x) = [F1(x) F2(x) … Fn(x)]
т
 — вектор-функція, т — знак транспонування. 

Вважаємо, що функції Fk(x) є визначеними в деякій області D, що містить 

початок координат. Крім того, в області D виконується нерівність 

 

  1
) xxF M( , (4.25)

 

де M і   — додатні числа;  — евклідова норма: 
k

k

22
xx . Областю 

притягання нульового розв’язку для даної області D (відповідно до [5]) 

будемо називати таку область, в якій всі траєкторії, що починаються в її 

точках, існують при  t0  і прагнуть до початку координат при t . 

Розглянемо нормальну форму матриці [14], яка відрізняється від 

жорданової форми тим, що у відповідних місцях верхньої наддіагоналі 

замість одиниць розташовано числа  , відмінні від нуля. Нехай  — досить 

малі додатні числа (якщо матриця А має діагональну жорданову форму, то 

вважаємо  = 0). Тобто замість звичайних жорданових блоків 

використовуються такі блоки: 
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0 0

0 0

0 0 0

0 0 0

k

k

k

k

G

 
 




 
  

      
  
  

. 

 

Позначимо через B таку нормальну форму матриці А, а через Р — 

матрицю відповідного перетворення подібності, тобто B = P–1 AP. Матриця 

перетворення Р у цьому випадку складається із власних і приєднаних 

векторів. При цьому власні вектори визначаться, як звичайно, з рівності 

, а для відповідних приєднаних векторів замість рівностей (0) (0)
i iA b b

( ) ( )

i

( 1)j j j
i
 bi i iA b b , 1, ij m  використовуються рівності ( ) ( ) ( 1)j j j

i i i iA   bb b , 

1, ij m . Тут  — розмір k-го жорданового блоку. 1im 

Зробивши заміну змінних x = Pz в (4.24), одержимо 

 

 z  = Bz + Ф(z), (4.26)

 

де Ф(z) = P-1F(Pz). Для функції Ф(z) виконується нерівність 
 1

)( zzФ N , 

що є аналогічною нерівності (4.25), причому 
11N P M P
   . Тут у якості 

матричної норми потрібно використовувати матричну норму, погоджену з 

векторною нормою. Таку норму називають також підлеглою матричною 

нормою, або індукованою, або операторною нормою. Тому використовується 

«спектральна» норма матриці [16, 17], тобто найбільше з її сингулярних 

чисел (узагальнених власних чисел). У якості норми комплексного вектора 

використовуємо таку векторну норму: 
2 *

1

n

i i
i

z z


 z z z , де зірочка — знак 

ермітового спряження. 

Черговому блоку системи (4.26) відповідає підсистема 
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1

k

z

z

 

1

1 1 2

( ),

( ),

( ).
k k

k k k k k

k k k k k

k m k k m k m



   

 

  
   
           
  

z z z z

z z z

z z






 
 



 (4.26')

 

Розглянемо функцію 
2 * 1 * 1( )= = ( )V P x z x P x . Величина 

2
z  завжди є 

дійсною. Крім того матриця 1 * 1( )P P   є симетричною. Тому функція V(x) — 

це квадратична форма з дійсними коефіцієнтами. 

Виконаємо оцінку похідної одного доданка функції V(x) з 

урахуванням (4.26'): 

 

( ) ( ( )) ( (d
i i i i i i i i i i i i i i i idt z z z z z z z z z z z z            z z  )) 

2
2(Re( ) ) ( ) ( )i i i i i iz z z    z z . 

 

Позначимо: Re( ), max .i i h i      Вважаємо, що виконуються 

умови теореми Ляпунова про стійкість по першому наближенню й, отже, 

h > 0. Підсумувавши обчислені похідні, одержуємо: 

 

2 2

1

( ) (2(Re( ) ) ( ) ( ) ) 2( ) , ( ) ( ), .
n

i i i i i i i
i

V z z z h z  


       x z z z Φ z Φ z z

 

Тут 



n

i
iiba

1

,ba — скалярний добуток. 

Розглянемо останні два доданки. 

 

, ( ) ( ), , ( ) , ( ) 2Re( , ( ) ) 2 Re( , ( ) ) 2 , ( )     z Φ z Φ z z z Φ z z Φ z z Φ z z Φ z z Φ z . 
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Скориставшись нерівністю Коші — Буняковського й нерівністю 

 1
)( zzФ N , одержуємо: 

 

1 2
, ( ) ( ) N N

       z Φ z z Φ z z z z .
   

 

Тому: 

 

   2 2/ 2
2( ) 2 2 ( ) 2(( ) ) ( ).V h N h N h N V

           x z z z z z 
x  

 

Отже, при h|>|0 функція V(x) є функцією Ляпунова для системи (4.24) й 

виконується умова леми Ляпунова про асимптотичну стійкість в області G, 

що визначається нерівністю ( )h N
 0  z  , або 

 

 2/

( )
h

V
N

     
x


. (4.27)

 

При цьому функція V(x) є від’ємно-визначеною в області G. Область G 

являє собою внутрішність n-мірного еліпсоїда з центром на початку 

координат. Нехай . Для оцінки області притягання, згідно [5], 

потрібно знайти мінімум l функції V(x) на межі області 

DG 

 ; шуканою областю 

є множина, обумовлена нерівністю V(x) < l. У випадку DG   множина   

збігається з G, й область G (тобто множина, обумовлена нерівністю (4.27)) 

належить області притягання. 

Область G за допомогою нерівності (4.27) неважко визначити навіть 

для системи рівнянь високого порядку. Дійсно, всі обчислення тут зводяться 

до визначення власних чисел і канонічних базисів матриць. Це можна 
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здійснити за допомогою алгоритмів, що добре зарекомендували себе 

(наприклад, QR-алгоритма й метода зворотних ітерацій). 

Зрозуміло, що величину  потрібно вибирати з умови . Питання 

про найкращий вибір цієї величини вимагає окремого вивчення. 

δ δ h

Для випадку, коли матриця A має діагональну жорданову форму й 

область D є досить великою, отриманий результат можна сформулювати так: 

якщо для системи рівнянь (4.24) виконуються умови теореми Ляпунова про 

стійкість за першим наближенням, то будь-який розв’язок системи (4.24) з 

початковими умовами x(t0)=x0, що задовольняють нерівності 

 

 

 
2/

* 1
0 0 1

max Re kP P
P M P

  


  
   

1

1
x x






, 

 

(4.28)

 

прагне до нуля. Тут  — власні числа матриці А; Р — матриця, стовпцями 

якої є власні вектори матриці А; 

i

M  і   — константи нерівності (4.25). Це 

також є поліпшенням оцінки, отриманої в [3]. Отриману область 

позначимо G. 

Зауваження. Результати без зміни переносяться й на неавтономну 

систему рівнянь ( , )A t x x Φ z . 

Приклад 4.1. 

 

32 2s Hs s bs     0; 0;b   1 0H  . (4.29)

 

Таким рівнянням описано рух матеріальної точки під дією сили 

тяжіння по напрямній, зображеній на рис. 4.7, при наявності в’язкого тертя. 

Напрямну описано рівнянням  2 41

2
y s b

g
  s , де s — довжина дуги кривої. 
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s

Вважаємо, що маса матеріальної точки m = 1, а величина в’язкого тертя 

визначається за формулою опору 2P H   . 

 

 

Рис. 4.7. Приклад механічної системи 

 

Приведемо рівняння (4.29) до нормальної форми Коші, поклавши 

1 2;x s x  s

1 .

: 

 

1 2

2 1

,x x
3

22 2x x H



  




0 1

x bx





 (4.30)

 

Звідси 

 

1 2
A

H

 
 
 

  F x
 

;  
3
1

0
;

2bx

 
 
 

  1 2
2 .bF x x  

 

Знаходимо власні числа матриці А: 1,2 H iv    , де . Тому 

 (при H < 1). Складаємо матрицю P із власних векторів 

матриці A і обчислюємо 

2 1v   2H

Hmax Re
k

h    k

P1 : 
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1 1

;P
H iv H iv

 
      

 
1

.
2

v Hi i
P

v Hi iv
   
   

1  

 

Далі користуємося формулою (4.28). Обчислюємо вектор 1Pz x . 

Одержуємо: 1 2

1 2

( )1
( )2

v Hi x ix

v Hi x ixv

  
    

z  . Звідси ліва частина нерівності (4.28) 

дорівнює:  * 1 2
0 0 1 1 22

1
( 2

2
P P x Hx x x

v
      1x x z z 2

2 ) . 

Спектральна норма матриці P — це найбільше з її сингулярних чисел, 

якими є квадратне коріння власних чисел матриці P P . Обчислюємо: 

2

2

2 2 2

2 2 2

H Hvi
P P

H Hvi
  

   

1,2 2 2

 . Власні числа цієї матриці дорівнюють: 

H   . Звідси: 2(1 H)P   . Таким самим шляхом знаходимо 

1 1

2

H
P

v
 

 . Підставивши ці величини в (4.28), одержуємо: 

 

3
2 2
1 1 2 2 2

2
2 (1 )

Hv
x Hx x x

b H
  


. 

 

На рис. 4.8 зображено область G для випадку H = 0,5; b = 1. Рівняння 

межі області в цьому випадку має вигляд: 

 

2 2
1 1 2 2 0,0722x x x x   . 

 

З фізичних міркувань зрозуміло, що при нульовій початковій 
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0швидкості  згасання коливань буде забезпечено у випадку, коли 

початкове положення 

 0s 

 0s  матеріальної точки буде між максимальними 

значеннями функції  21

2
y s b

g
  4s  (рис. 4.7), тобто коли буде виконуватися 

нерівність: 

 

  1
0 .

2
s

b
  (4.31) 

 

Хрестиками на рис. 4.8 позначено границі значень s(0) з 

нерівності (4.31). 

 

 

Рис. 4.8. Результати розв’язання прикладу 

 

Приклад 4.2. 

 

2.x x x    

 

Це рівняння має розв’язок:     ,exp1 000

0

ttxx

x
x


  звідки видно, що 
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розв’язок безперервно прагне до нуля лише при .10 x  

Одержимо оцінку за допомогою нерівності (4.28). Тут 

  112
1

 xxxF , тому M = 1,   1. Оскільки рівняння має перший 

порядок, вважаємо s = 1. У підсумку одержуємо  інакше ,12
0 x .10 x  

Отже, гідністю запропонованих оцінок (4.27) і (4.28) є їхня порівняльна 

простота й застосовність до системи досить високого порядку, недоліком — 

те, що сама оцінка може вийти заниженою [3]. 

 

4.5. Висновки до розділу 4 

 

Удосконалено способи зведення рівнянь руху неконсервативної 

коливальної системи до головних фазових координат й аналізу форм 

коливань такої системи. Удосконалено способи стабілізації 

неконсервативних коливальних систем методами теорії чутливості. 

Отримано нову оцінку області притягання розв’язку. 
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РОЗДІЛ 5  

РОЗЩЕПЛЕННЯ РІВНЯНЬ ОБУРЕНОГО РУХУ РЕЙКОВИХ 

ЕКІПАЖІВ 

 

У даному розділі розглянуто застосування викладених вище методів до 

рівнянь руху рейкових екіпажів. Ці системи є прикладами механічних систем 

з позиційними неконсервативними силами [1, 6, 12, 13, 14, 15]. 

Рівняння руху рейкових екіпажів зазвичай складаються як рівняння 

Лагранжа II роду 

 

– ,i
i i i i

d T T
Q

dt q q q q

   
  

    
 

 

де П — потенційна енергія, що є квадратичною формою координат; Т та Ф — 

кінетична енергія й функція розсіювання, що є квадратичними формами 

швидкостей; {Qi} — горизонтальні сили, взаємодії коліс і рейка, що 

виникають у результаті псевдоковзання. 

Нерідко складні механічні системи характеризуюьбся наявністю сил, 

що лінійно залежать від координат і мають кососиметричну матрицю 

коефіцієнтів. Такі сили називають суттєво неконсервативними, або 

неконсервативними позиційними, циркуляційними силами, силами 

радіальної корекції, властиво неконсервативними силами, 

псевдогіроскопічними, силами обмеженого демпфірування тощо. 

Якщо механічна система містить такі сили, то при використанні груп 

симетрії слід розглядати вже не інваріантність відповідних квадратичних 

форм, як це іноді робиться, а інваріантність матриць коефіцієнтів системи. 

Природно, що при цьому група симетрії, яка допускається консервативними 

силами, звужується. 
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Дослідження стійкості руху рейкових екіпажів ускладнено наявністю 

сил псевдоковзання (сил крипу), що є сумою дисипативних і суттєво 

неконсервативних сил (див. Лазарян В. А. [13]). При коченні колеса по рейці 

виникає явище псевдоковзання, викликуване місцевими деформаціями рейки 

й колеса в зоні контакту. Це пояснюється тим, що візок рейкового екіпажа, 

що поєднує дві (іноді три) колісні пари з конічними колесами, не може 

рухатися без «прослизання», коли вон є зміщеним щодо положення 

рівноваги. Виникаючі при цьому сили, згідно з теорією Картера, вважають 

пропорційними відносним «прослизанням» [13, 18, 19]: 

 

Qi = – Fεi, 

 

де εi — відносне «прослизання», відповідне до узагальненої координати qi; F 

— коефіцієнт, обумовлений експериментально й називаний коефіцієнтом 

псевдоковзання. 

Розглянуто застосування теорії груп до розрахункових схем 

чотиривісного й восьмивісного рейкових екіпажів з одинарним ресорним 

підвісом, а також до розрахункової схеми тепловоза трохи незвичайної 

конструкції. 

Питання практичного застосування методів теорії груп розглянуто на 

прикладі розрахункових схем рейкових екіпажів. Ці системи 

характеризуються високим порядком матриць коефіцієнтів. Для них 

характерним є також наявність неконсервативних сил псевдоковзання, 

завдяки яким матриці коефіцієнтів стають несиметричними. Усе це викликає 

певні труднощі як при складанні груп симетрії, так і при виконанні 

обчислень. 
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5.1. Декомпозиція рівнянь руху чотиривісного вагона з подвійним 

ресорним підвісом 

 

Розглянемо застосування методу комутуючої матриці до системи 

рівнянь, що описує рух чотиривісного вагона з подвійним ресорним 

підвісом (рис. 5.1). Рівняння, що представляють інтерес із погляду стійкості 

руху, становлять систему зв’язаних рівнянь 34-го порядку: 

 

.A B C  x x x  0  (5.1)

 

Тут вектор x складається з таких елементів: 

 

, y, ψ, 1, 2, y1, y2, ψ1, ψ2, y11, y12, y21, y22, ψ11, ψ12, ψ21, ψ22, 

 

де , y, ψ — переміщення кузова; i, yi, ψi — переміщення рами i-го візка; yij, 

ψij — переміщення колісної пари з номером ij, i = 1, 2; j = 1, 2 (рис. 5.1). 

Змінні ψ, ψi, ψij — це кути поворотів у горизонтальній площині. 

Ненульові елементи матриць A, B та C такі: 

 

a11 = Jx; a22 = m; a33 = Jz; a44 = a55 = Jx1; a66 = a77 = m1; a88 = a99 = Jz1; 

a10 10 = a11 11 = a12 12 = a13 13 = m11; a14 14 = a15 15 = a16 16 = a17 17 = Jz11; 

b11 = 4 0 + 4h21; b12 = b21 = – 4h1; b14 = b15 = b41 = b51 = –2 0; 
2

1b 2
1b

b16 = b17 = b61 = b71 =2h1; b22 = 41; b26 = b27 = b62 = b72 = – 21; b33 = 4l21; 

b36 = b63 = –2l1; b37 = b73 = 2l1; b44 = b55 = 2 0 + 4 2; b66 = b77 = 21; 
2

1b 2
1b

b10 10 = b11 11 = b12 12 = b13 13 = 2F/V; b14 14 = b15 15 = b16 16 = b17 17 = 2F /V; 2
1d

c11 = 4 k0 + 4h2k1; c12 = c21 = – 4hk1; c14 = c15 = c41 = c51 = – 2 k0; 
2

1b 2
1b

c16 = c17 = c61 = c71 =2hk1; c22 = 4k1; c26 = c27 = c62 = c72 = – 2k1; c33 = 4l2k1; 
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c36 = c63 = – 2lk1; c37 = c73 = 2lk1; c44 = c55 = 2 k0 + 4 k2; c66 = c77 = 2k1 + 4k3; 

2
1b 2

1b

c6 10 = c6 11 = c7 12 = c7 13 = c10 6 = c11 6 = c12 7 = c13 7 = – 2k3; 

c88 = c99 = 4a2k3 + 4 k4; c8 10 = c9 12 = c10 8 = c12 9 = – 2ak3; 
2

1b

c8 11 = c9 13 = c11 8 = c13 9 = 2ak3; 

c8 14 = c8 15 = c9 16 = c9 17 = c14 8 = c15 8 = c16 9 = c17 9 = – 2 k4; 
2

1b

c10 10 = c11 11 = c12 12 = c13 13 = 2k3; c10 14 = c11 15 = c12 16 = c13 17 = – 2F; 

c14 = c15 15 = c16 16 = c17 17 = 2 k4; c14 10 = c15 11 = c16 12 = c17 13 = 2Fd1/r. 2
1b

 

Через m і J з відповідними номерами й індексами позначено маси й 

моменти інерції кузова, візків і колісних пар; βi й ki — коефіцієнти в’язкості 

демпферів і твердості пружин, наведених на малюнку; V — швидкість руху; 

2μ  й  r — конічність і радіус круга катання колеса; h — відстань від центру 

мас кузова до площини, що проходить через верхні точки пружин 

центрального підвісу. Інші геометричні розміри зазначено на рис. 5.1. 

Спочатку було розглянуто конструкцію рейкового екіпажа із пружно-

дисипативними зв’язками між рамами візків і кузовом. 

 

 

Рис. 5.1. Чотиривісний вагон із подвійним ресорним підвісом 
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Загальний розв’язок системи (2.26) має вигляд: 

 

Z = 17 + , 

0 0 0

0 0 0

0 0 0
,

1 1

1 1

0 0

0 0

0 0

D

0

 
 
 
 
   
 

 
 
  

 

 

де   і   — довільні числа. При  = 0  і   = 1 власні числа матриці Z такі: 

λ1 = 2; λ2 = λ3 = … = λ17 = 0. Тому початкова система рівнянь розпадається на 

дві підсистеми, що складаються із 1-го й 16-ти рівнянь. Власні вектори блоку 

 такі: s1 =  і s2 = . Тому S = . Далі: 

.  Отже, заміна змінних така; 

* 1 1

1 1
D

 
  

1 1 1
0,5

1 1
S   

 








1
1






1
1 1 1

1 1

 
 

 

 

 

q4 = 
2

1 (1 + 2),  q5 = 
2

1 (1 – 2). 

 

За допомогою цієї заміни змінних початкову систему 34-го порядку 

може бути наведено до двох підсистемам 32-го й 2-го порядків. При цьому 

рівняння 2-го порядку, відповідне змінної q5, не бере участь у дослідженні 

стійкості руху й може бути відкинуто. 

Отримані підсистеми розщепити далі є неможливим. Це випливає з 

того, що відповідні комутуючі матриці є кратними одиничним матрицям. 

Відповідно до теорем розділу 2, отриманий результат означає, що для даної 
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системи рівнянь знайдено максимально можливу кількість незалежних 

підсистем. 

У випадку відсутності пружно-дисипативних зв’язків, що 

перешкоджають поворотам рам візків щодо кузова, отримано підсистеми 

другого, чотирнадцятого й вісімнадцятого порядків. Ці рівняння збігаються з 

тими, що використано в [15] (там інакше пронумеровано узагальнені 

координати). У рівняння, що представляють інтерес із погляду стійкості його 

незбуреного руху, входять шістнадцять узагальнених координат qi: 
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При обраних узагальнених координатах рівняння розщеплюються на 

дві незалежні підсистеми: 
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 (5.2)
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 (5.3)

 

Значення коефіцієнтів цих систем рівнянь наведено в [15] (с. 167-168). 

Для кожної з підсистем з матрицями 7-го й 9-го порядків було 

виконано розрахунки із знаходженню централізатора матриць (програма 

CENTER). І перший, і другий розрахунки для кожної з систем показали, що 

подальше спрощення систем є неможливим. Виходить, що для розглянутої 

математичної моделі вибір узагальнених координат, виконаний на 

інтуїтивному рівні, є найкращим. Новим фактом тут є доведення того, що 

подальше спрощення систем є неможливим. 

У наступних підрозділах застосовано запропонований вище підхід у 

комбінації з використанням інформації щодо симетрії розрахункової схеми. 

Було складено програму ALG [7, 8], що реалізує метод зведення 

матриць до блочно-трикутного вигляду. Текст програми ALG наведено в 

додатку Г.  

Для перевірки програми було підготовлено тестовий приклад матриць 

7-го порядку, що мають приблизно такий самий вигляд і такі самі порядки 

коефіцієнтів, що й у задачах з дослідження стійкості руху рейкових екіпажів. 

За допомогою програми ALG вдалося одержати результат лише при 
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розрахунках з подвійною точністю. Результат є позитивним: матриці 

приводяться до блочно-трикутного вигляду із блоками на головній діагоналі 

6-го й 1-го порядків. 

Далі було розглянуто математичну модель рейкового екіпажа (5.2), 

(5.3). 

Для кожної з підсистем з матрицями 7-го й 9-го порядків було 

виконано розрахунки за програмою ALG. І перший і другий розрахунки для 

кожної з систем показали, що подальше спрощення систем є неможливим.  

 

5.2. Поділ на підсистеми рівнянь обуреного руху восьмивісного 

вагона з несиметричним завантаженням 

 

При дослідженні стійкості руху восьмивісного напіввагона з 

несиметричним завантаженням беруться до уваги такі його 

координати (див. [15]): 

 

y, ψ, θк1, θк2, θс1, θс2, ψc1, ψc2, yбi, ψбi, ψi (i = 1, 2, 3, 4), 

 

де y, θ, ψ позначають відповідно бічний зсув і кути бічної хитавиці й 

виляння, індекси к1  і  к2  відносяться до частин кузова, сi — до сполучних 

балок,  бi — до бічних рам візків, i — до надресорних балок. 

Оскільки центр ваги кузова є зміщеним, то відбиття вагона щодо 

поперечної центральної площини з відповідними відбиттями візків уже не 

будуть перетворенням симетрії. Першим твірним елементом g1 групи 

симетрії є відбиття першої сполучної балки з візками щодо площини 

п’ятникового перетину й одночасне відбиття візків щодо їхніх поперечних 

площин симетрії, другим — аналогічне відбиття g2 другої сполучної балки. 
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Перетворення g1 і g2 можна розглядати окремо. При першому перетворенні 

координати змінюються так: 

 

с1 с1,     б1 б2,y y б2 б1,y y б1 б2,   б2 б1,   1 2 ,    2 1. 

 

Інші координати не змінюються. Таким чином, матриця перетворення 

координат T(g1) має вигляд: 

 

1 6 3

1 0 0 1
( )

0 1 1 0
g E E E2

     
         

    
   , 

 

де  й   — знаки прямих суми й добутку матриць, Ek — одинична матриця 

k-го порядку. Інваріантні підпростори зображень підгрупи G = {g1, е} 

визначаються власними векторами матриці T(g1), тому в цьому випадку 

можна не прибігати до загальної методики знаходження інваріантних 

підпросторів. 

 

Власні вектори блоку  такі: , 
0 1

1 0

 

 

 1

1

1

 
  
 

a 2

1

1

 
  

a . Це відповідає 

сумам і різницям координат yб1 і yб2, ψб1 і ψб2, ψ1 і ψ1. Власному числу  = – 1 

відповідають різниці цих координат і координата ψc1. Таким чином, рівняння 

для чотирьох координат виділяються в окрему підсистему. Рівняння для 

іншої сполучної балки також виділяються в окрему підсистему. Одержуємо 

такі множини узагальнених координат: 

 

ψc1, yб1 – yб2, ψб1 – ψб2, ψ1 – ψ2; (5.4)

 

ψc2, yб3 – yб4, ψб3 – ψб4, ψ3 – ψ4; (5.5)
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y, ψ, θк1, θк2, θс1, θс2, yб1 + yб2, yб3 + yб4, ψб1 + ψб2, ψб3 + ψб4, ψ1 + ψ2, ψ3 + ψ4. (5.6)

 

Системи рівнянь, що відповідають першій і другій множинам 

координат, відрізняються одна від одної лише коефіцієнтами 

псевдоковзання. Тому можна враховувати лише одну з них — ту, коефіцієнт 

псевдоковзання якої є меншим. Для симетрично завантаженого вагона група 

симетрії ширше. Діючи за загальною методикою [16], з’ясовуємо, що третій 

набір координат розбивається ще на дві частини: 

 

y, θк1 + θк2, θс1 + θс2, yб1 + yб2 + yб3 + yб4, 

ψб1 + ψб2 + ψб3 + ψб4, ψ1 + ψ2 + ψ3 + ψ4; 

(5.6а)

 

ψ, θк1 – θк2, θс1 – θс2, yб1 + yб2 – yб3 – yб4, 

ψб1 + ψб2 – ψб3 – ψб4, ψ1 + ψ2 – ψ3 – ψ4. 

(5.6б)

 

Отже, при симетричному завантаженню замість системи рівнянь 40-го 

порядку одержуємо дві однакові підсистеми 8-го і дві підсистеми 12-го 

порядку. 

При деяких спрощеннях розрахункова схема з симетричним 

навантаженням збігається з розрахунковою схемою, розглянутою в [9]. 

Рівняння для спрощеної розрахункової схеми розбиваються на такі самі 

підсистеми, причому подальший поділ на підсистеми вже є неможливим. Це 

випливає з того, що множина  для кожної з підсистем складається з 

матриць, кратних одиничної. 
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5.3. Вибір узагальнених координат локомотива із трьома візками з 

урахуванням симетрії його розрахункової схеми 

 

Розглянемо можливість визначення узагальнених координат 

дванадцятивісного локомотива типу ВЛ15 або ВЛ65, відповідних до симетрії 

їх розрахункових схем [5]. Зазначений локомотив має дві шостивісні секції, у 

кожній з яких кузов опирається на три двовісні візки (рис. 5.2). Перший й 

останній візки кожної секції мають ідентичну конструкцію ресорного підвісу, 

у якій відновлюючі сили при горизонтальному поперечному переміщенні 

візків щодо кузова забезпечуються колисковим ресорним підвісом, що також 

створюють відновлюючий момент при вилянні (повороти в горизонтальній 

площині) візків щодо кузова. Для того, щоб забезпечити значні горизонтальні 

переміщення середніх візків щодо кузова при проходженні кривих, кузов 

опирається на середні візки за допомогою хитних опор із пружними 

елементами. 

 

 

Рис. 5.2. Макет локомотива із трьома візками 

 
Розрахункову схему однієї секції локомотива зображено на рис. 5.3. 

Спочатку досліджуємо розрахункову схему без урахування сил 

псевдоковзання, а потім окремо проаналізуємо їхній вплив. Якщо не 

враховувати сили псевдоковзання, то перетвореннями симетрії будуть 
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відбиття вагона щодо площин Oxz і Oyz, поворот на 180 ° навколо осі Oz, 

відбиття візків щодо їхніх поперечних площин симетрії, а також різні 

комбінації цих перетворень. Якщо беруться до уваги пружні елементи, що 

перешкоджають поворотам візків у горизонтальній площині щодо кузова, то 

відбиття візків уже не будуть перетвореннями симетрії. 

 

 

Рис. 5.3. Розрахункова схема локомотива із трьома візками 

 

Початкові узагальнені координати локомотива, що відповідають 

прийнятій розрахунковій схемі, такі:  

 

x, y, z, , , , y1, y2, y3, z1, z2, z3, 1, 2, 3,1, 2, 3, 1, 2, 3, y11, y12, y21, y22, 

y31, y32, 11, 12, 21, 22, 31, 32, 

 

де x, y, z, , ,  — переміщення й кути повороту кузова, yi, zi, i, i, i — 

відповідні переміщення i-го візка (i = 1, 2, 3), yij і ij — відповідно бічний 

зсув і виляння j-ї колісної пари i-го візка (j = 1, 2, i = 1, 2, 3). Сили 

псевдоковзання, що діють на колісну пару, мають вигляд: 

 

Qyij = – 2Fv–1  + 2Fij, Q i j = – 2Fs2v–1
ijy ij  – 2Fsr–1yij, 

 



232 
де v — швидкість руху; F — коефіцієнт псевдоковзання, 2s — відстань між 

кругами катання коліс,  — конічність поверхні кочення колеса. Тут 

використано лінеаризовану (відповідно до теореми А. М. Ляпунова про 

стійкість за першим наближенням) залежність зміни радіуса колеса від його 

поперечного переміщення щодо рейки й лінійну теорію крипу. 

Обраним узагальненим координатам відповідає система 

диференціальних рівнянь 66-го порядку. Оскільки досліджувана система є 

симетричною, використовуємо теорію груп (як формалізований спосіб 

урахування симетрії) і знаходимо нові узагальнені координати. 

Сили псевдоковзання є не інваріантними відносно тих з, наведених 

вище перетворень, при яких змінюється орієнтація візків за напрямком руху, 

але інваріантними відносно інших перетворень. Наприклад, при відбитті 

першого візка відносно його поперечної площини симетрії координати, що 

входять у вираз узагальнених сил, змінюються так: 

 

y'
11 = y12, y

'
12 = y11, '

11 = – 12, '
12 = – 11, 

 

тут штрихом позначено нові координати. 

Відповідні зміни узагальнених сил такі: 

 

Q'
y11 = – 2Fv–1  – 2F12  Qy12, 12y

Q'
y12 = – 2Fv–1  – 2F 11  Qy11, 11y

Q'
11 = 2Fsv–1  – 2Fsr–1y12  – Q12, 12ψ

Q'
12 = 2Fsv–1  – 2Fsr–1y11  – Q11. 11ψ

 

Таким чином, у результаті залишаються лише ті перетворення, при 

яких не змінюється орієнтація візків за напрямком руху, а саме (група C2h): 
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g1 — дзеркальне відбиття всієї системи відносно площини Oyz і 

одночасне відбиття візків відносно їхніх поперечних площин симетрії; 

g2 — дзеркальне відбиття відносно площини Oxz;  

g3 — поворот усієї системи на 180 ° відносно осі Oz і одночасне 

відбиття візків відносно їхніх поперечних площин симетрії; 

g4 — тотожне перетворення. 

За наявностю додаткових пружних елементів залишаються лише 

перетворення g2 і g4. 

Отримана група має таку таблицю множення: 

 

 e g1 g2 g3   

e e g1 g2 g3   

g1 g1 e g3 g2  (g4 = e) 

g2 g2 g3 e g1   

g3 g3 g2 g1 e   

 

Незвідні зображення j(gi) цієї групи такі [16]: 

 

 e g1 g2 g3 

1 1 1 1 1 

2 1 – 1 1 – 1 

3 1 1 – 1 – 1 

4 1 – 1 – 1 1 

 

При дзеркальнім відбитті відносно площини Oyz і відбитті візків 

координати змінюються так: 

 

x΄ = – x, y΄ = y, z΄ = z, ΄ = – , ΄ = , ΄ = – , y΄1 = y3, y΄2 = y2, y΄3 = y1, 



234 





 100





 100





 100

z΄1 = z3, z΄2 = z2, z΄3 = z1, ΄1 = 3, ΄2 = 2, ΄3 = 1, ΄1 = 3, ΄2 = 2, ΄3 = 1, 

΄1 = 3, ΄2 = 2, ΄3 = 1, y΄11 = y31, y΄12 = y32, y΄21 = y21, y΄22 = y22, y΄31 = y11, 

y΄33 = y12, ΄11 = 31, ΄12 = 32, ΄21 = 21, ΄22 = 22, ΄31 = 11, ΄32 = 12. 

 

Штрихом позначено нові координати. Таким чином, матриця Т(g1) має 

вигляд: 

 

T(g1) = diag (– 1, 1, 1, – 1, 1, – 1, , , 

, , , 
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де diag (A, B, C, …) позначає блочно-діагональну матрицю із блоками A, 

B, C, …. 

В аналогічний спосіб складаємо матриці Т(g2), Т(g3), Т(g4). Далі 

обчислюємо проектори на інваріантні підпростори, відповідні незвідним 

зображенням. У разі одновимірних незвідних зображень використовується 

формула (2.27). Потім вибираються лінійно незалежні вектори-стовпці 

кожного з проекторів, з яких складаємо матриці перетворення S. 

Це відповідає таким наборам узагальнених координат: 

 

E1: z, (z1 + z3) / 2, z2, (1 + 3) / 2, 2; 

E2: x, ; (z1 – z3) / 2, (1 – 3) / 2; 
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E3: y, , (y1 + y3) / 2, y2, (1 + 3) / 2, 2, (1 + 3) / 2, 2, (y11 + y31) / 2, 

(y12 + y32) / 2, y21, y22, (11 + 31) / 2, (12 + 32) / 2, 21, 22; 

E4: , (y1 – y3) / 2, (1 – 3) / 2, (1 – 3) / 2, (y11 – y31) / 2, (y12 – y32) / 2, 

(11 – 31) / 2, (12 – 32) / 2. 

 

Кожному з цих наборів відповідає окрема система диференціальних 

рівнянь. 

За наявностю пружних елементів, що перешкоджають поворотам візків 

у горизонтальній площині відносно кузова, рівняння руху локомотива 

розділяються лише на дві підсистеми, перша з яких описується 

узагальненими координатами із множин E1 і E2 (або їх комбінаціями), а друга 

— іншими узагальненими координатами. 

Таким чином, систему диференціальних рівнянь 66-го порядку 

розділено на підсистеми 10-го, 8-го, 32-го й 16-го порядків (у другому 

випадку — 18-го й 48-го порядків). 

За допомогою методу комутуючої матриці доведено, що подальше 

спрощення отриманих підсистем є неможливим. 

 

5.4. Аналіз форм коливань восьмивісної цистерни 

 

Розглянемо восьмивісну цистерну, розрахункову схему якої 

представлено у вигляді механічної системи з 23-х твердих тіл: котла з 

«замороженою» рідиною, двох сполучних балок, чотирьох надресорних 

балок, восьми бічних рам і восьми колісних пар [10]. З урахуванням зв’язків, 

накладених на систему, число ступенів вільності дорівнює 27, вектор x 

узагальнених координат має вигляд 

 

 T

1 2 27,   x ,   ...,  xxx . (5.7)
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),

,23),

,

 

У системі діють такі сили псевдоковзання [10]: 

 

1 12 1

2

2 12 3

/ ( 12,15

/ ( 19

/ ( 24,27)

i i i

i i

i i i

Q f x h x v i

Q h x v i

Q f x h x v i





  

  
   





 (5.8)

 

де v — швидкість руху; fi й hi — деякі коефіцієнти [11]. У сили 

псевдоковзання входять неконсервативні позиційні й дисипативні 

складові [11]. 

Для спрощення розв’язання задачі зробимо лінійне перетворення 

координат так, щоб система лінійних диференціальних рівнянь, що описує 

рух восьмивісної цистерни, розділилася на підсистеми [11]. Згрупувавши 

зв’язані між собою рівняння, одержимо дві системи четвертого порядку, одну 

систему двадцять другого й три — восьмого порядку. Перші дві системи 

описують загасаючі коливання підскакування й галопування котла цистерни 

й галопування сполучних балок. 

Найбільший інтерес при розв’язанні питання про стійкість незбуреного 

руху становлять система двадцять другого порядку й три системи восьмого 

порядку. Визначення коефіцієнтів розподілу амплітуд початкової системи в 

цьому випадку полягає в знаходженні власних векторів матриці 

коефіцієнтів (4.7). Визначивши ці вектори, легко одержати коефіцієнти 

розподілу амплітуд вигляду (4.11). 

При розв’язанні повної проблеми власних значень матриць 

використання програми, що реалізує QR-алгоритм [17], викликало 

переповнення розрядної сітки ЕОМ. Це було обумовлено великим розкидом 

параметрів системи. Застосування програми AEGID, що реалізує QR-

алгоритм із подвійною точністю [146], дозволило уникнути переповнення й 

зробити обчислення до кінця. Однак перевірка похибки за формулою (4.16) 
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показала, що ряд власних векторів було обчислено зі значною похибкою 

(значення похибки досягало 1). Реалізація методу зворотних ітерацій [17] з 

подвійною точністю дозволила обчислити ці вектори з похибкою, що 

дорівнює 10–12. Подальші розрахунки проводилися за таким алгоритмом. Для 

власних векторів підсистем, отриманих за допомогою програми AEGID, 

обчислюється похибка. Ті з них, для яких похибка перевищує величину 10–10, 

перераховуються по методу зворотних ітерацій. Потім по власних векторах 

матриць підcиcтем перебувають власні вектори початкової матриці, а по них 

і коефіцієнти розподілу амплітуд. 

Коефіцієнти розподілу амплітуд коливань восьмивіcноі цистерни [2, 3, 

4] визначалися при значеннях швидкості руху 10, 20, 30 мс–1. Результати 

наведено в табл. 5.1. Оскільки швидко загасаючі розв’язки практично не 

впливають на стійкість руху системи [11], для кожного значення швидкості 

вибиралися по три власні числа з найбільшими дійсними частинами (у 

випадку двох спряжених власних чисел вибиралося одне з них). Із власних 

векторів, що відповідають цим трьом власним числам, отримано коефіцієнти 

розподілу амплітуд. Оскільки дослідження поведінки елементів системи є 

наближеним, то в таблиці наведено лише координати, для яких значення 

коефіцієнтів розподілу амплітуд перевищують 0,05. 

 

Таблиця 5.1 

Коефіцієнти розподілу амплітуд 

v, мс–1 10 20 30 

Re  0,003 –0,0209 –0,0216 0,190 0,00157 –0,0038 0,698 0,111 0,0925 

Im  2,37 2,37 2,37 4,72 4,74 4,74 6,93 7,10 7,11 

x4 0,422   0,212   0,44   

4x  1,0   1,0   1,0   

x5  0,07        

5x   0,166   0,166   0,166  
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x6, x7   0,264   0,132   0,088 

76 , xx     0,625   0,625   0,625 

x12 – x15 0,1 0,1 0,1 0,05 0,05 0,05    

1512 xx    0,237 0,237 0,237 0,238 0,237 0,237 0,242 0,237 0,237 

x20 – x23 0,1 0,1 0,1 0,05      

2320 xx    0,237 0,237 0,237 0,238 0,237 0,237 0,241 0,240 0,237 

x24 – x27 0,422 0,422 0,422 0,212 0,211 0,211 0,143 0,141 0,141 

2724 xx    1,0 1,0 1,0 1,0 1,0 1,0 1,0 1,0 1,0 

 

З таблиці видно, що домінуючими (як і слід було сподіватися) є 

коливання в горизонтальній площині. Найбільші амплітуди коливань 

відповідають бічному зсуву, казана цистерни (координата x4) й боковин 

(координати х24, х25, x26, x27), а також вилянню казана цистерни 

(координата x5), надресорних балок (координати x12, x13, x14, x15) і боковин 

(координати x20, x21, x22, x23). З ростом швидкості коефіцієнти розподілу 

амплітуд, відповідні до переміщень, монотонно убувають. Помітимо також, 

що зі збільшенням швидкості збільшується частота нижчих тонів коливань. 

 

5.5. Оптимізація параметрів електровоза ВЛ-80 з погляду стійкості 

руху 

 

Якщо при оптимізації параметрів електровоза ВЛ-80 не 

використовувати яружні методи, то функція L(y) за перші 26 кроків 

оптимізації змінюється від    0,25L 0y  до    1,75L  26y

1Re

, а за інші 35 

кроків — зменшується до – 1,8 (рис. 5.4). Це пояснюється тим, що в другому 

випадку максимальні значення по черзі приймали   і , а градієнти, 

що відповідають  і , є спрямованими в різні боки. 

2Re

1Re 3Re
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Рис. 5.4. Хід оптимізації параметрів (яружні методи не використовуються) 

 

Тому, при виконанні умови 21 ReRe   враховуємо вплив другого 

власного числа або другої пари комплексно спряжених чисел (підрозділ 4.3). 

На рис. 5.5. наведено результати оптимізації з погляду стійкості руху 

параметрів k4 і 2 електровоза ВЛ-80 (k4 — твердість пружних елементів 

повідкової букси в поздовжньому напрямку; 2 — коефіцієнт в’язкого тертя 

демпферів, установлених у горизонтальному поперечному напрямку між 

кузовом і візком). Тут же зображено лінії рівня цільової функції і дно «яру» 

(крива 3). Ламана 1 показує хід процесу оптимізації з використанням 

розглянутого вище «яружного» способу, а ламана 2 — градієнтного методу 

(цифри зі штрихами — номери кроків наближення). 

 

5.6. Висновки до розділу 5 

 
Виконано розрахунки з декомпозиції рівнянь руху ряду складних 

механічних систем за допомогою методів теорії груп. Розроблено зручний 

для розрахунків алгоритм виконання обчислення на ПЕОМ. 

Установлено, що для застосування методів теорії груп при наявності 

позиційних неконсервативних сил необхідно вести міркування не на «мові» 
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квадратичних форм (як це роблять зазвичай), а на «мові» матриць. Позиційні 

неконсервативні сили, як правило, звужують групу симетрії, що допускається 

консервативними силами. 

 

Рис. 5.5. Порівняння методів оптимізації 

 

Далі використовуються алгебраїчні методи, спрямовані на одержання 

максимально можливої кількості підсистем. 

Наведено також результати розрахунків з використанням розроблених 

способів зведення рівнянь руху суттєво неконсервативної коливальної 

системи до головних фазових координат й аналізу форм коливань такої 

системи. 
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РОЗДІЛ 6  

РОЗЩЕПЛЕННЯ РІВНЯНЬ РУХУ СИСТЕМИ 

ВИСОКОШВИДКІСНОГО ТРАНСПОРТУ НА 

ЕЛЕКТРОМАГНІТНОМУ ПІДВІШУВАННІ 

 

6.1. Поїзд на магнітнім підвішуванні 

 

Поїзд на магнітнім підвішуванні, магнітоплан або маглев (від англ. 

magnetic levitation — «магнітна левітація»), — це поїзд, що  утримується 

над полотном дороги, рухається і керується силою електромагнітного поля. 

Такий состав, на відміну від традиційних поїздів, у процесі руху не 

торкається поверхні рейки. Через те що між поїздом і поверхнею полотна 

існує зазор, тертя між ними виключається, і єдиною гальмуючою силою є 

аеродинамічний опір [5].  

Найбілього поширення одержали два варіанти магнітного підвісу. 

Перший варіант — електромагнітний підвіс — є заснованим на притягающих 

зусиллях, що, виникають між установленими на екіпажі електромагнітами й 

феромагнітною рейкою, покладеною вздовж траси (рис. 6.1). При цьому 

піднімальна сила є обернено пропорційною квадрату повітряного зазору, 

який зазвичай становить 10—20 мм. Для подолання принципової нестійкості 

електромагнітного підвісу використовується система безперервного 

керування струмами в кожному електромагніті. За таким самим принципом 

працюють напрямні магніти, призначені для стабілізації рухи вагона в 

горизонтальній площині. 

Другий варіант — електродинамічний підвіс — заснований на зусиллях 

відштовхування між джерелом магнітного поля на борту екіпажа і 

провідником, покладеним уздовж траси, при їхньому взаємному русі. У 

процесі руху джерела магнітного поля відносно провідної пластини в 

останній виникають вихрові струми. Згідно з законом Ленца, магнітне поле 

https://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%90%D0%BD%D0%B3%D0%BB%D0%B8%D0%B9%D1%81%D0%BA%D0%B8%D0%B9_%D1%8F%D0%B7%D1%8B%D0%BA
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цих струмів є спрямованим протилежно зовнішньому магнітному полю, у 

результаті чого виникає сила відштовхування. Висота левітації (повітряний 

зазор) досягає величини 100—250 мм, що знижує вимоги до шляхової 

структури. 

 

 

Рис. 6.1. Схема розташування магнітів і рейок (електромагнітний підвіс) 

 

Сама ідея такого транспорту не є  новою, економічні й технічні 

обмеження не дозволили їй розвернутися повною мірою: для публічного 

використання технологія втілювалася всього кілька раз. В 1970-80 роки 

розробками транспорту на магнітнім підвішуванні займалися в США, 

Великобританії, СРСР, Німеччини, Японії. Зокрема фірми «Сименс» і «Крупп» 

одержували потужну фінансову підтримку від уряду Німеччини. Там було 

побудовано в 1984 році експериментальну систему Transrapid на 

електромагнітнім підвішуванні, що працювала донедавна. Загальна довжина: 

31,5 км. Максимальна швидкість руху — 501 км/год. 

У теперішній час найбільш активні розробки транспорту на 

магнітнім підвішуванні ведуть Німеччина, Японія й Китай. У Китаї з 2002 

року вже працює високошвидкісна (450 км/год.) траса на електромагнітнім 

підвішуванні від шанхайського аеропорту Пудун до Шанхая. Довжина траси: 

https://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%A8%D0%B0%D0%BD%D1%85%D0%B0%D0%B9
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30 км. Ії побудовано німецькою компанією Transrapid — дочірнім 

підприємством Siemens AG і ThyssenKrupp. У майбутньому заплановано 

продовжити дорогу до міста Ханчжоу, після чого її загальна довжина повинна 

скласти 176 км. 

У Японії 21 квітня 2015 року на експериментальній ділянці довжиною 

42,8 кілометра поставлено рекорд швидкості для поїздів на магнітнім 

підвішуванні — 603 кілометра в годину.  

Планується, що поїзд на електродинамічнім підвішуванні зв’яже Токіо 

і Нагою в 2027 році. Відстань між цими містами, а це близько 350 кілометрів, 

він зможе долати за 40 хвилин. Лінію планується продовжити до міста Осака 

до 2045 року. 

 

6.2. Розщеплення рівнянь руху екіпажа на електромагнітнім 

підвішуванні 

 

Розглянуто декомпозицію рівнянь руху системи горизонтальної 

стабілізації екіпажа високошвидкісного наземного транспорту (ВШНТ) із 

чотирма візками (рис. 6.2). При дослідженні стійкості руху цього екіпажа в 

горизонтальній площині беруться до уваги такі узагальнені координати [2]: 

 

ψ, y, θ, ψ1, ψ2, ψ3, ψ4, y1, y2, y3, y4, θ1, θ2, θ3, θ4, y11, y12, …, y44. 

 

Координати без індексу позначають зсуви й кути повороту кузова, з 

одним індексом — зсуву й кути повороту відповідних візків, ykj — бічний 

зсув j-го магніту, укріпленого на k-тому візку. 

Крім того, в диференціальні рівняння входять величини струмів в 

електромагнітах ikj. Це пов’язано з тим, що величини струмів в 

електромагнітах не можуть змінюватися миттєво. «Інерція» виникає через 

індуктивність електромагнітів. 

https://ru.wikipedia.org/wiki/Transrapid
https://ru.wikipedia.org/wiki/Siemens_AG
https://ru.wikipedia.org/wiki/ThyssenKrupp
https://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%A5%D0%B0%D0%BD%D1%87%D0%B6%D0%BE%D1%83


247 
 

 

Рис. 6.2. Розрахункова схема екіпажа високошвидкісного наземного 

транспорту (ВШНТ) 

 

Взаємозв’язок між механічними й електричними величинами такий. 

Притягаюча сила електромагніту, дорівнює: 
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де Cm — постійна електромагніту, iп — струм, п — зазор. При лінеаризації 

ця залежність заміняється такою: 1 2 3P b b i b    , де 
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струму й зазору,  i  і   — динамічні добавки величин струму й зазору. 

Система керування подає напругу на електромагніт залежно від величини 

зазору, швидкості і прискорення зміни величини зазору: 

 

1 2 3U k k k       , 

 

де U — динамічна добавка величини напруги; k1, k2, k3 — коефіцієнти 

системи автоматичного керування зазором між електромагнітами й 

шляховою структурою. 

Величина струму змінюється у відповідності з рівнянням: 

 

d

d

i
L Ri U

t
  , 

 

де L і R — індуктивність і опір обмоток електромагніту. 

Система рівнянь має 78-й порядок. 

Симетрія екіпажа ВШНТ проявляється в тому, що його розрахункова 

схема залишається незмінною при таких перетвореннях:  g1 — відбиття всієї 

системи відносно вертикальної поперечної площини Oyz; g2 — відбиття 

відносно поздовжньої площини Oxz;  g3 — поворот на 180° навколо осі Oz;  g4 

— тотожне перетворення. Ці перетворення утворюють групу G симетрії 

екіпажа ВШНТ. 

Матриці перетворення узагальнених координат, відповідні до таких 

перетворень симетрії, мають такий вигляд: 

 

T(g1) = diag 
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T(g2) = diag 4 4 4 4

0 1

1 0
1, 1, 1, , ,

0 1

1 0

0

0
E E E E

  
  
         
  
     

 , 

T(g3) = diag  1, 1, 1, , , ,M M M M M      , 

T(g4) = E31, 

 

де М = ,  — знак прямого добутку матриць; Em — одинична 

матриця порядку m. 
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1

1



Струми ikj перетворюються так само, як і бічні переміщення магнітів ykj. 

Група G збігається з групою симетрії прямокутника C2h 

(див. підрозділ 5.3). За допомогою програми GROUPS (підрозділ 2.8) було 

обчислено проектори на інваріантні підпростори, відповідні незвідним 

зображенням цієї групи. З лінійно незалежних стовпців всіх цих проекторів 

складаємо матрицю переходу до нових узагальнених координат. 

У результаті розрахунків одержуємо, що система рівнянь 78-го порядку 

розпадається на чотири підсистеми, що мають порядки 12, 12, 28 і 26. 

Новими змінними цих підсистем є такі величини: 

 

a) q1 = 
4

1
 (y11 – y12 + y43 – y44), q2 = 

4

1
 (y13 – y14 + y41 – y42), 

q3 = 
4

1
 (y21 – y22 + y33 – y34), q4 = 

4

1
 (y23 – y24 + y31 – y32), 

s1 = 
4

1
 (i11 – i12 + i43 – i44), s2 = 

4

1
 (i13 – i14 + i41 – i42), 
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s3 = 
4

1
 (i21 – i22 + i33 – i34), s4 = 

4

1
 (i23 – i24 + i31 – i32), 

б) q5 = 
4

1
 (y11 – y12 – y43 + y44), q6 = 

4

1
 (y13 – y14 – y41 + y42), 

q7 = 
4

1
 (y21 – y22 – y33 + y34), q8 = 

4

1
 (y23 – y24 – y31 + y32), 

s5 = 
4

1
 (i11 – i12 – i43 + i44), s6 = 

4

1
 (i13 – i14 – i41 + i42), 

s7 = 
4

1
 (i21 – i22 – i33 + i34), s8 = 

4

1
 (i23 – i24 – i31 + i32), 

в) q9 = y, q10 = θ, q11 = 
2

1
 (ψ1 – ψ4), q12 = 

2

1
 (ψ2 – ψ3), 

q13 = 
2

1
 (y1 + y4), q14 = 

2

1
 (y2 + y3), q15 = 

2

1
 (θ1 + θ4), q16 = (θ2 + θ3), 

q17 = 
4

1
 (y11 + y12 + y43 + y44), q18 = 

4

1
 (y13 + y14 + y41 + y42), 

q19 = 
4

1
 (y21 + y22 + y33 + y34), q20 = 

4

1
 (y23 + y24 + y31 + y32), 

s9 = 
4

1
 (i11 + i12 + i43 + i44), s10 = 

4

1
 (i13 + i14 + i41 + i42), 

s11 = 
4

1
 (i21 + i22 + i33 + i34), s12 = 

4

1
 (i23 + i24 + i31 + i32), 

г) q21 = ψ, q22 = 
2

1
 (ψ1 + ψ4), q23 = 

2

1
 (ψ2 + ψ3), q24 = 

2

1
 (y1 – y4), 

q25 = 
2

1
 (y2 – y3), q26 = 

2

1
 (θ1 – θ4), q27 = 

4

1
 (θ2 – θ3), 

q28 = 
4

1
 (y11 + y12 – y43 – y44), q29 = 

4

1
 (y13 + y14 – y41 – y42), 

q30 = 
4

1
 (y21 + y22 – y33 – y44), q31 = 

4

1
 (y23 + y24 – y31 – y32), 

s13 = 
4

1
 (i11 + i12 – i43 – i44), s14 = 

4

1
 (i13 + i14 – i41 – i42), 
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s15 = 
4

1
 (i21 + i22 – i33 – i44), s16 = 

4

1
 (i23 + i24 – i31 – i32). 

 

Кожному набору змінних відповідає окрема система рівнянь. На 

відміну від задач, розглянутих у розділі 5, тут подальше розщеплення 

підсистем є можливим. 

 

6.3. Дослідження форм коливань шляхової структури ВШНТ 

 

Розглянуто форми коливань шляхової структури, призначеної для 

транспортної системи на електромагнітнім підвішуванні. У випадку, коли 

шлях моделюється у вигляді скінченної балки на твердих опорах, форми 

коливань визначаються за допомогою власних векторів відповідної матриці. 

Розглянуто різні варіанти конструкції шляху й досліджено 

характеристики як нескінченних, так і скінченних балок із числом опор n = 6 

і n = 30. 

Результати дослідження прогинів нескінченної балки представлено у 

вигляді функції Гріна G (x,s), тобто вираз прогину балки в точці x при дії в 

точці s одиничної сили. Для її складання розглянуто спочатку випадок, коли 

сила діє на ділянці [0, l]. 

Позначимо згинальні моменти над опорами через M0, M1, M2, …, M–1, 

M–2, … . Будемо користуватися рівняннями п’яти моментів [4], що мають у 

цьому випадку вигляд 

 

 1 2 3 4      ,k k k k k kM M M M M d k Z               (6.1)

 

 

де  
2

1
; ρ ;

6

l
a

kl EJ
    ЕJ — твердість балки; K — 4 ; 6 4 ;         
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пружність опор; 3 2 2
( ); ( )(2 ) (3c 2

c
d l c d l c l c l

l  )


         ; 

2 2
1 02

( ) ( 3c); ;c 0vd
c

d l c l d
l


           при { 3, 2, 1, 0}    , c — від-

стань від точки додатка сили до найближчої ліворуч опори. 

Розглянемо спочатку рівняння з номерами k = 1, 2, 3, …. Цій підсистемі 

відповідає ділянка балки, що розташована правіше першого прольоту. 

Підсистему рівняннь можна розглядати як однорідне різницеве рівняння 

четвертого порядку [4]. 

Складемо характеристичне рівняння для (6.1): 

 

2 3 4 0       . (6.2)  

 

Це — зворотне алгебраїчне рівняння. Розділивши рівняння (6.2) на 2 , 

одержуємо 2
2

1 1
( ) ( ) 0         

 
. Робимо заміну змінних 

1
x 1 


 і 

враховуємо рівність 2 2 ) 2
2

1
(x   


. Після цього одержуємо квадратне 

рівняння. При його розв’язанні враховуємо рівності 4       й . 

Знаходимо значення x1,2. Далі знаходимо  з рівності 

6 4 

1
1x  


. У результаті 

одержуємо всі 4 кореня рівняння (6.2): 

 

2( 4 ) /j jx x    2 , де 
( 24 )

2

    


1,2x . 

 

Ці коріння мають такі властивості. 

1. Якщо 1  — корінь рівняння (6.2), то 2
1

1
 


 теж корінь цього 
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рівняння. 

2. Якщо коріння рівняння (6.2) є відмінними від 1, то два з них за 

модулем є більшими за одиницю і два — меншими. 

Далі розглядаємо випадки, коли всі i є різними й, отже, відмінними 

від 1. Тоді загальний розв’язок рівняння (6.1) при k  1 має вигляд 

 

1 1 2 2 3 3 4 4
k k k k

kM C C C C           , 

 

причому числа  і  за модулем є меншими за одиницю, а й 1 2 3 4  — 

більшими. 

З фізичних міркувань зрозуміло, що 0M  . Із цього, як неважко 

довести, випливає . Отже, розв’язок рівняння (6.1) при k  1 такий: 

. У випадку комплексних власних чисел його зручніше 

представити у вигляді 

3 4 0C C  

k

k

1 1 2 2
k

kM C C    

1
ˆ ˆ( cosk

2 sin )M r C k C 

1 1y (k

k

2 2) y

 , де . Запишемо 

розв’язок у загальному вигляді 

1
ire   

( )M C k C k  , де  — 

відповідна фундаментальна система розв’язків. Постійні C1 і C2 можна 

визначити за даними значеннями М1 і R1 на першій опорі, але краще їх 

визначити разом з іншими невідомими. 

1 2, ( )y k( )y k

Ізгібні моменти на ділянці балки, що лівіше прольоту, де прикладено 

силу, також описуються однорідним різницевим рівнянням. Відмінність 

лише в тому, що опори тепер мають номери 0, – 1, – 2, – 3, …. Тому вираз 

моменту буде таким:    1 0 1 1 2kM C y k C y k  

, 0, 1, 2,p    

. Або, інакше 

. Об’єднавши його з виразом  

моментів, знайденим раніше, одержимо 

   0 1 1 21 1pM C y p C y p   
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1 2

0 1 1 2

1 2               при   1,

1 1  при    0.p

С y p C y p p
M

C y p C y p p

  
     

 (6.3)

 

Об’єднаємо вираз для моментів   ( 3, 2, , 4)pM p      з рівняннями 

системи (6.1), що мають номери k = – 3, – 2, – 1, 0. Одержимо систему 

лінійних алгебраїчних рівнянь Ax = b 12-го порядку. Розв’язавши таку 

систему рівнянь, знайдемо значення постійних Cj, використовуючи які, 

можна обчислити значення моментів за формулами (6.3). Оскільки 

коефіцієнти матриці A залежать лише від жорсткостей EJ, k і довжини 

прольоту l, для побудови ліній прогинів або ліній впливу зручно знайти 

матрицю A– l й розв’язати систему за формулою x = A– 1b. 

Позначимо силу, спрямовану нагору й діючу на лівий кінець i–го 

прольоту балки, через , на правий кінець — через . З основної 

системи для першого прольоту знаходимо  

 В аналогічний спосіб одержуємо  

 при i ≠ 1. 

(1)
1iQ 

) / .

(2)
iQ

1 

(1)Q M

0
(1)

0( )Q M M l c 

1 1( )i ii M  

(1)
iQ (2)

iQ

/ ,l

l / ,l(0)
01 1(Q M M c  

(2)
1( ) /i iiQ M M l 

Сила Qi, стискаюча i-ту пружну опору, дорівнює сумі сил  і . 

Тому 

 

 

 

   

1 1

1 1

1 1

1
2  при   0,

1
2  при   1,

1
2  при   0,1 .

i i i

i i i i

i i i

M M M l c i
l

Q M M M c i
l

M M M i
l

 

 

 

     

    

   

 

 

Прогин у точці x визначаємо як суму прогину w, викликаного вигином 

відповідного прольоту балки, і прогину u, викликаного прогинами балки над 
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v w u опорами: , 1 1 )i
1

( ) ( ( )i i

b
u b Q Q Q

k l   , де i — номер прольоту; b — 

відстань від початку прольоту до точки x. 

Значення w(b) визначаємо за методом початкових параметрів: 

 

       
0

32
0

         при   0,
 1

2   при   0,
6

w k
w

w b l c c l c b b c k
EJ 


 

     


 

 

де    
3

2
0 1 1

1
2 3

6 k k k k k

b
w M M lb M b M M

EJ l 

 
     

 
. Знак «+» після дужок 

означає, що вираз в дужках заміняється нулем, коли воно приймає від’ємне 

значення. 

Необхідно обчислити прогин у точці x від одиничної сили, прикладеної 

в точці s, а в розрахункових формулах використано змінні c, b, k. Для 

визначення цих змінних розглянемо два варіанти вибору осі абсцис 

(див. рис. 6.3). Вісь Ox є нерухливою (положення точки O фіксоване). Цієї осі 

відповідають змінні x й s. Положення осі O'x' залежить від величини s. 

Точка O' поміщено на початок того прольоту, де прикладено силу. Змінна c 

— координата точки додатка сили в новій системі координат  0 c l 

0 b l

. 

Проліт, де знаходиться точка x, у новій системі координат має номер k + 1, а 

відстань від початку прольоту до цієї точки дорівнює b, причому   . 

Нові змінні визначаються за формулами 

 

,   ,   
s x x

c s l b x l k
l l l
                          

s

l
. 

 

Тут вираз [a] означає цілу частину числа a. 
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.

Лінію прогину від дії розподіленого навантаження q(x), що починається 

в точці  A й має довжину L, обчислено за допомогою формули 

 

     ,   
A L

A

v x g s G x s ds


   

 

Визначено прогини шляху під дією ваги вагона, що рухається при 

різних значеннях пружності опор (балка при цьому вважається невагомою). 

Числові значення такі: EJ = 1,232 · 107 H · m2, l = 1 m, L = 7 m, q = 7143 H/m. 

Отримані лінії прогинів наведено на рис. 6.3. Крива 1 відповідає жорсткості 

опор K = 985 · 105 H/m, крива 2 — K = 985 · 104 H/m. 

 

 

Рис. 6.3. Прогин нескінченної балки на пружних опорах. 

Лінія 1 — K = 985 · 105 H/m, лінія 2 — K = 985 · 104 H/m 

 

Власні частоти й форми коливань скінченних балок визначаємо для 

випадку абсолютно твердих шарнірних опор. Користуємося рівнянням [1]: 
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4 0W W IV , де 4 2 F

EJ
  


,   — кругова частота коливань; F — площа 

поперечного переріза балки. Розв’язок цього рівняння, як відомо, може бути 

записано у вигляді 

 

                 1 2 32 3

0 0 0
0 ,

W W W
W x W S x S x S x S x

  
        

   4



 (6.4)

 

де  — функції Крилова. Позначимо через M0, M1, …, Mn згинальні 

моменти біля відповідних опор. При дослідженні коливань нерозрізної балки 

з рівновіддаленими опорами зручно визначати числа β за допомогою 

рівняння трьох моментів, яке в цьому випадку має вигляд [1]: 

iS x

 

1 1 0, m m mM b M a M b      4 ,b S           2 3 1 42 ,   a S S S S .l         

 

Краї балки закріплено шарнірно, тому M0 = Mn = 0. Одержуємо систему 

рівнянь 

 

       1 1λ λ λ 0   1, 1  , 0m m mM b M a M b m n M M      0 n  . (6.5)

 

У випадку, коли всі моменти Mi дорівнюють нулю, форми коливань 

кожного із прольотів нерозрізної балки збігаються з формами коливань 

однопрольотної балки. Відповідні власні числа визначаються за формулою 

 Для знаходження інших власних чисел вирішуємо рівняння 

, де , 

,   .k k N   

  0D      detD A    A   — матриця коефіцієнтів системи (6.5). 
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Кругові  й лінійні  i  ω if  частоти  визначаються за формулами 

2

  
i

i

EJ

l F

    
  

,   
  2

i
if





. 

Було складено програму для відділення й уточнення коренів рівняння 

. В табл. 6.1 наведено значення   0D   iλ ,  if  при числі прольотів n = 6. У 

табл. 6.2 — перші 60 значень iλ  при n = 30. 

 

Таблиця 6.1 

iλ ,  if  при числі прольотів n = 6 Значення 

Перша зона згущення Друга зона згущення 

i i   i i   

1 3,14159 662,8 7 6,28318 2651 

2 3,26054 711,4 8 6,40985 2759 

3 3,55641 849,4 9 6,7076 3021 

4 3,92660 1035 10 7,06858 3355 

5 4,29753 1240 11 7,42954 3707 

6 4,60142  1422 12 7,72696 4009 

 

Таблиця 6.2 

Коріння рівняння частот при n = 30 

i i  i i  i i  i i  

1 3,1416 16 3,9226 31 6,28 46 7,0686

2 3,1466 17 4,0027 32 6,2887 47 7,1425

3 3,1615 18 4,0783 33 6,3049 48 7,2149

4 3,1859 19 4,1529 34 6,3312 49 7,2886 

5 3,2192 20 4,2262 35 6,3665 50 7,3600

6 3,2605 21 4,2975 36 6,4099 51 7,4295

7 3,3091 22 4,3663 37 6,4599 52 7,4967 

8 3,3638 23 4,4319 38 6,5157 53 7,5609



259 

9 3,4339 24 4,4936 39 6,5762 54 7,6213 

10 3,4883 25 4,5504 40 6,6404 55 7,6770 

11 3,5564 26 4,6014 41 6,7076 56 7,7270 

12 3,6273 27 4,6455 42 6,7772 57 7,7702

13 3,7004 28 4,6814 43 6,8486 58 7,8054 

14 3,7750 29 4,7080 44 6,9212 59 7,8316

15 3,8505 30 4,7245 45 6,9947 60 7,8477

 

Ненульові розв’язки системи (6.5) при n = 6 представлено в табл. 6.3. 

Кожне з них знайдено як власний вектор матриці  iA  , що відповідає 

нульовому власному числу цієї матриці. 

 

Таблиця 6.3 

Згинальні моменти, відповідні до різних форм коливань 

i 1iM  2iM  3iM  4iM  5iM  

2; 12 0,28868 – 0,5 0,57735 – 0,5 0,28868 

3; 11 0,5 – 0,5 0 0,5 – 0,5 

4; 01 0,57735 0 – 0,57735 0 0,57735

5; 9 – 0,5 – 0,5 0 0,5 0,5 
6; 8 0,28868 0,5 0,57735 0,5 0,28868 

 

Одержимо аналітичні вирази форм коливань. Для цього розглянемо 

довільний проліт балки. Згинальний момент на початку прольоту позначимо 

символом Мп, наприкінці — Мк. Правила знаків і напрямку осей вибираємо 

такі, як і в [3]. Крайові умови тут такі:  0 0W  ;  ' 0 ПEJW M  ;   0W l  ; 

 '
KEJW l M  . 

Підставивши їх в (6.4), одержимо вираз для  з точністю до 

постійного множника : 

( )W x
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       2 3 4    W x d S x g S x h S x       ,  

 

де  2 3 1 4 4KПd M S S S S M S   ; ; 2 2
2 4( )Пg M S S   1 3 42П Kh M S S S S M S2    

при l k  l k, а при   : 1d S  0g,  , 2h S  (тут опущено аргумент l  

функції jS ). 

 

6.4. Висновки до розділу 6 

 

Екіпаж на електромагнітнім підвішуванні — це приклад 

електромеханічної системи. Тут роль змінних відіграють як механічні 

узагальнені координати, так і величини струмів в електромагнітах. Для 

декомпозиції рівнянь використовуються властивості симетрії обраної 

розрахункової схеми. Розрахунки виконуються за допомогою теорії 

зображень скінченних груп. Це дозволяє до складання рівнянь знайти набори 

нових змінних, при яких рівняння розпадуться на незалежні підсистеми. 

Отримано, що досліджувана система рівнянь 78-го порядку розпадається на 

чотири підсистеми, що мають порядки 12, 12, 28 і 26. 

Визначено, також, форми коливань шляхової структури транспортної 

системи на електромагнітнім підвішуванні. Ці результати дають можливість 

досліджувати коливання системи екіпаж-шлях у випадках, коли шлях 

моделюється як нескінченної, так і скінченними балками. 
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РОЗДІЛ 7  

АНАЛІЗ МАТРИЧНИХ МАКРОЕКОНОМІЧНИХ МОДЕЛЕЙ ЗА 

ДОПОМОГОЮ МЕТОДІВ ДЕКОМПОЗИЦІЇ 

 

7.1. Аналіз матричних моделей вартісного балансу за допомогою 

власних векторів матриці повних витрат 

 

Статичний баланс багатопродуктової економіки можна записати у 

вигляді [3, 4]: 

 

x = Ax + b, (7.1)

 

де x = (x1, x2, …, xn)
T
 — вектор випуску, що характеризує випуск продуктів за 

рік; A = || aij || — матриця прямих витрат; aij — кількість продукту i-тої галузі, 

що витрачається для виробництва одиниці продукції j -тої галузі; 

b = (b1, b2, …, bn)
T
 — вектор кінцевих продуктів; bi — кількість продукту i-тої 

галузі, що виступає в якості кінцевого результату виробничої діяльності за 

рік; т — знак транспонування. Звідси випливає, що 

 

x = C b , (7.2)

 

де . Матрицю C називають матрицею повних витрат.  1 AEC 
Для докладного аналізу моделі розглянемо власні числа i  і власні 

вектори si матриці C [2]. Далі розглянуто випадок, коли матриця C має просту 

структуру, тобто їй відповідає діагональна жорданова форма. Нехай S — 

матриця, стовпцями якої є власні вектори si. Робимо заміну змінних x = Sy; 

b = Sd у рівняннях (7.2) й одержуємо: 
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CS S1  = .

 

y =  d, де 

 

У результаті перетворень рівняння (7.2) приводяться до простішого 

вигляду: 

 

yi = idi, 1,i n . 

 

Залишається з’ясувати сенс змінних yi, di. Вектор si будемо трактувати 

як комплекс виробництв. Власні числа в такому випадку характеризують 

«коефіцієнт корисної дії» комплексу. Якщо коефіцієнт є малим, то комплекс 

«працює» ефективно, тобто для одержання результуючої продукції i-того 

комплексу немає необхідності в значному надвиробництві цієї продукції. 

Власні числа i  матриці А пов’язані з i  таким співвідношеннями 
i

i 


1

1
; 

1



i

i
i . Тому рівняння (7.1) у нових змінних мають вигляд yi = iyi + di, 

ni ,1 . 

Як приклад розглянемо усереднений баланс за першу половину 80-х 

років [3]. Дані наведено в табл. 7.1. 

 

Таблиця 7.1. 

Коефіцієнти повних витрат 

 
Важка 
пром-сть

Легка 
пром-сть 

Буд-цтво
Сільське 
і лісове 
госп-ство

Транспорт
і зв’язок 

Торгівля 
тощо 

Інші 
галузі 
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Важка 
пром-сть 

1,9681 0,3661 0,9079 0,4406 0,4779 0,146 0,4294 

Легка 
пром-сть 

0,0596 1,5898 0,0385 0,0834 0,0259 0,0363 0,0345 

Буд-цтво 0 0 1 0 0 0 0 

Сільське 
і лісове 
госп-ство 

0,0566 0,5835 0,0308 1,2769 0,0179 0,0292 0,0223 

Транспорт 
і зв’язок 

0,1581 0,0673 0,0752 0,0554 1,0402 0,0217 0,1777 

Торгівля 
тощо 

0,0436 0,143 0,0212 0,0559 0,0117 1,0074 0,1758 

Інші 
галузі 

0,0057 0,0037 0,0031 0,0027 0,0023 0,0065 1,0061 

 

У результаті одержуємо такі власні вектори, що характеризують 

виробничі комплекси (табл. 7.2.): 

 

Таблиця 7.2. 

Виробничі комплекси 

  Номер комплексу 

  1 2 3 4 5 6 7 

Важка промисловість 0,658 -0,421 -0,235 -0,201 -0,004 -0,232 0,26 

Легка промисловість 0,089 0,186 -0,077 -0,029 0,004 0,01 0,008

Будівництво 0 0 0 0 0,313 0 0 

Сільське і лісове господарство 0,103 0,281 0,555 0,036 -0,01 0,012 -0,017

Транспорт і зв’язок 0,104 -0,07 -0,078 0,137 -0,601 0,481 -0,498
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Торгівля тощо 0,042 0,04 0,054 0,489 0,069 -0,214 -0,196

Інші галузі 0,004 -0,001 0 0,109 0,001 0,051 0,02 

Власні числа 2,174 1,579 1,172 1,028 1,000 0,976 0,960
 

З таблиці видно, що, наприклад, перший комплекс «працює» з 

коефіцієнтом 2.17, тобто на кожний рубль прямих витрат доводиться ще 

1 руб. 17 коп. непрямих витрат. 

 

7.2. Найкращий поділ на блоки матричних макроекономічних 

моделей 

 

Деякі макроекономічні моделі описують міжгалузевий баланс за 

допомогою декількох матриць. У цьому випадку не можливо застосувати 

підхід, коли використовуються власні вектори матриці (підрозділ 7.1). Однак 

може існувати перетворення змінних, що дозволяє розділити рівняння на 

кілька незалежних підсистем [1]. Якщо такий поділ є можливим, то отримані 

підсистеми описують деякі «блоки» (або «комплекси») видів продукції й 

технологічних способів. Кожний з них можна аналізувати окремо від інших. 

Модель Неймана записується в такий спосіб [3, 4]: 

 

u = Ax, v = Bx, (7.3)

 

де x  Rn — вектор інтенсивностей використання технологічних способів, 

u  Rm — вектор витрат, v  Rm — вектор випуску продукції, A й B — 

матриці розмірності mn. 

Для декомпозиції цих рівнянь потрібно знайти заміну змінних 

 

x = Sx', v = Hv', u = Hu', (7.4)
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після якої систему (7.3) буде наведено до максимально можливої кількості 

незалежних підсистем меншого порядку. Тут x', v', u' — вектори нових 

змінних. Неважко помітити, що після перетворення матриці придбають 

вигляд: 1Â H AS , . 1B̂ H BS

В аналогічний спосіб одержуємо, що H = v (T1), S = v (T2). Тут T1 і T2 — 

розв’язки системи матричних рівнянь T1A = AT2, T1B = BT2, ν(X) — матриця, 

стовпцями якої є вектори канонічного базису (власні й приєднані вектори) 

матриці X. При цьому хоча б одна з матриць Tk повинна мати не менше двох 

різних власних чисел, інакше декомпозиція є неможливою. 

Роль допоміжних матриць відіграють 
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Таким чином, задача про знаходження перетворення (7.4) для 

розщеплення рівнянь (7.3) зводиться до задачі одночасного зведення 

допоміжних матриць (7.5) до блочно-діагонального вигляду через 

перетворення подібності. 

Динамічну модель Леонтьєва може бути записано у вигляді [3, 4]: 

 

x = Ax + Kdx/dt + g, (7.6)

 

де x = (x1, x2, …, xn)
T
 — вектор випуску, що характеризує випуск продуктів за 

рік; A = || aij || — матриця прямих витрат; aij — кількість продукту i-тої галузі, 

що витрачається для виробництва одиниці продукції j-тої галузі; 

K = K0 (E – A); K0 — матриця коефіцієнтів повної приростної 

капіталомісткості (тобто коефіцієнти пропорційності між частками 

інвестицій продукції одних галузей у розширення виробництва інших і 
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швидкостями росту відповідних елементів вектора кінцевих продуктів); E — 

одинична матриця; g = (g1, g2, …, gn)
T
 — вектор споживання. При заміні 

змінних 

 

x = Sx' 

 

виконується перетворення подібності для матриць A і K. Одержуємо знайомі 

задачі про перетворення двох матриць — задача 1 і задача 2 (підрозділ 1.8). 

Розв’язок першої задачі викладено в розділі 2, а другий — у розділі 3. 

Для розрахунків використано офіційні статистичні дані про економіку 

України. Вони щорічно публікуються в статистичних збірниках. При цьому 

дані про міжгалузевий баланс з’являються з великим запізненням. Ці дані 

публікуються також на офіційному сайті (http://ukrstat.gov.ua/) Держкомітету 

статистики України. Після входу на сайт потрібно вибрати закладку 

«Статистична інформація», потім розділ «Національні рахунки», підрозділ 

«Таблиця "витрати-випуск" (у цінах споживачів)». З’являться дані за 

черговий рік. В «Архіві» — дані, починаючи з 2003 року. 

Статистичні дані дозволяють обчислити матрицю прямих витрат A. Але 

скласти безпосередньо динамічну модель Леонтьєва є неможливим тому, що 

немає даних про розподіл виробничих нагромаджень (інвестицій) по галузях. 

Це можна зробити, враховуючи зміни балансу за ряд років за допомогою 

спеціальних методів. Для складання більш докладних моделей (наприклад, 

модель Неймана) офіційних статистичних даних взагалі недостатньо. 

Було виконано розрахунки з аналізу офіційних статистичних даних і 

складанню макроекономічних моделей. 

Підтвердилося те, що коефіцієнти матриці прямих витрат змінюються 

повільно. Навіть у мінливий період 1989–2000 років структурні зміни, 

відповідні переходу від епохи «холодної війни» до сучасності, відбивалися 

порівняно повільними змінами цих коефіцієнтів. 
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Що ж стосується динамічної моделі, то з’ясувалося, що вона надає 

недостатньо точні результати для інтервалу, що включає 1994–1998 роки. 

Доцільно вибирати в якості початку інтервалу 1998 рік (або більш пізній), 

коли намітився підйом економіки. Досліджувана кількість галузей повинна 

бути невеликою через обмежену кількість даних. 

Розглянемо задачу ідентифікації параметрів динамічної моделі 

Леонтьєва. Скласти цю модель означає знайти матриці A й K, що беруть 

участь у рівняннях (7.6). Матрицю A, як було сказано вище, можна знайти 

безпосередньо за опублікованим міжгалузевим балансом. Замість матриці K 

можна знайти матрицю коефіцієнтів повної приростної капіталомісткості K0. 

Відповідні диференціальні рівняння в матричній формі мають вигляд: 

 

b = K0db/dt + g. 

 

Виходить обчислювальна задача: підібрати елементи матриці K0 так, 

щоб відмінність вектора кінцевих продуктів b(t), обчисленого інтегруванням 

рівнянь, і фактичного було мінімально можливим. Величина, що 

мінімізується, — це середньоквадратичне відхилення всіх елементів векторів 

за всі роки розглянутого інтервалу часу. 

Слід зазначити, що задачі ідентифікації відносятся до некоректних 

задач, тобто до таких, для яких мала зміна вихідних даних може звести до 

чималої зміни результату. Це вимагає уважного ставлення до вибору 

використовуваного методу оптимізації й до аналізу отриманих результатів. 

Баланс однієї галузі може бути записаний так [4]: 

 

,

,

D C

P N

 
  

u z

z z y

y
 (7.7)
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де  — споживана сировина й матеріали, mCu nCz  — проміжний продукт 

галузі,  — кінцеві продукти галузі, D, C, P, N — матриці відповідних 

розмірів. 

pCy

Ставить інтерес декомпозиція рівнянь (7.7) за допомогою заміни 

змінних 

 

1 2, ,S S   u u z z y 3S y

1
3

. (7.8)

 

Перетворені матриці стануть такими: 

 

1 1 1
2 2 2 3 1 2 1

ˆˆ ˆ, , ,P S PS N S NS D S DS C S CS       . 

 

Для знаходження перетворення будемо використовувати множину 

розв’язків системи матричних рівнянь 

 

H2P = PH2, H2N = NH3, H1D = DH2, H1C = CH3. (7.9)

 

Вважаємо, що власні числа матриць H1 і H3 пронумеровано в такий 

спосіб: спочатку ті з них, які збігаються із власними числами матриці H2, у 

тому ж порядку, потім — інші власні числа. 

Через v(D) позначаємо матрицю, що приводить дану матрицю D до 

жорданової форми. 

Якщо серед розв’язків системи (7.9) є такий, що хоча б одна з 

матриць Hk має не менше двох різних власних чисел, то заміна змінних (7.8) 

при Sk = v(Hk) приводить рівняння (7.7) до підсистем менших розмірів. Це 

випливає з теорем 1.1 і 1.2. 

Роль допоміжних матриць відіграють квадратні матриці порядку 

l = n + m + p: 
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N

 

C1 = diag(Ep, 2En, 3Em), 2

0

0

0 0 0

D C

C P

 
   
  

. 

 

Взаємозв’язок між матрицею перетворення подібності R і 

матрицями (7.8) перетворень такий: . 1
1 2 3 1diag( , S , S ) ( )S R v R C R

В аналогічний спосіб можна виконати аналіз інших макроекономічних 

моделей використовуючих декілька матриць. У всіх цих випадках 

можливість або неможливість декомпозиції залежить від структури 

досліджуваної економічної системи. Тому розроблений підхід можна 

трактувати як виявлення схованої симетрії системи, а наближену 

декомпозицію (підрозділ 3.3) — як виявлення схованого малого параметра. 

 

7.3. Висновки до розділу 7 

 

У даному розділі розроблено методику декомпозиції різних 

макроекономічних моделей. Якщо система допускає декомпозицію (хоча б 

наближену), то отримані підсистеми можна трактувати як окремі 

«комплекси» виробництв. 

У деяких випадках моделі міжгалузевого балансу можна 

використовувати і для аналізу взаємодії підприємств усередині міністерства 

або корпорації. Тут також можуть бути корисними методи декомпозиції. 

 

7.4. Список використаних джерел до розділу 7 
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ВИСНОВКИ 

 

1. На основі аналізу публікацій вітчизняних і закордонних авторів 

встановлено існування різних напрямків у створенні методів декомпозиції 

матричних математичних моделей. 

2. Запропоновано концепцію, що погоджує різні напрямки в єдине 

ціле. Це дозволяє більш ефективно вирішувати прикладні задачі. 

3. Розроблено теоретичні основи й обчислювальні методи для 

найкращої декомпозиції лінійних рівнянь через зведення матриць 

коефіцієнтів до блочно-діагонального вигляду без вимоги про 

напівпростоту застосовуваних алгебр, скінченності або компактності групи 

симетрії. 

4. Розроблено спосіб виявлення систем, близьких до розщеплюваних 

систем. Це дозволяє звести початкову задачу до задачі з малим параметром. 

5. Встановлено відповідність між задачею декомпозиції керованих 

систем, які описуються прямокутними матрицями і задачею декомпозиції 

механічних систем. 

6. Встановлено взаємозв’язки між методами, що використовують 

апріорну інформацію щодо симетрії розрахункової схеми системи, й 

алгебраїчними методами декомпозиції. 

7. Розроблено метод ієрархічної декомпозиції за допомогою зведення 

матриць до блочно-трикутного вигляду. 

8. Розроблено алгоритми для спрощення математичних моделей, що 

призначені для аналізу задач: 

 дослідження стійкості руху рейкових екіпажів, 

 дослідження руху екіпажів на електромагнітному підвішуванні, 

 дослідження еволюції керованих систем, 

 дослідження макроекономічних моделей Леонтьєва і Неймана, 
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 напівозначеного програмування. 

9.  Щодо ряду запропонованих моделей виконано практичні 

розрахунки, що показали ефективність застосовуваних методів для 

розв’язання актуальних прикладних задач механіки й економіки.  

10.  Рекомендується така послідовність застосовування методів, які 

розроблені в дисертації: 

a) спочатку методи теорії груп, які використовують інформацію щодо 

симетрії розрахункової схеми; 

b) далі зведення до максимально можливої в допустимому класі 

перетворень кількості незалежних підсистем (метод комутуючої 

матриці); 

c) далі методи перевірки: чи є розглянута система близькою до 

розщеплюваної; 

d) останнім — зведення матриць коефіцієнтів до блочно-трикутного 

вигляду (ієрархічна декомпозиція). 
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ДОДАТОК А. ПРОГРАМА ЗНАХОДЖЕННЯ 

ЗАГАЛЬНОГО РОЗВ'ЯЗКУ СИСТЕМИ ЛІНІЙНИХ ОДНОРІДНИХ 

АЛГЕБРАЇЧНИХ РІВНЯНЬ У ВИПАДКУ 

ВЕЛИКОЇ СИЛЬНО РОЗРІДЖЕНОЇ МАТРИЦІ КОЕФІЦІЄНТІВ 

 

А.1. Автори програми 

 

Базилевич Юрій Миколайович 

49106 Україна, Дніпро, пр. Героїв, 12, кв. 737 

Тел. дом. (0562) 68-83-91, роб. 47-16-00 

 

 Булдович Олександр Леонтійович 

 

А.2. Призначення програми 

 

Програма знаходження загального розв'язку системи лінійних 

однорідних алгебраїчних рівнянь у випадку великої сильно розрідженої 

матриці коефіцієнтів. Для звичайних матриць також є програми, див. [1, 

с. 51]. 

Додаткові можливості програми є такими: 

1. Обчислення рангу матриці. 

2. Перевірка лінійної залежності векторів. 

3. Вибір базису в скінченновимірному підпросторі (мається на увазі 

підпростір, заданий набором векторів, лінійною оболонкою яких він є). 

4. Знаходження підпростору, ортогонального даному. 

5. Знаходження власних векторів матриці при відомих власних 

числах. 
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А.3. Підготовка вихідних даних 

 

Щоб скористатися програмою, потрібно записати матрицю 

коефіцієнтів в упакованому вигляді, тобто без нульових коефіцієнтів. 

Можливими є три варіанти задавання файлу з упакованою матрицею: 

1. Текстовий файл з роздільником: кожен з ненульових коефіцієнтів 

є записаним в окремому рядку текстового файлу. При цьому вказуються 

через коми номер рядка, номер стовпця цього елемента і його значення 

(див. приклад 1). 

2. Текстовий файл. Файл складається аналогічним пункту 1-му 

чином, але при цьому перший стовпець файлу завширшки 6 символів містить 

номер рядка, другий стовпець завширшки 6 символів містить номер стовпця 

цього елемента і третій стовпець завширшки не більше 20 символів містить 

значення елемента (див. приклад 2). 

3. База даних: структуру бази даних наведено нижче, 

(див. приклад 3), вміст полів бази відповідає вмісту текстового файлу, 

описаному в пункті 2-му. 

 

А.4. Приклади 

 

Вихідна матриця (коефіцієнти системи рівнянь) 

 

4.00 – 1.00 0.00 3.00 

7.00 0.00 5.00 1.00 

0.00 – 0.70 – 2.00 1.70 

 

**** Приклад 1 (текстовий файл з роздільником) 
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1,1,4.00000 

1,2,-1.00000 

1,4,3.00000 

2,1,7.00000 

2,3,5.00000 

2,4,1.00000 

3,2,-0.70000 

3,3,-2.00000 

3,4,1.70000 

 

**** Приклад 2 (текстовий файл) 

 

1 + 1 4.00000 

1 2 -1.00000 

1 4 3.00000 

2 1 7.00000 

2 3 5.00000 

2 4 1.00000 

3 2 -0.70000 

3 3 -2.00000 

3 4 1.70000 

 

**** Приклад 3 (база даних) 

 

Structure for database: AA.DBF 

Field  Field Name  Type       Width    Dec    Index 

    1  STK         Numeric        6 

    2  STLB        Numeric        6 

    3  AA          Float         20      9 
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Record#     STK   STLB           AA 

      1       1      1      4.00000 

      2       1      2     -1.00000 

      3       1      4      3.00000 

      4       2      1      7.00000 

      5       2      3      5.00000 

      6       2      4      1.00000 

      7       3      2     -0.70000 

      8       3      3     -2.00000 

      9       3      4      1.70000 

 

Результат розв'язку прикладу є таким (вміст файлу SOLVE.DBF): 

 

    1    2         1.000000000 

    1    1         0.250000000 

    1    3        -0.350000000 

    2    4         1.000000000 

    2    1        -0.750000000  

    2    3         0.850000000 

 

А.5. Використання програми 

 

Слід звернутися до програми і вказати розміри матриці: n, m, 

коефіцієнти E1 та E2, що характеризують точність обчислень. Для прикладу, 

що розглядається (див. пункт «Приклад»), ці числа дорівнюють: n = 3, m = 4, 

E1 = 0.000 000 001, E2 = 0.000 000 01. 

Далі вказується ім’я файлу, що містить матрицю в упакованому вигляді 

(див. пункт «Підготовка вихідних даних»), і номер варіанта упаковки. 
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Якщо фактична кількість рівнянь є більшою, ніж зазначена, то 

програма ставить питання про необхідність виходу з процесу вирішення. 

 

А.6. Текст програми SLAU5.PRG 

 

Мова програмування: FoxPro. Версія: від FoxPro 2.6 до Visual FoxPro 9. 

Текст програми є таким: 

*:**************************************************************

** 

*:        Program: E:\SLAU\SLAU5.PRG 

*: 

*:         System: Решение системы лин. алгебр. уравнений 

*:      Author: Базилевич Ю.Н., Булдович А.Л. 

*:  Last modified: 19.01.99, 26.12.2015 

*: 

*:          Calls:  ex2.prg 

*: 

*:           Uses: EX.DBF              

*:               : SHABLON.DBF         

*:               : AA.DBF              

*:               : AB.DBF              

*:               : SOLVE.DBF           

*: 

*:        Indexes: STK                    (tag in AB.CDX) 

*:               : STKSTLB                (tag in AB.CDX) 

*: 

*:      CDX files: AB.CDX 

*: 

*:    Other Files: MYHELP 

*:               : FOXHELP.DBF 

*:**************************************************************

** 

* nn-количество уравнений 
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* m -количество неизвестных 

 

*********************************************** 

* объявление в программах локальных временных 

*         переменных и массивов 

*********************************************** 

PRIVATE  nn, m, eps1, eps2, vedstr, minc, minkvo; 

   nn1, kel, i, j, K, s, y, multi1, p, p2, beg, var1; 

   tip, name1, answer2 

PRIVATE  baz, mass 

 

SET HELP TO myhelp 

ON KEY LABEL f1 HELP 

set talk off 

 

* уничтожение старого решения 

CLOSE DATABASES 

USE solve 

DELETE ALL 

PACK 

 

nn=3 

m=4 

* eps1, eps2-абсолютная и относ.погрешности 

*eps1=0.000000001 

*eps2=0.00000001 

eps1 = 1.0E-15 

eps2 = 1.0E-9 

tip=1 

name1='aa.DBF' 

answer2=1 

 

DO ex2 
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DO CASE 

case answer2=2 

   CLOSE DATABASES 

   IF FILE('dv_foxhelp.chm') 

      SET HELP TO dv_foxhelp.chm 

   ENDIF 

   set talk on 

   RETURN                &&  R  E  T  U  R  N 

CASE tip=1 

   USE (name1) 

CASE tip=2 

   USE shablon 

   erase aa.dbf 

   COPY TO aa 

   USE aa 

   APPEND FROM (name1) SDF 

CASE tip=3 

   USE shablon 

   erase aa.dbf 

   COPY TO aa 

   USE aa 

   APPEND FROM (name1) DELIMITED 

ENDCASE 

 

* база данных содержит коэффициенты при неивестных 

erase ab.dbf 

COPY TO ab 

USE ab 

* "обнулить" малые элементы 

scan for abs(aa) < eps1 

   replace stk with 0 

endscan 

 

DIMENSION baz(m) 
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FOR i=1 TO m 

   baz(i)=0 

ENDFOR   && i 

 

INDEX ON stk TAG stk 

go bottom 

nn1=stk            && фактическое число строк (уравнений) 

if nn1 > nn 

   y='Всего строк '+ltrim(str(nn1))+ ' а не '+ltrim(str(nn))+'. 

Выход?' 

  * if quiestn(y) 

   if MESSAGEBOX(y, 276, 'программа спрашивает') = 6 

      CLOSE DATABASES 

      IF FILE('dv_foxhelp.chm') 

         SET HELP TO dv_foxhelp.chm 

      ENDIF 

      set talk on 

      RETURN                 &&  R  E  T  U  R  N 

   endif 

endif 

INDEX ON STR(stk)+STR(stlb) TAG stkstlb 

 

vedstr=1        && номер ведущей строки. Сюда будет перенесена  

                && вед. строка после выбора вед. элемента 

SET NEAR ON 

DO WHILE vedstr<=nn1 

   wait window nowait "Всего уравнений: " + alltrim(str(nn1)) ; 

            + '. Обрабатывается - ' + alltrim(str(vedstr)) + '-

е.' 

   SET ORDER TO TAG 1 

 

  * если "ведущая" строка нулевая - удаляем 

   IF .NOT.SEEK(vedstr) 

      IF (vedstr < nn1) 
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         DO WHILE SEEK(nn1) 

            REPLACE stk WITH vedstr 

         ENDDO 

      ELSE 

         * "ведущая" строка за пределами матрицы 

      ENDIF     &&  (vedstr < nn1) 

      * ранг матрицы 

      nn1=nn1-1 

   ENDIF 

   IF vedstr <= nn1      && если "ведущая" строка не была 

                         &&  за пределами матрицы 

     * поиск строки с min к-вом ненулевых эл-тов 

      minc=vedstr 

      minkvo=m 

      SEEK(vedstr) 

      DO WHILE .NOT.EOF() 

         kel=0 

         y=stk 

         DO WHILE stk=y 

            kel=kel+1 

            SKIP 

         ENDDO      && stk=y 

         IF kel<minkvo 

            minkvo=kel 

            minc=y 

         ENDIF      && kel 

      ENDDO         && .not.eof() 

       

       

      * перестановка строк 

      IF minc # vedstr 

         * vedstr -->-1 

         DO WHILE SEEK(vedstr) 

            REPLACE stk WITH -1 
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         ENDDO 

         * minc   -->vedstr 

         DO WHILE SEEK(minc) 

            REPLACE stk WITH vedstr 

         ENDDO 

         * -1      -->minc 

         DO WHILE SEEK(-1) 

            REPLACE stk WITH minc 

         ENDDO 

      ENDIF 

       

     * копируем вед.строку в массив mass (с учетом сортировки)       

      SET ORDER TO TAG 2 

      COPY TO ARRAY mass  FIELDS stlb, aa FOR stk=vedstr 

       

      * количество элеметов в массиве 

      len1 =ALEN(mass,1) 

       

      * ведущий элемент-наибольший в строке 

      * s - искомый элемент;k - номер столбца 

      K=1 

      s=ABS( mass(1,2) ) 

      FOR i=2 TO len1 

         IF  ABS( mass(i,2) ) >s 

            K = i 

            s=ABS( mass(i,2) ) 

         ENDIF 

      ENDFOR   && i 

      s=mass(K,2) 

      K=mass(K,1) 

      baz(K)=vedstr 

       

      * Ж о р д а н о в ы      и с к л ю ч е н и я 
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      * преобразовываем эл-ты ведущей строки 

      FOR i=1 TO len1 

         mass(i,2)=mass(i,2)/s 

      ENDFOR   && i 

       

      SET EXAC OFF 

      SET NEAR ON 

       

      GO TOP 

      * пока не конец базы данных 

      DO WHILE (.NOT.EOF()) 

         y=stk 

         * если не ведущая строка, то преобразовываем 

         IF (y # vedstr) 

            * нахождение в текущей строке i элемента 

            * с индексом k 

            * если найденный эл-т сущ-т( # 0) 

            IF SEEK(STR(y)+STR(K)) 

               multi1=aa 

               SEEK(STR(y)) 

               * преобразовываем элементы текущей строки 

               FOR j=1 TO len1 

                  IF SEEK(STR(y)+STR(mass(j,1)))       && 

A(y,j)#0 

                     p=ABS(aa) 

                     var1=aa-mass(j,2)*multi1 

                     p2=ABS(var1) 

                     IF (p2<(eps2*p).OR.(p2<eps1)) 

                        REPLACE stk WITH 0 

                     ELSE 

                       * если эл-т в базе данных # 0, 

                       * записываем измен-е значение 

                        REPLACE aa WITH var1 

                     ENDIF 
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                  ELSE  && SEEK(STR(y)+STR(mass(j,1)))   && 

A(y,j)#0 

                     var1=(-1)*mass(j,2)*multi1 

                     if abs(var1) >= eps1 

                        * используем пустую запись 

                        * или добавляем новую 

                        IF .NOT.SEEK(STR(0)) 

                           APPEND BLANK 

                        ENDIF 

                       * добавляем измен-е значение 

                        REPLACE stk WITH y, stlb WITH mass(j,1), 

aa WITH var1 

                     endif  &&  abs(var1) >= eps1 

                  ENDIF  && SEEK(STR(y)+STR(mass(j,1)))   && 

A(y,j)#0 

               ENDFOR   && j 

            ENDIF 

         ELSE      && y # vedstr 

            FOR i=1 TO len1 

               REPLACE aa WITH mass(i,2) 

               skip 

            ENDFOR   && i 

         ENDIF   && (y # vedstr) 

         SEEK(STR(y+1))            && переход к новой строке 

      ENDDO      && (.not.eof()).and.(stk # -1) 

 

      SET EXAC ON 

      RELEASE mass 

   ENDIF   &&  vedstr <= nn1 

   vedstr=vedstr+1 

   SET ORDER TO TAG 1 

   go bottom 

   nn1=stk     && фактическое число строк 

ENDDO 
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SET  NEAR OFF 

 

*  Составление лин. независимых решений 

 

l=m-nn1 

 

SELECT B 

USE solve 

K=0        && номер переменной 

FOR i=1 TO m 

   IF baz(i)=0  && если переменная - свободная (не базисная) 

      K=K+1 

      SELECT B 

      APPEND BLANK 

      REPLACE stk WITH K, stlb WITH i, sol WITH 1 && св. перем-

ая = 1 

      FOR j=1 TO m 

         IF baz(j)#0 

            SELECT A 

            SET ORDER TO TAG 2 

            IF SEEK(STR(baz(j))+STR(i)) 

               bb=-aa 

               SELECT B 

               APPEND BLANK 

               REPLACE stk WITH K, stlb WITH j, sol WITH bb 

            ENDIF 

         ENDIF 

      ENDFOR   && j 

   ENDIF 

ENDFOR   && i 

 

wait window nowait "Решение в файле SOLVE.DBF. Ранг равен " ; 

    + alltrim(str(nn1)) + '. К-во решений:  ' + alltrim(str(l)) 

+ '.' 
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CLOSE DATABASES 

 

IF FILE('dv_foxhelp.chm') 

   SET HELP TO dv_foxhelp.chm 

ENDIF 

set talk on 

*: EOF: SLAU5.PRG 

 

А.7. Текст підпрограми ex2.prg 

 

* диалог с пользователем                     ex2.prg 

***************************************************** 

DEFINE WINDOW w1 ; 

  FROM 1, 1 ; 

  TO 23,55 ; 

  TITLE "укажите размеры матрицы, точность и тип ввода 

исходных данных" ; 

  FLOAT ; 

  NOCLOSE  ; 

  PANEL ; 

  COLOR SCHEME 1 

ACTIVATE WINDOW w1 

 

*COLOR GR+/B,W/B,GR+/B,GR+/B,GR+/B,GR+/B,W+/B,R/B,GR+/B,W/B 

  

@ 4,1 SAY "dimension of the matrix" 

@ 5,8 GET nn ; 

 SIZE 1,6 ; 

 DEFAULT 0 COLOR ,W+/BG,,,,,,,, 

@ 5,15 SAY "x" 

@ 5,17 GET m ; 

 SIZE 1,6 ; 

 DEFAULT 0 COLOR ,W+/BG,,,,,,,, 
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@ 7,10 SAY "EPS1" 

@ 8,0 GET eps1 ; 

 SIZE 1,24 ; 

 DEFAULT 0 COLOR ,W+/BG,,,,,,,, 

@ 10,10 SAY "EPS2" 

@ 11,0 GET EPS2 ; 

 SIZE 1,24 ; 

 DEFAULT 0  COLOR ,W+/BG,,,,,,,, 

@ 14,4 SAY "File Type" 

@ 16,2 GET tip ; 

 PICTURE '@*RVN database;text;delimited text file' ; 

 SIZE 1,32,0 ; 

 DEFAULT 1  

@ 20,7 GET answer2 ; 

 PICTURE "@*HT \!<OK>;\?<CANCEL>" ; 

 SIZE 1,8,6 ; 

 DEFAULT 1 

READ CYCLE  

 

RELEASE WINDOW w1 

*? nn, m, eps1, eps2, tip, answer2 

 

IF answer2 # 2  && открытие файла 

   IF tip = 1 

      name1=GETFILE('DBF') 

   else 

      name1=GETFILE('txt') 

   ENDIF 

ENDIF  

 

IF EMPTY(name1) && если файл не выбран, то "CANCEL" 

   answer2 = 2  

ENDIF 
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ДОДАТОК Б. ПРОГРАМА ЗНАХОЖДЕННЯ МНОЖИНИ МАТРИЦЬ, 

КОМУТУЮЧИХ З ДАНИМИ МАТРИЦЯМИ 

(ВИПАДОК ВЕЛИКИХ МАТРИЦЬ) 

 

Програма знаходить базис централізатора (множини матриць, 

комутуючих з даними матрицями). Використовується той самий підхід, що й 

в програмі SLAU5.PRG (додаток А). 

Підготовка вихідних даних: 

Щоб скористатися програмою, потрібно записати кожну з матриць 

коефіцієнтів в окремому текстовому файлі. Кожен рядок матриці повинен 

бути розташованим у відповідному рядку текстового файлу. Елементи рядка 

розділяються комами. 

 

Приклад: 

 
         1,1,4.2 

         1,2,-1 

         1,4,3 

         2,1,7 

 

Текст програми: 

 

*:**************************************************************

** 

*:        Program: E:\SLAU_p\CENTER.PRG  

*: System: нахождение множества матриц, коммутирующих с данными 

*:       Author: Базилевич Ю.Н., Булдович А.Л. 

*:Copyright (c) 1994, Базилевич Ю.Н., Булдович А.Л. 

*:  Last modified: 29.04.96 

*:          Calls: MATR.SPR, slau5_.prg 
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*:               : MASS()   

*:           Uses: EX.DBF              

*:               : SHABLON.DBF         

*:               : AA.DBF              

*:               : AB.DBF              

*:               : SOLVE.DBF           

*:        Indexes: STK                    (tag in AB.CDX) 

*:               : STKSTLB                (tag in AB.CDX) 

*:      CDX files: AB.CDX 

*:    Other Files: MYHELP.dbf 

*:               : FOXHELP.DBF 

* nmatr - к-во матриц 

* n - их порядок 

*********************************************** 

PRIVATE  n,nmatr,kmatr,eps1,eps2,i,j,K,name1,command,smesh 

private names, b 

 

set talk off 

SET HELP TO myhelp2 

ON KEY LABEL f1 HELP 

dimension names(2) 

 

n=3 

nmatr=2 

* eps1,eps2-абсолютная и относ.погрешности 

eps1=0.0000000001 

eps2=0.00000001 

 

name1='mA.txt' 

answer2=1 

DO matr.spr 

if answer2=1                && если не нажали ESC 

    smesh=0 

    * используемый алгоритм ограничивает порядок матриц 
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    * числом   200  (максимальное число символов в записи 

    * должно быть  меньше 40 000) 

 

    *создание шаблона для исходных матриц 

    close databases 

    erase file2.dbf 

    create table file2 ( field_name c(10), field_type c(1) ; 

         , field_len n(3,0), field_dec n(3,0) ) 

    for i=1 to n 

       APPEND BLANK 

       REPLACE field_name WITH "f"+alltrim(str(i)) 

       REPLACE field_type WITH "N" 

       REPLACE field_len  WITH 20 

       REPLACE field_dec  WITH 9 

    next 

 

    *составление большой системы уравнений 

    use 

    erase uravn.dbf 

    erase uravn.cdx 

    create table uravn (STK N(6,0), STLB N(6,0), AA N(18,9) ) 

    copy stru to work 

    use work 

 

    for kmatr=1 to nmatr 

       use 

       erase file1.dbf 

       CREATE file1 FROM file2 

       command = 'append from ' + names(kmatr) + ' delimited' 

       &command 

       copy to array b 

       use work 

       =furavn(n,@b,smesh) 

       smesh = smesh + n^2 
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       release b 

    next 

 

   * вычисление коэффициентов (приведение подобных) 

   * и удаление нулей 

    set safety off 

    index on str(stk)+str(stlb) to i1 

    total to wrk on str(stk)+str(stlb) fields aa 

    use wrk 

    copy to uravn for abs(aa)>eps1 

    use 

    set safety on 

 

    erase work.idx 

    erase wrk.dbf 

    erase work.dbf 

    erase file1.dbf 

    erase file2.dbf 

 

    m=n*n 

    use uravn 

    nn=nmatr*n^2 

    do slau5_ with m, nn, eps1, eps2 

endif      && answer2=1 

CLOSE DATABASES 

 

IF FILE('C:\FOXPRO2\FOXHELP.DBF') 

   SET HELP TO C:\foxpro2\foxhelp.dbf 

ENDIF 

set talk on 

*: EOF: center.PRG 

 

*       

*********************************************************** 
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*       *                                                          

*       * 29.04.96              MATR.SPR        

14:50:17  

*       *                                                          

*       

*********************************************************** 

*       *                                                          

*       * Базилевич Ю.Н. и другие                                  

*       *                                                          

*       * Copyright (c) 1996 Company Name                          

*       * Address                                                  

*       * City,     42-08-21                                       

*       *                                                          

*       * Description:                                             

*       * This program was automatically generated by GENSCRN.     

*       *                                                          

*       

*********************************************************** 

 

#REGION 0 

REGIONAL m.currarea, m.talkstat, m.compstat 

 

IF SET("TALK") = "ON" 

 SET TALK OFF 

 m.talkstat = "ON" 

ELSE 

 m.talkstat = "OFF" 

ENDIF 

m.compstat = SET("COMPATIBLE") 

SET COMPATIBLE FOXPLUS 

 

*       

*********************************************************** 

*       *                                                          
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*       *                    Window definitions                    

*       *                                                          

*       

*********************************************************** 

 

IF NOT WEXIST("_ra00vswts") 

 DEFINE WINDOW _ra00vswts ; 

  FROM 0, 0 ; 

  TO 22,77 ; 

  TITLE "Коммутирующая матрица" ; 

  FLOAT ; 

  NOCLOSE ; 

  SHADOW ; 

  SYSTEM ; 

  COLOR SCHEME 8 

ENDIF 

 

*       

*********************************************************** 

*       *                                                          

*       *                   MATR Screen Layout                     

*       *                                                          

*       

*********************************************************** 

 

#REGION 1 

IF WVISIBLE("_ra00vswts") 

 ACTIVATE WINDOW _ra00vswts SAME 

ELSE 

 ACTIVATE WINDOW _ra00vswts NOSHOW 

ENDIF 

@ 5,10 SAY "EPS1" 

@ 8,10 SAY "EPS2" 

@ 6,0 GET eps1 ; 
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 SIZE 1,24 ; 

 DEFAULT 0 

@ 9,0 GET EPS2 ; 

 SIZE 1,24 ; 

 DEFAULT " " 

@ 1,1 SAY "(c) Базилевич Ю.Н." 

@ 0,0 TO 3,36 

@ 2,1 SAY "Булдович А.Л. 1996" 

@ 12,0 SAY "Порядок" 

@ 12,8 SAY "матриц" 

@ 14,0 SAY "Их количество" 

@ 12,15 GET n ; 

 SIZE 1,6 ; 

 DEFAULT 0 

@ 14,15 GET nmatr ; 

 SIZE 1,6 ; 

 DEFAULT 0 ; 

 VALID _ra00vswzg() 

@ 20,7 GET answer2 ; 

 PICTURE "@*HT \!ОК;\?Отмена" ; 

 SIZE 1,8,6 ; 

 DEFAULT 1 

 

IF NOT WVISIBLE("_ra00vswts") 

 ACTIVATE WINDOW _ra00vswts 

ENDIF 

 

READ CYCLE 

 

RELEASE WINDOW _ra00vswts 

 

#REGION 0 

IF m.talkstat = "ON" 

 SET TALK ON 
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ENDIF 

IF m.compstat = "ON" 

 SET COMPATIBLE ON 

ENDIF 

 

 

*       

*********************************************************** 

*       *                                                          

*       * _RA00VSWZG           nmatr VALID                         

*       *                                                          

*       * Function Origin:                                         

*       *                                                          

*       * From Screen:         MATR,     Record Number:   13       

*       * Variable:            nmatr                               

*       * Called By:           VALID Clause                        

*       * Object Type:         Field                               

*       * Snippet Number:      1                                   

*       *                                                          

*       

*********************************************************** 

 

FUNCTION _ra00vswzg     &&  nmatr VALID 

#REGION 1 

private i,y, text 

 

@ 0, 43 clear 

dimension names(nmatr) 

for i=1 to nmatr 

   @ i,43 say alltrim(str(i)) +').' 

next i 

for i=1 to nmatr 

   y='ma.txt' 

   text='где ' + ltrim(str(i)) + '-я матрица?' 
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   y=getfile('txt', text) 

   @ i,49 say y 

   names(i)=y 

next i 

 

 

*:**************************************************************

** 

*: 

*:        Program: E:\SLAU\SLAU5_.PRG 

*: 

*:  System: Решение системы лин. алгебр. уравнений 

(подпрограмма) 

*:      Author: Базилевич Ю.Н., Булдович А.Л. 

*:  Last modified: 29.04.96 

* nn-количество уравнений 

* m -количество неизвестных 

* eps1,eps2-абсолютная и относ.погрешности 

********************************************* 

parameters m, nn, eps1, eps2 

 

PRIVATE  vedstr,minc,minkvo; 

   nn1,kel,i,j,K,s,y,multi1,p,p2,beg,var1,tip,name1 

private baz, mass 

 

DIMENSION baz(m)  && в массив записываются номера базисных 

переменных 

FOR i=1 TO m 

   baz(i)=0 

ENDFOR   && i 

 

use uravn    && база данных содержит коэффициенты при неивестных 

* "обнулить" малые элементы 

scan for abs(aa) < eps1 
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   replace stk with 0 

endscan 

 

INDEX ON stk TAG stk 

go bottom 

nn1=stk            && фактическое число строк (уравнений) 

if nn1 > nn 

   y='Всего строк '+ltrim(str(nn1))+ ' а не ' ; 

                                                                             +ltrim(str(nn))+'. Выход?' 

   if quiestn(y) 

      RETURN 

   endif 

endif 

INDEX ON STR(stk)+STR(stlb) TAG stkstlb 

 

vedstr=1          && номер ведущей строки 

SET NEAR ON 

DO WHILE vedstr<=nn1 

   wait window nowait "Всего уравнений: " + alltrim(str(nn1)) ; 

            + '. Обрабатывается - ' + alltrim(str(vedstr)) + '-

е.' 

   SET ORDER TO TAG 1 

   IF .NOT.SEEK(vedstr) 

      * если ведущая строка нулевая - удаляем 

      IF (vedstr < nn1) 

         DO WHILE SEEK(nn1) 

            REPLACE stk WITH vedstr 

         ENDDO 

      ELSE 

         * ведущая строка за пределами матрицы 

      ENDIF     &&  (vedstr < nn1) 

      * ранг матрицы 

      nn1=nn1-1 

   ENDIF 



320 
   IF vedstr <= nn1      && если ведущая строка не была 

                         &&  за пределами матрицы 

     * поиск строки с min к-вом ненулевых эл-тов 

      minc=vedstr 

      minkvo=m 

      SEEK(vedstr) 

      DO WHILE .NOT.EOF() 

         kel=0 

         y=stk 

         DO WHILE stk=y 

            kel=kel+1 

            SKIP 

         ENDDO      && stk=y 

         IF kel<minkvo 

            minkvo=kel 

            minc=y 

         ENDIF      && kel 

      ENDDO         && .not.eof() 

 

      * перестановка строк 

      IF minc # vedstr 

         * vedstr -->-1 

         DO WHILE SEEK(vedstr) 

            REPLACE stk WITH -1 

         ENDDO 

         * minc   -->vedstr 

         DO WHILE SEEK(minc) 

            REPLACE stk WITH vedstr 

         ENDDO 

         * -1      -->minc 

         DO WHILE SEEK(-1) 

            REPLACE stk WITH minc 

         ENDDO 

      ENDIF 
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      * копируем вед.строку в массив mass (с учетом сортировки) 

      SET ORDER TO TAG 2 

      COPY TO ARRAY mass  FIELDS stlb,aa FOR stk=vedstr 

       

      * количество элеметов в массиве 

      len1 =ALEN(mass,1) 

       

      * ведущий элемент-наибольший в строке 

      * s - искомый элемент;k - номер столбца 

      K=1 

      s=ABS( mass(1,2) ) 

      FOR i=2 TO len1 

         IF  ABS( mass(i,2) ) >s 

            K = i 

            s=ABS( mass(i,2) ) 

         ENDIF 

      ENDFOR   && i 

      s=mass(K,2) 

      K=mass(K,1) 

      baz(K)=vedstr 

       

     * Ж о р д а н о в ы      и с к л ю ч е н и я 

       

     * преобразовываем эл-ты "ведущей" строки 

      FOR i=1 TO len1 

         mass(i,2)=mass(i,2)/s 

      ENDFOR   && i 

 

      SET EXAC OFF 

      SET NEAR ON 

      GO TOP 

     * пока не конец базы данных 

      DO WHILE (.NOT.EOF()) 
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         y=stk 

        * если не "ведущая"строка,то преобразовываем 

         IF (y # vedstr) 

            * нахождение в текущей строке i элемента 

            * с индексом k 

            * если найденный эл-т сущ-т( # 0) 

            IF SEEK(STR(y)+STR(K)) 

               multi1=aa 

               SEEK(STR(y)) 

              * преобразовываем элементы текущей строки 

               FOR j=1 TO len1 

                  IF SEEK(STR(y)+STR(mass(j,1)))   && A(y,j)#0 

                     p=ABS(aa) 

                     var1=aa-mass(j,2)*multi1 

                     p2=ABS(var1) 

                     IF (p2<(eps2*p).OR.(p2<eps1)) 

                        REPLACE stk WITH 0 

                     ELSE 

                        * если э-т в базе данных( # 0), 

                        * записываем измен-е значение 

                        REPLACE aa WITH var1 

                     ENDIF 

                  ELSE  && SEEK(STR(y)+STR(mass(j,1))) 

&&A(y,j)#0 

                     var1=(-1)*mass(j,2)*multi1 

                     if abs(var1) >= eps1 

                        * используем пустую запись 

                        * или добавляем новую 

                        IF .NOT.SEEK(STR(0)) 

                           APPEND BLANK 

                        ENDIF 

                       * добавляем измен-е значение 

                        REPLACE stk WITH y,stlb WITH mass(j,1) ; 
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                                                                                                                               ,aa WITH 

var1 

                     endif  &&  abs(var1) >= eps1 

                  ENDIF  && SEEK(STR(y)+STR(mass(j,1))) 

&&A(y,j)#0 

               ENDFOR   && j 

            ENDIF 

         ELSE      && y # vedstr 

            FOR i=1 TO len1 

               REPLACE aa WITH mass(i,2) 

               skip 

            ENDFOR   && i 

         ENDIF   && (y # vedstr) 

         SEEK(STR(y+1))            && переход к новой строке 

      ENDDO      && (.not.eof()).and.(stk # -1) 

 

      SET EXAC ON 

      RELEASE mass 

   ENDIF   &&  vedstr <= nn1 

   vedstr=vedstr+1 

   SET ORDER TO TAG 1 

   go bottom 

   nn1=stk     && фактическое число строк 

ENDDO 

SET  NEAR OFF 

 

*  Составление лин. независимых решений 

 

l=m-nn1 

 

SELECT B 

USE solve 

DELETE ALL 

PACK 
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K=0 

FOR i=1 TO m 

   IF baz(i)=0 

      K=K+1 

      SELECT B 

      APPEND BLANK 

      REPLACE stk WITH K,stlb WITH i,sol WITH 1 

      FOR j=1 TO m 

         IF baz(j)#0 

            SELECT A 

            SET ORDER TO TAG 2 

            IF SEEK(STR(baz(j))+STR(i)) 

               bb=-aa 

               SELECT B 

               APPEND BLANK 

               REPLACE stk WITH K,stlb WITH j,sol WITH bb 

            ENDIF 

         ENDIF 

      ENDFOR   && j 

   ENDIF 

ENDFOR   && i 

 

wait window nowait "Решение в файле SOLVE.DBF. Ранг равен " ; 

    + alltrim(str(nn1)) + '. Решений - ' + alltrim(str(l)) + '.' 

*: EOF: SLAU5_.PRG 
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ДОДАТОК В. ПРОГРАМА ЗНАХОДЖЕННЯ ІНВАРІАНТНИХ 

ПІДПРОСТОРІВ ГРУПИ СИМЕТРІЇ 

 

Програма виконує обчислення проекторів за формулою 
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де N — число елементів групи. Потім вибираються лінійно незалежні 

вектори-стовпці кожного з проекторів, які слугують рядками матриці 

перетворення S. 

Програму складено мовою Фортран. 

Блок-схему програми наведено на рисунку. 

Для роботи програми вводяться лише твірні елементи групи Т(gv) 

(v = 1N,1 ) і незвідних зображень τj(gv) (v = 1N,1 ). Складання всієї групи 

здійснюється за допомогою таблиці перемножень MLT. Якщо матриці Т(gv) 

можна представити у вигляді 
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для всіх v одночасно, то можна здійснювати обчислення для кожного блоку 

окремо. 
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Рисунок. Блок-схема програми. 
 

Інструкція до програми. Числовий матеріал для роботи програми 

готується у вигляді такого набору даних. 

Спочатку числа цілого типу — N, N1, N3, N6, де N — кількість 

елементів групи; N1 — кількість твірних; N3 — кількість різних незвідних 

зображень; N6 — кількість блоків матриць Т(gv). 

Потім масив чисел цілого типу — таблиця MLT перемножень для даної 
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групи — вводиться по стовпцях. 

Для кожного незвідного зображення вводяться: N2 — порядок матриць, 

що вводяться (одне число в рядку); потім матриці твірних незвідних 

зображень, кожна у вигляді окремого масиву. Аналогічним чином вводиться 

кожен із блоків матриць звідного зображення Т(gv). Одразу після введення 

числа N2 й матриць твірних вони видаються до друку. 

В результаті розв’язку друкуються по рядках проектори Р11, Р12, ..., Р21, 

Р22, …, , …, . 
22sP

33 NN sP

Обмеження: N <= 33; N3 <= 33; N2 <= 12 (для незвідних 

зображень N2 <= 3). 

Тестовий приклад. Група С2. Твірний елемент зображення Т(gv): 

 

Т(g1) = 
0 1

1 0

 
  

. 

 

Таблиця перемноження для групи С2 є такою: 

 

Номер  

 першого співмножника 1 

 другого співмножника 1 

 добутку 2 

 

Твірні незвідних зображень τ1(g1) = 1; τ2(g2) = – 1. 

 

Текст програми GROUPS є таким: 

 

*NAME TEOPИЯ ГPУПП 

PROGRAM GROUPS 

C------------------------- 
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C   HAXOЖД. ПPOEKTOPOB HA ИHBAPИAHTHЫE ПOДПPOCTPAHCTBA 

C   A B T O P Ы :   БAЗИЛEBИЧ Ю.H., KOPOTEHKO Л.M., 

C                   KOPOTEHKO Г.M. (ИTM AH УCCP) 

      DIMENSION MLT(33,3),T(99,33),W(33,144),B(12,12), 

     1          C (12,12),A(12,12),NTAU(99) 

     2            ,C1(144),B1(144),A1(144) 

      EQUIVALENCE (A,A1),(B,B1),(C,C1) 

      OPEN(8,FILE='numb.TXT') 

C---------------------------- 

      N2MAX=12 

      READ (8,242) N,N1,N3,N6 

C   N - K-BO ЭЛEMEHTOB ГPУППЫ,  N1 - K-BO OБPAЗУЮЩИX, 

C   N3 - K-BO PAЗЛИЧH. HEПPИBOДИMЫX ПPEДCTABЛEHИЙ, 

C   N6 - K-BO БЛOKOB MATPИЦ ПPИBOДИMOГO ПPEДCTABЛ. 

      N4=N-N1 

      N7=N6+N3 

      M=0 

      MM=1 

      READ (8,242) ((MLT(I,J),J=1,3),I=1,N4) 

C   MLT - TAБЛ. ПEPEMHOЖEHИЙ (TPAHCПOHИPOBAHHAЯ) 

11    READ (8,242) N2 

C   N2 - ПOPЯДOK BBOДИMЫX MATPИЦ 

      PRINT 22,N2 

      N5=N2*N2MAX 

C...BBOД OБPAЗУЮЩИX 

      DO 3 IM=1,N1 

2     READ (8,21) ((A(I,J),J=1,N2),I=1,N2) 

C   A - OЧEPEДHAЯ MATPИЦA HEПPИBOДИMOГO (HA 

C       BTOPOM ЭTAПE - ПPИBOДИMOГO) ПPEДCTABЛEHИЯ 

      DO 31 I=1,N2 

31       PRINT 25,(A(I,J),J=1,N2) 

      DO 3 JM=1,N5 

3        W(IM,JM)=A1(JM) 

C...COCTABЛEHИE BCEЙ ГPУППЫ MATPИЦ 
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      DO 4 I=1,N4 

         DO 5 J=1,N5 

            A1(J)=W(MLT(I,1),J) 

5           B1(J)=W(MLT(I,2),J) 

         DO 13 L=1,N2 

            DO 13 J=1,N2 

             C(L,J)=0. 

             DO 13 K=1,N2 

13            C(L,J)=C(L,J)+A(L,K)*B(K,J) 

         DO 4 J=1,N5 

4            W(MLT(I,3),J)=C1(J) 

      M=M+1 

      IF (M.LE.N3) GO TO 120 

      MN=MM-1 

      DO 88 JJ=1,MN 

         AN=N 

         ANT=NTAU(JJ) 

         DO 9 K=1,N5 

          A1(K)=0. 

          DO 9 I=1,N 

9           A1(K)=A1(K)+T(JJ,I)*W(I,K)*ANT/AN 

      PRINT 23, JJ 

      DO 32 IП=1,N2 

32       PRINT 25,(A(IП,JП),JП=1,N2) 

88    CONTINUE 

      IF (M.LT.N7) GO TO 11 

      STOP 

C...ПEPECЫЛKA ПEPBЫX CTOЛБЦOB MATPИЦ HEПP.ПPEДCT. 

C   B MACCИB T 

120   DO 12 L=1,N2 

      NTAU(MM)=N2 

      DO 14 J=1,N 

14    T(MM,J)=W(J,L) 

12    MM=MM+1 
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      GO TO 11 

242   FORMAT (3I2) 

22    FORMAT (3X,'N2=',I3) 

21    FORMAT (4F5.1) 

25    FORMAT (12F10.3) 

23     FORMAT(I6,'-Й ПPOEKTOP') 

      END 

 

Числовий матеріал для розв’язку тестового прикладу знаходиться в 

файлі NUMB.TXT: 

 

+2+1+2 
+1 
+1+1+2 
+1 
+01.0 
+1 
-01.0 
+2 
000.0-01.0-01.0000.0 

 

Результати розрахунків: 

 

N2 = 1 
 1.00 
N2 = 1 
-1.00 
N2 = 2 
 0.00 -1.00 
-1.00 -1.00 
 1-Й ПРОЕКТОР 
 0.500 -0.500 
-0.500  0.500 
 2-Й ПРОЕКТОР 
 0.500  0.500 
 0.500  0.500 

 

Другий тестовий приклад: 
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16+310 
+8 
+1+1+4 
+4+1+5 
+2+1+6 
+6+1+7 
+7+1+8 
+3+1+9 
+9+110 
10+111 
+3+212 
12+113 
13+114 
14+115 
+2+216 
 2 
 0.00 1.00-1.00 0.00 
 1.00 0.00 0.00-1.00 
 1.00 0.00 0.00 1.00 
 1 
-1.00 
 1.00 
 1.00 
 1 
-1.00 
-1.00 
 1.00 
 1 
 1.00 
 1.00 
 1.00 
 1 
 1.00 
-1.00 
 1.00 
 2 
 0.00 1.00-1.00 0.00 
 1.00 0.00 0.00-1.00 
-1.00 0.00 0.00-1.00 
 1 
-1.00 
 1.00 
-1.00 
 1 
-1.00 
-1.00 
-1.00 
 1 
 1.00 
 1.00 
-1.00 
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 1 
 1.00 
-1.00 
-1.00 
01 
-1.00 
-1.00 
01.00 
01 
01.00 
01.00 
-1.00 
01 
01.00 
01.00 
01.00 
01 
-1.00 
-1.00 
01.00 
01 
01.00 
01.00 
-1.00 
01 
-1.00 
-1.00 
-1.00 
04 
 0.00 0.00 1.00 0.00 
 0.00 0.00 0.00 1.00 
 0.00 1.00 0.00 0.00 
 1.00 0.00 0.00 0.00 
 0.00 0.00 0.00 1.00 
 0.00 0.00 1.00 0.00 
 0.00 1.00 0.00 0.00 
 1.00 0.00 0.00 0.00 
-1.00 0.00 0.00 0.00 
 0.00-1.00 0.00 0.00 
 0.00 0.00-1.00 0.00 
 0.00 0.00 0.00-1.00 
 2 
 0.00 1.00-1.00 0.00 
 0.00-1.00-1.00 0.00 
-1.00 0.00 0.00-1.00 

 



333 
 

ДОДАТОК Г. ПРОГРАМА ЗВЕДЕННЯ МАТРИЦЬ 

ДО КЛІТИННО-ТРИКУТНОГО ВИГЛЯДУ 

 

Програму ALG написано мовою Fortran. Нижче наведено текст 

програми. Числовий матеріал знаходиться в файлі NMBRS1.TXT. 

 

C NAME БЛOЧHO-TPEУГOЛЬHЫЙ BИД 

      PROGRAM ALG 

C------------------------- 

C  OДHOBPEMEHHOE ПPИBEДEHИE HECKOЛЬKИX MATPИЦ K  

C  БЛOЧHO-TPEУГOЛЬHOMУ BИДУ 

C   A B T O P Ы : БAЗИЛEBИЧ Ю.H., ШBEЦ И.B. 

C---------------------------------------- 

C   ИCXOДHЫE ДAHHЫE B ФAЙЛE nmbrs0.TXT . 

C  COДEPЖAHИE ЭTOГO ФAЙЛA: 

C  N2 - ПOPЯДOK BBOДИMЫX MATPИЦ, NMATR - ИX ЧИCЛO 

C  (N2 <= N2MAX = ПOPЯДKAM MATPИЦ A, B,... 

C   B OПEPATOPE  DIMENSION), 

C  ДAЛEE - ЭЛEMEHTЫ MATPИЦ. 

C---------------------------------------- 

      DIMENSION W(50,25),B(5,5),W2(4,25) 

     1          ,C(5,5),A(5,5), D(5,5) 

     2            ,C1(25),B1(25),A1(25) 

     3       ,KB(25),V(25),W1(50,25),SP(25,25) 

      EQUIVALENCE (A(5,5),A1(25) 

),(B(5,5),B1(25)),(C(5,5),C1(25)) 

      OPEN(8,FILE='nmbrs0.TXT') 

C---------------------------- 

      N2MAX=5 

      KB CTP=50 

      E1=1.E-9 
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      E2=1.E-7 

11    READ (8,242)N2,NMATR 

C   N2 - ПOPЯДOK BBOДИMЫX MATPИЦ, NMATR - ИX ЧИCЛO 

      PRINT 22,N2,NMATR 

 

      NM=N2MAX*N2MAX 

      CALL ZERO (0.,N2MAX,N2MAX,A) 

      NELM=NM*KB CTP 

      CALL ZERO (0.0,KB CTP,NM,W) 

      CALL ZERO (0.,KB CTP,NM,W1) 

C...ЗAHECTИ EДИHИЧHУЮ MATPИЦУ 

      K=1 

      DO 12 I=1,N2 

         W(1,K)=1.0 

12       K=K+N2MAX+1 

      N5=N2*N2MAX 

C...BBOД ИCXOДHЫX MATPИЦ 

      N1=NMATR+1 

      DO 3 IM=2,N1 

         READ(8, 21)((A(I,J),J=1,N2),I=1,N2) 

C   A - OЧEPEДHAЯ MATPИЦA 

         DO 31 I=1,N2 

31          PRINT 25,(A(I,J),J=1,N2) 

            PRINT *,'W2=' 

         DO 33 JM=1,N5 

            W2(IM,JM)=A1(JM) 

            PRINT 25,W2(IM,JM) 

33          W(IM,JM)=A1(JM) 

3     CONTINUE      

C...BЫДEЛИTЬ ЛИH. HEЗ. MATPИЦЫ 

      PRINT *, 'массив W - BCE MATPИЦЫ, BЫTЯHУTЫE B CTPOKУ' 

      DO 41 I=1,N1 

41       PRINT 25,(W(I,J),J=1,N5) 

      CALL SLAU5(W,N1,N5,E1,E2,L,V,KB CTP,1,KB) 
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      N1=N5-L 

      PRINT *,'HAЧАЛЬНОЕ КОЛ-ВО ЛИН. НЕЗАВ. МАТРИЦ' 

      PRINT *,N1 

C 

C...BЫЧИCЛИTЬ ПPOИЗBEДEHИЯ MATPИЦ, ПPOBEPИTЬ ЛИH. ЗAB. 

 43   CONTINUE 

C      PRINT *, 'ТО ЖЕ, ПОСЛЕ ВЫДЕЛЕНИЯ ЛИН. НЕЗ. СТРОК' 

C       DO 432 I=1,N1 

C 432     PRINT 25,(W(I,J),J=1,N5)  

      IF (N1.EQ.N2*N2) THEN 

         PRINT *,'HE ПРИВОДИМА' 

         STOP 

      END IF    

       N1=N1+1 

      JJ=1 

 44   KK=1 

C...УMHOЖEHИE MATPИЦ 

 46      DO 465 J=1,N5 

            A1(J)=W(JJ,J) 

 465        B1(J)=W(KK,J) 

         DO 13 L=1,N2 

            DO 13 J=1,N2 

             C(L,J)=0. 

             DO 13 K=1,N2 

13            C(L,J)=C(L,J)+A(L,K)*B(K,J) 

         DO 4 J=1,N5 

 4          W(N1,J)=C1(J) 

C...BЫЧИCЛЯEM CЛEД 

       S=0. 

       DO 45 I=1,N2 

 45       S=S+C(I,I) 

       SP(KK,JJ)=S 

C...ПPOBEPKA ЛИH. ЗABИCИMOCTИ 

      DO 47 I=1,N1 
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         DO 47 J=1,N5 

 47         W1(I,J)=W(I,J) 

      CALL SLAU5(W1,N1,N5,E1,E2,L,V,KB CTP,1,KB) 

      N8=N5-L 

C      PRINT 242,JJ,KK,N1,N8 

C      DO 48 I=1,N2 

C 48     PRINT 

25,(A(I,J),J=1,N2),(B(I,J),J=1,N2),(C(I,J),J=1,N2) 

C HУЖEH ЛИ HAM ЭTOT HOBЫЙ ЭЛ-T (ЛиH. HEзABиCиM ЛИ OH)? 

      IF (N8.GE.N1) GO TO 43 

 

C   KOHEЦ ЦИKЛOB ПO  KK  И ПO  JJ 

      KK=KK+1 

      IF(KK.LT.N1) GO TO 46 

      JJ=JJ+1 

      IF(JJ.LT.N1) GO TO 44 

 

C------------------------------------------------------------- 

C   ВТОРОЙ ЭТАП РАСЧЕТА 

C   N2- порядок матриц 

C   N - ранг алгебры 

C   L - размерность радикала 

C   Решаем систему уравнений 

C   G(1)y = 0 

C   G(2)y = 0 

C   ......... 

C   G(n)y = 0 

C------------------------------------------------------------ 

 

      N=N1-1 

      DO 50 I=1,N 

         PRINT *,'W=' 

 50      PRINT 25,(W(I,J),J=1,N5)   

      IF (N.LT.N2*N2) THEN 
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C...HAЙTИ K-TЫ ЭЛ-TOB PAДИKAЛA AЛГEБPЫ B БAЗИCE W 

         PRINT 243,N 

         DO 5 I=1,N  

            PRINT *,'SP=' 

 5          PRINT 25,(SP(I,J),J=1,N) 

         CALL SLAU5(SP,N,N,E1,E2,L,W1,NM,KBCTP,KB) 

         PRINT *,'PAЗМЕРНОСТЬ РАДИКАЛА' 

         PRINT *,L 

C...ПEPECЛATЬ PEШEHИE B SP (ОСВОБОДИТЬ W1) 

         DO 51,I=1,L 

            PRINT *,'W1=' 

            PRINT 25,(W1(I,J),J=1,N) 

            DO 51 J=1,N 

               SP(I,J)=W1(I,J) 

 51       CONTINUE 

          CALL ZERO (0.,KB CTP,NM,W1) 

C...HAXOЖДEHИE ПOДПPOCTPAHCTB 

         IP=0 

         DO 7 IMATP=1,L 

COCTABИTЬ ЭЛEMEHT PAДИKAЛA 

            DO 61 I=1,N5 

               S=0. 

               DO 6 K=1,N 

6                 S=S+SP(IMATP,K)*W(K,I) 

61          A1(I)=S 

            PRINT *,'A=' 

            DO 62 I=1,N2 

 62            PRINT 25,(A(I,J),J=1,N2)  

            DO 63 I=1,N2 

               DO 63 J=1,N2 

63                W1(IP+I,J)=A(I,J) 

            IP=IP+N2 

7        CONTINUE 
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         CALL SLAU5(W1,IP,N2,E1,E2,LL,B,KB CTP,N2MAX,KB) 

         PRINT 27,LL 

         PRINT *,'N2=' 

         PRINT *,N2 

         PRINT *,'B=' 

         DO 71 I=1,LL 

 71         PRINT 25,(B(I,J),J=1,N2) 

 

C...HAXOЖДEHИE BTOPOГO ПOДПPOCTPAHCTBA 

         CALL SLAU5(B,LL,N2,E1,E2,L2,A,N2MAX,N2MAX,KB) 

         IF (LL+L2.EQ.N2) THEN 

            DO 72 I=1,L2 

72             PRINT 25,(A(I,J),J=1,N2) 

COCTABЛEHИE MATPИЦЫ ПPEOБPAЗOBAHИЯ ПOДOБИЯ 

            CALL ZERO(0.,N2MAX,N2MAX,C) 

            DO 73 I=1,LL 

               DO 73 J=1,N2 

 73               C(J,I)=B(I,J) 

            DO 74 I=1,L2 

               DO 74 J=1,N2 

 74               C(J,I+LL)=A(I,J) 

         PRINT *, 'MATRIX S' 

         DO 75 I=1,N2 

 75         PRINT 25,(C(I,J),J=1,N2) 

C ПPИMEЧAHИE: ПEPBЫE LL CTOЛБЦOB MATPИЦЫ S MOГУT OTЛИЧATЬCЯ 

C             OT HAЙДEHHЫХ PAHEE (MATPИЦA B), HO OHИ 

C             ЯBЛЯЮTCЯ БAЗИCOM B TOM ЖE CAMOM ПPOCTPAHCTBE 

 

C ПOЛУЧEHИE ПPEOБPAЗOBAHHЫX MATPИЦ 

         N1=NMATR+1 

            DO 8 IM=2,N1 

            PRINT *,IM-1 

               DO 83 JM=1,N5 

 83               A1(JM)=W2(IM,JM) 
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               PRINT *,'W2=ИСХОДНАЯ' 

               PRINT 25,(W2(IM,JM),JM=1,N5) 

            CALL PODOBIE(A,C,N,NMAX,IER,B,D) 

            PRINT *,'A-ПРЕОБРАЗОВАННАЯ' 

            DO 85 I=1,N2 

 85            PRINT 25,(A(I,J),J=1,N2) 

 8             CONTINUE 

         ELSE 

            PRINT 26 

         END IF                      

      ELSE 

         PRINT 24 

      END IF 

26    FORMAT ('HE BЫПOЛHЯETCЯ LL+L2=N2') 

243   FORMAT (2X, 'PAHГ AЛГEБPЫ PABEH:',I4) 

242   FORMAT (3I2) 

22    FORMAT (3X,'N2=',I3,'  NMATR=',I3) 

21    FORMAT (9F11.5) 

25    FORMAT (8F11.5) 

24    FORMAT('  HE  ПPИBOДИMO') 

27    FORMAT (2X, 'ПOPЯДOK 1-ГO БЛOKA PABEH:',I4) 

C      П Р И М Е Ч А Н И Е 

C Возможен выход в середине программы( возле метки 43) 

      END 

           

      SUBROUTINE SLAU5(A,NN,M,E1,E2,L,V,N2,N3,NMB) 

C   OБЩEE PEШEHИE CИCTEMЫ ЛИHEЙHЫX OДHOPOДHЫX AЛГEБPAИЧECKИX 

C   УPABHEHИЙ C УЧETOM PAЗPEЖEHHOCTИ MATPИЦЫ KOЭФФИЦИEHTOB 

C   A B T O P :   Ю.H. БAЗИЛEBИЧ  

C-------------------------------------------------------- 

C   A - MATPИЦA KOЭФФИЦИEHTOB. 

C   NN*M - EE PAЗMEPHOCTЬ. 

C   E1,E2 - AБCOЛЮTHAЯ И OTHOCИTEЛЬHAЯ ПOГP. 

C   L - K-BO ЛИH. HEЗABИCИMЫX PEШEHИЙ 
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C   NMB - B MACCИBE OTMEЧAЮTCЯ БAЗИCHЫE ПEPEM. 

C   V - B ПEPBЫE L CTPOK MATPИЦЫ ЗAHOCЯTCЯ ЛИH. HEЗAB. PEШEHИЯ 

C   N2 - ЧИCЛO CTPOK B OПИCAHИИ MATP. A 

C   N3 -       - " -        V 

C------------------------------ 

      DIMENSION A(N2,M),NMB(M),V(N3,M) 

      INTEGER VEDSTR 

      N=NN 

      DO 5 I=1,M 

5        NMB(I)=0 

C...................................... 

      VEDSTR=1 

3     CONTINUE 

      IF (VEDSTR.GT.N) GO TO 6 

C...ПOИCK CTPOKИ C MИH. K-BOM ЭЛ-TOB 

      MINKBO=M 

      MINC=VEDSTR 

      DO 30 I=VEDSTR,N 

         KEL=0 

         DO 31 J=1,M   

           P=ABS(A(I,J)) 

31          IF (P.GT.E1) KEL=KEL+1 

         IF (KEL.GE.MINKBO) GO TO 30 

         MINKBO=KEL 

         MIN C=I 

30       CONTINUE 

      DO 32 J=1,M 

         R=A(VEDSTR,J) 

         A(VEDSTR,J)=A(MIN C,J) 

32       A(MIN C,J)=R 

C...BEДУЩИЙ ЭЛEMEHT - HAИБOЛЬШИЙ B CTPOKE 

      K=1 

      DO 1 J=2,M  

        P=ABS(A(VEDSTR,J)) 
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         P2=ABS(A(VEDSTR,K)) 

1        IF (P.GT.P2) K=J 

      S=A(VEDSTR,K)  

      P=ABS(S) 

      IF (P.GT.E1) GO TO 2 

C   УДAЛEHИE CTPOKИ 

      N=N-1 

      IF(VEDSTR.GT.N) GO TO 3 

      DO 4 K1=VEDSTR,N 

         DO 4 J=1,M 

4          A(K1,J)=A(K1+1,J) 

      GO TO 3 

2     NMB(K)=VEDSTR 

C...ЖOPДAHOBЫ ИCKЛЮЧEHИЯ 

      DO 9 J=1,M 

9          A(VEDSTR,J)=A(VEDSTR,J)/S 

       DO 7 I=1,N 

       IF (I.EQ.VEDSTR) GO TO 7 

         AMHOG=A(I,K) 

         DO 10 J=1,M 

           P=ABS(A(I,J)) 

           A(I,J)=A(I,J)-A(VEDSTR,J)*AMHOG 

           P2=ABS(A(I,J)) 

10         IF (P2.LT.E2*P .OR. P2.LT.E1) A(I,J)=0. 

7        CONTINUE 

      VEDSTR=VEDSTR+1 

      GO TO 3 

6     CONTINUE 

      L=M-N 

COCTABЛEHИE ЛИH.HEЗAB. PEШEHИЙ 

      IF (L.GT.N3) RETURN 

      DO 12 I=1,L 

         DO 12 J=1,M 

12         V(I,J)=0. 
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      K=0 

      DO 13 I=1,M 

         IF(NMB(I).NE.0) GO TO 13 

         K=K+1 

         V(K,I)=1. 

         DO 14 J=1,M 

14      IF (NMB(J).NE.0)   V(K,J)=-A(NMB(J),I) 

13       CONTINUE 

      RETURN 

      END       

            

           SUBROUTINE PODOBIE(B,S,N,N2,IER,B2,S1) 

C================================================= 

C....BЫПOЛHEHИE ПPEOБPAЗOBAHИЯ ПOДOБИЯ 

C....S-ИCXOДHAЯ MATPИЦA  (ПOPTИTCЯ) 

C    N-EE ПOPЯДOK 

C    N2-ЧИCЛO CTPOK B OПИCAHИИ MACCИBOB 

C    IER-KOд OШИБKИ (IER=0 ПPИ УCПEШHOM PEШEHИИ, ИHAЧE 1) 

C    B2-PEЗУЛЬTИPУЮЩЯЯ MATPИЦA 

C    S1 - PAбOЧИЙ MACCИB 

C    ABTOPЫ: БAЗИЛEBИЧ Ю.H., ШBEЦ И.B. 

C================================================= 

      DIMENSION S(N2,N),B(N2,N),B2(N2,N),S1(N2,N) 

C....S1-PAбOчИй MACCИB 

         DO 2 I=1,N 

            DO 2 J=1,N 

2           B2(I,J)=S(I,J)   

C    HAXOЖДEHИE OБPATHOЙ MATPИЦЫ 

      CALL OBRMA (S,N,N2,IER,S1) 

      PRINT 25,((S1(I,J),J=1,N),I=1,N) 

25     FORMAT(/2X,'S1=',(8F7.2)) 

C  S1*B->S 

      DO 3 I=1,N 

         DO 3 J=1,N 
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         R=0 

         DO 33 L=1,N 

33         R=R+S1(I,L)*B(L,J) 

3     S(I,J)=R 

C  B2->S1 

      DO 4 I=1,N 

         DO 4 J=1,N 

4     S1(I,J)=B2(I,J) 

C  S*S1->B2 

      DO 5 I=1,N 

         DO 5 J=1,N 

         R=0 

         DO 55 L=1,N 

55         R=R+S(I,L)*S1(L,J) 

5     B2(I,J)=R 

      RETURN 

      END 

            SUBROUTINE OBRMA(A,N,N2,IER,X) 

C   ===================================================== 

C   BЫЧИCЛEHИE OБPATHOЙ MATPИЦЫ. METOД ЖOPДAHA-ГAУCCA 

C   C BЫБOPOM BEДУЩEГO ЭЛEMEHTA ПO CTOЛБЦУ 

C   A B T O P :   Ю.H. БAЗИЛEBИЧ  

C-------------------------------------------------------- 

C   A - MATPИЦA  

C   N - EE ПOPЯДOK 

C   N2 - ЧИCЛO CTPOK B OПИCAHИИ ДBУMEPH - MACCИBOB 

C   IER - KOД OШИБKИ (IER=0 ПPИ УCПEШHOM PEШEHИИ, ИHAЧE IER=1) 

C   X - OБPATHAЯ MATPИЦA (PEЗУЛЬTAT) 

C------------------------------ 

      DIMENSION A(N2,N), X(N2,N) 

      INTEGER VEDSTR 

C   EДИHИЧHAЯ MATPИЦA  ->  X       

      CALL ZERO(0.,N2,N,X) 

      DO 1 I=1,N 
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1        X(I,I)=1. 

      IER=1 

C...................................... 

      DO 3 VEDSTR=1,N 

C       BЫБOP BEДУЩEГO ЭЛEMEHTA ПO CTOЛБЦУ 

         P=0. 

         DO 31 I=VEDSTR,N 

            P2=ABS(A(I,VEDSTR)) 

            IF (P2.GT.P) THEN 

               P=P2 

               K=I 

            END IF 

31       CONTINUE 

         IF (P.LT.1.E-25)             RETURN 

         IF (K.NE.VEDSTR) THEN 

C          ПEPECTAHOBKA CTPOK 

            DO 32 J=1,N 

               R=A(VEDSTR,J) 

               A(VEDSTR,J)=A(K,J) 

               A(K,J)=R 

               R=X(VEDSTR,J) 

               X(VEDSTR,J)=X(K,J) 

               X(K,J)=R 

32          CONTINUE 

         END IF 

 

C...ЖOPДAHOBЫ ИCKЛЮЧEHИЯ                

         S=A(VEDSTR,VEDSTR) 

         DO 9 J=1,N 

           A(VEDSTR,J)=A(VEDSTR,J)/S 

9          X(VEDSTR,J)=X(VEDSTR,J)/S 

         DO 7 I=1,N 

            IF (I.EQ.VEDSTR) GO TO 7 

            AMHOG=A(I,VEDSTR) 
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            DO 10 J=1,N 

               A(I,J)=A(I,J)-A(VEDSTR,J)*AMHOG 

10             X(I,J)=X(I,J)-X(VEDSTR,J)*AMHOG 

7        CONTINUE 

 

3     CONTINUE 

      IER=0 

      RETURN 

      END  

       

            SUBROUTINE ZERO (X,N,M,A) 

      DIMENSION A(N,M) 

      DO 1 I=1,N 

         DO 1 J=1,M 

1           A(I,J) = X 

      RETURN 

      END 

 

В якості тестового прикладу обрано такий: 

Приклад Г.1. 
 

B1 = E; ,  



 21

01
2B .47

47
3 





B

 

В цьому разі файл NMBRS1.TXT має вигляд: 

 

0202 

 1.00 0.00 1.00 2.00 

 7.00 4.00-7.00-4.00 
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ДОДАТОК Ґ. ПРОГРАМА РОЗВ’ЯЗКУ НЕОДНОРІДНОЇ СИЛЬНО 
РОЗРІДЖЕНОЇ СИСТЕМИ ЛІНІЙНИХ АЛГЕБРАЇЧНИХ РІВНЯНЬ 

 

Алгоритм розрахунку є аналогічним програмі SLAU5. До квадратної 

матриці додається права частина за формулою (2.34). 

Текст програми slau_b.PRG: 

 

*:**************************************************************

** 

*:        Program: slau_b.PRG 

*: 

*:         System: Частное решение системы лин. алгебр. 

уравнений, 

*: квадратная матрица полного ранга, большая сильно разреженная 

система 

*:      Author: Базилевич Ю.Н., Булдович А.Л. 

*:  Last modified: 19.01.99, 20.12.2015 

*:**************************************************************

** 

* nn-количество уравнений 

*********************************************** 

PRIVATE  nn, m, eps1, eps2, vedstr, minc, minkvo; 

   nn1, kel, i, j, K, s, y, multi1, p, p2, beg, var1; 

   tip, name1, answer2 

PRIVATE  baz, mass 

set talk off 

 

* уничтожение старого решения 

CLOSE DATABASES 

USE solve 

DELETE ALL 

PACK 
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nn=3 

* eps1, eps2-абсолютная и относ. погрешности 

*eps1=0.000000001 

*eps2=0.00000001 

eps1 = 1.0E-15 

eps2 = 1.0E-9 

name1 = 'name1.txt' 

answer2=1 

 

DO ex3 

 

m = nn + 1    && к-во столбцов расширенной матрицы 

DO CASE 

case answer2=2 

   CLOSE DATABASES 

   set talk on 

   RETURN                &&  R  E  T  U  R  N 

OTHERWISE  

   USE shablon 

   erase aa.dbf 

   COPY STRUCTURE TO aa 

   USE aa 

   APPEND FROM (name1) DELIMITED 

ENDCASE 

 

* база данных содержит коэффициенты при неивестных 

erase ab.dbf 

COPY TO ab 

USE ab 

* "обнулить" малые элементы 

scan for abs(aa) < eps1 

   replace stk with 0 

endscan 
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DIMENSION baz(m) 

FOR i=1 TO m 

   baz(i)=0 

ENDFOR   && i 

 

INDEX ON stk TAG stk 

go bottom 

nn1=stk            && фактическое число строк (уравнений) 

if nn1 > nn 

   y='Всего строк '+ltrim(str(nn1))+ ' а не '+ltrim(str(nn))+'. 

Выход?' 

 *  if quiestn(y) 

   if MESSAGEBOX(y, 276, 'программа спрашивает') = 6 

      CLOSE DATABASES 

      set talk on 

      RETURN                 &&  R  E  T  U  R  N 

   endif 

endif 

INDEX ON STR(stk)+STR(stlb) TAG stkstlb 

 

vedstr=1        && номер ведущей строки. Сюда будет перенесена  

                && вед. строка после выбора вед. элемента 

SET NEAR ON 

DO WHILE vedstr<=nn1 

   wait window nowait "Всего уравнений: " + alltrim(str(nn1)) ; 

            + '. Обрабатывается - ' + alltrim(str(vedstr)) + '-

е.' 

   SET ORDER TO TAG 1 

 

  * если "ведущая" строка нулевая - удаляем 

   IF .NOT.SEEK(vedstr) 

      IF (vedstr < nn1) 

         DO WHILE SEEK(nn1) 

            REPLACE stk WITH vedstr 
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         ENDDO 

      ELSE 

         * "ведущая" строка за пределами матрицы 

      ENDIF     &&  (vedstr < nn1) 

      * ранг матрицы 

      nn1=nn1-1 

   ENDIF 

   IF vedstr <= nn1      && если "ведущая" строка не была 

                         &&  за пределами матрицы 

     * поиск строки с min к-вом ненулевых эл-тов 

      minc=vedstr 

      minkvo=m 

      SEEK(vedstr) 

      DO WHILE .NOT.EOF() 

         kel=0 

         y=stk 

         DO WHILE stk=y 

            kel=kel+1 

            SKIP 

         ENDDO      && stk=y 

         IF kel<minkvo 

            minkvo=kel 

            minc=y 

         ENDIF      && kel 

      ENDDO         && .not.eof() 

       

       

      * перестановка строк 

      IF minc # vedstr 

         * vedstr -->-1 

         DO WHILE SEEK(vedstr) 

            REPLACE stk WITH -1 

         ENDDO 

         * minc   -->vedstr 
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         DO WHILE SEEK(minc) 

            REPLACE stk WITH vedstr 

         ENDDO 

         * -1      -->minc 

         DO WHILE SEEK(-1) 

            REPLACE stk WITH minc 

         ENDDO 

      ENDIF 

       

     * копируем вед.строку в массив mass (с учетом сортировки)       

      SET ORDER TO TAG 2 

      COPY TO ARRAY mass  FIELDS stlb, aa FOR stk=vedstr 

       

      * количество элеметов в массиве 

      len1 =ALEN(mass,1) 

       

      * ведущий элемент-наибольший в строке 

      * s - искомый элемент;k - номер столбца 

      K=1 

      s=ABS( mass(1,2) ) 

      FOR i=2 TO len1 

         IF  ABS( mass(i,2) ) >s 

            K = i 

            s=ABS( mass(i,2) ) 

         ENDIF 

      ENDFOR   && i 

      s=mass(K,2) 

      K=mass(K,1) 

      baz(K)=vedstr 

       

      * Ж о р д а н о в ы      и с к л ю ч е н и я 

       

      * преобразовываем эл-ты ведущей строки 

      FOR i=1 TO len1 
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         mass(i,2)=mass(i,2)/s 

      ENDFOR   && i 

       

      SET EXAC OFF 

      SET NEAR ON 

       

      GO TOP 

      * пока не конец базы данных 

      DO WHILE (.NOT.EOF()) 

         y=stk 

         * если не ведущая строка, то преобразовываем 

         IF (y # vedstr) 

            * нахождение в текущей строке i элемента 

            * с индексом k 

            * если найденный эл-т сущ-т( # 0) 

            IF SEEK(STR(y)+STR(K)) 

               multi1=aa 

               SEEK(STR(y)) 

               * преобразовываем элементы текущей строки 

               FOR j=1 TO len1 

                  IF SEEK(STR(y)+STR(mass(j,1)))       && 

A(y,j)#0 

                     p=ABS(aa) 

                     var1=aa-mass(j,2)*multi1 

                     p2=ABS(var1) 

                     IF (p2<(eps2*p).OR.(p2<eps1)) 

                        REPLACE stk WITH 0 

                     ELSE 

                       * если эл-т в базе данных # 0, 

                       * записываем измен-е значение 

                        REPLACE aa WITH var1 

                     ENDIF 

                  ELSE  && SEEK(STR(y)+STR(mass(j,1)))   && 

A(y,j)#0 
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                     var1=(-1)*mass(j,2)*multi1 

                     if abs(var1) >= eps1 

                        * используем пустую запись 

                        * или добавляем новую 

                        IF .NOT.SEEK(STR(0)) 

                           APPEND BLANK 

                        ENDIF 

                       * добавляем измен-е значение 

                        REPLACE stk WITH y, stlb WITH mass(j,1), 

aa WITH var1 

                     endif  &&  abs(var1) >= eps1 

                  ENDIF  && SEEK(STR(y)+STR(mass(j,1)))   && 

A(y,j)#0 

               ENDFOR   && j 

            ENDIF 

         ELSE      && y # vedstr 

            FOR i=1 TO len1 

               REPLACE aa WITH mass(i,2) 

               skip 

            ENDFOR   && i 

         ENDIF   && (y # vedstr) 

         SEEK(STR(y+1))            && переход к новой строке 

      ENDDO      && (.not.eof()).and.(stk # -1) 

 

      SET EXAC ON 

      RELEASE mass 

   ENDIF   &&  vedstr <= nn1 

   vedstr=vedstr+1 

   SET ORDER TO TAG 1 

   go bottom 

   nn1=stk     && фактическое число строк 

ENDDO 

SET  NEAR OFF 
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*  Составление лин. независимых решений 

 

l=m-nn1 

SELECT B   && решения будут расположены в строах 

USE solve  &&   таблицы solve.dbf 

K=0        && номер переменной 

FOR i=1 TO m 

   IF baz(i)=0  && если переменная - свободная (не базисная) 

      K=K+1 

      SELECT B 

      APPEND BLANK 

      REPLACE stk WITH K, stlb WITH i, sol WITH 1 && св. перем-

ая = 1 

      FOR j=1 TO m 

         IF baz(j)#0 

            SELECT A 

            SET ORDER TO TAG 2 

            IF SEEK(STR(baz(j))+STR(i)) 

               bb=-aa 

               SELECT B 

               APPEND BLANK 

               REPLACE stk WITH K, stlb WITH j, sol WITH bb 

            ENDIF 

         ENDIF 

      ENDFOR   && j 

   ENDIF 

ENDFOR   && i 

 

*USE solve.dbf       && анализ решения 

SELECT B 

LOCATE FOR Stk = 2 

IF FOUND() 

   wait window nowait "Бесконечное множество решений" 

ELSE  
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   LOCATE FOR Stlb = m 

   IF FOUND() 

      rr = Sol  

      DELETE && убираем вспомогательную переменную 

      PACK  

      REPLACE ALL Sol WITH - Sol /rr 

      DO solv2 

      MODIFY COMMAND SOLV2.TXT NOWAIT   

      wait window "Решение в файле SOLV2.TXT"  

   ELSE 

      wait window nowait "Нет решения " 

   ENDIF  

ENDIF  

 

 

CLOSE DATABASES 

 

set talk on 

*: EOF: SLAU5.PRG 

 

Текст підпрограми ex3.PRG: 

 

* диалог с пользователем                     ex3.prg 

***************************************************** 

DEFINE WINDOW w1 ; 

  FROM 1, 1 ; 

  TO 23,55 ; 

  TITLE "укажите порядок исходной матрицы и точность 

(eps1, eps2)" ; 

  FLOAT ; 

  NOCLOSE  ; 

  PANEL ; 

  COLOR SCHEME 1 
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ACTIVATE WINDOW w1 

 

*COLOR GR+/B,W/B,GR+/B,GR+/B,GR+/B,GR+/B,W+/B,R/B,GR+/B,W/B 

* ,W+/BG,,,,,,,, 

* ,RGB(0,0,0,0,255,255),,,,,,,, 

@ 4,1 SAY "dimension of the matrix" 

@ 5,8 GET nn ; 

 SIZE 1,6 ; 

 DEFAULT 0 COLOR  ,W+/BG,,,,,,,, 

@ 7,10 SAY "EPS1" 

@ 8,0 GET eps1 ; 

 SIZE 1,24 ; 

 DEFAULT 0 COLOR  ,W+/BG,,,,,,,, 

@ 10,10 SAY "EPS2" 

@ 11,0 GET EPS2 ; 

 SIZE 1,24 ; 

 DEFAULT 0  COLOR ,W+/BG,,,,,,,, 

@ 20,7 GET answer2 ; 

 PICTURE "@*HT \!<OK>;\?<CANCEL>" ; 

 SIZE 1,8,6 ; 

 DEFAULT 1 

READ CYCLE  

 

RELEASE WINDOW w1 

*? nn, m, eps1, eps2, tip, answer2 

 

IF answer2 # 2  && открытие файла 

   name1=GETFILE('txt') 

ENDIF  

 

IF EMPTY(name1) && если файл не выбран, то "CANCEL" 

   answer2 = 2  

ENDIF 
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Текст підпрограми solv2.PRG: 

 

*                              solv2.prg 

*  составление решения с учётом 

*  ненулевых элементов 

*********************************** 

 

ERASE solv2.txt 

 

SELECT b 

ERASE solv2.dbf  

COPY STRUCTURE TO solv2 

 

SELECT c  

USE solv2  

i=1 

DO WHILE i<= nn 

   APPEND BLANK 

   REPLACE Stlb WITH i, Sol WITH 0 

   i = i + 1 

ENDDO 

 

SELECT b   && перенос ненулевых эл-тов 

SCAN 

   xx = stlb  

   GO xx IN c 

   zz = b.sol 

   REPLACE c.sol WITH zz 

ENDSCAN 

 

SELECT  c  

COPY TO solv2.txt FIELDS sol DELIMITED  
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ДОДАТОК Д. АКТИ ВПРОВАДЖЕННЯ РЕЗУЛЬТАТІВ 

ДИСЕРТАЦІЙНОЇ РОБОТИ 
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