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Аннотация. Рассмотрены пути применения фрактального формализма при моделировании структуры и свойств 
материалов на основе разработанных алгоритмов для каждого конкретного случая. В качестве примеров приведены 
отдельные ранее опубликованные авторами стратегии, что позволяет не включать в текст статьи громоздкую формализацию 
общего направления фрактального моделирования. 

Ключевые слова: фрактальное моделирование; математическая модель; микрообъект; макрообъект; структура; 
неполнота формальной аксиоматики; мультифрактал 

ЗАСТОСУВАННЯ ФРАКТАЛЬНОГО МОДЕЛЮВАННЯ  
ДЛЯ ОЦІНЮВАННЯ СТРУКТУРИ І ВЛАСТИВОСТЕЙ МЕТАЛІВ 

БОЛЬШАКОВ В. І.1, д. т. н., проф., 
ВОЛЧУК В. М.2*, д. т. н., доц., 
ДУБРОВ Ю. І.3, д. т. н., проф. 

1 Кафедра матеріалознавства та обробки матеріалів, Державний вищий навчальний заклад «Придніпровська державна 
академія будівництва та архітектури», вул. Чернишевського, 24-а, Дніпро, 49600, Україна, 
тел. +38 (0562) 47-39-56,  e-mail: bolshаkov@mail.pgasa.dp.ua, ORCID ID: 0000-0003-0790-6473 
2* Кафедра матеріалознавства та обробки матеріалів, Державний вищий навчальний заклад «Придніпровська державна 
академія будівництва та архітектури», вул. Чернишевського, 24-а, Дніпро, 49600, Україна,  
тел. +38 (0562) 47-39-56,  e-mail: volchuky@ gmail.com, ORCID ID: ORCID ID: 0000-0001-7199-192X 
3 Кафедра матеріалознавства та обробки матеріалів, Державний вищий навчальний заклад «Придніпровська державна 
академія будівництва та архітектури», вул. Чернишевського, 24-а, Дніпро, 49600, Україна,  
тел. +38 (0562) 47-39-56,  e-mail: mom@mail.pgasa.dp.ua, ORCID ID: ORCID ID: 0000-0002-3213-4893 

Анотація. Розглянуто шляхи застосування фрактального формалізму для моделювання структури і властивостей матеріалів 
на основі розроблених алгоритмів для кожного конкретного випадку. Для прикладу наведено окремі раніше опубліковані 
авторами стратегії, що дозволило не включати в текст повідомлення громіздку формалізацію загального напрямку 
фрактального моделювання. 
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Выводы Б. Мандельброта о применении теории 

фракталов наилучшим образом определяют 
организацию фрактального моделирования: «Хочу со 
всей категоричностью заявить, что я не считаю 
фрактальную точку зрения панацеей; анализ каждого 
случая должен оцениваться согласно критериям, 
принятым в соответствующей области (т. е., как 
правило, исходя из его способности организовать, 
объяснить и предсказать), а не рассматривать как 
очередной пример чисто математического 
построения» [1]. Тезис о том, что анализ каждого 
случая должен оцениваться согласно критериям, 
принятым в соответствующей области, является 
основополагающим.   

Неадекватный выбор типа математической 
модели (ММ) для объекта моделирования приводит к 
потере её кардинальности, отражающейся на всех 
последующих изысканиях. Настоящее, вероятно, 
может происходить по вине исследователя, который 
иногда в «погоне» за относительно модным 
направлением назначает неадекватный объекту 
моделирования тип проектируемой ММ. Подобных 
ошибок, вероятно, можно избежать, если на стадии 
становления типа ММ будет применяться 
«трафарет», примерная схема которого приведена на 
рисунке. 

Общим для большинства синтезируемых 
фрактального типа ММ является сведение их к 
конечномерному виду1. 

Как это следует из приведенной схемы рисунка, 
математическое программирование делится на 
разделы, применяющие методы планирования и 
управления в условиях полной информации и в 

                                                      
1 При этом наблюдается разделение численных методов на 
конечные, которые позволяют получить решение за 
конечное число шагов, и бесконечные, в которых строится 
последовательность все более точных приближений к 
решению (получение решения с заданной точностью). 
Следует отметить, что большинство реальных задач не 
поддается точному решению. 

условиях неопределенности (стохастическое 
программирование) [2]. 

На пути создания ММ фрактального типа 
появляются трудности, связанные с задачами, для 
решения которых существующие методы 
математического программирования оказываются 
непригодными. Преодоление таковых исследователи 
нередко производят путём экспертного, эмпирико-
технологического анализа обратных связей.  

При этом изотропность пространства состояний, 
часто исследователи обосновывают ограничениями, 
допускающими экстраполяцию тенденций развития 
ММ в относительно узкой рабочей области [3]. 

Широкий спектр идентифицируемых объектов 
диктует представление их рабочих областей, как 
неэлементарных, неэргодических многообразий2, 
метрика которых представляется множеством 
координатных систем, связанных между собой 
произвольными, взаимно однозначными 
преобразованиями.  

Для практических применений реализация 
подобной метрики является чрезвычайно сложной. 
Интерпретация подобных многообразий 
неоднозначная [4], что является основанием для 
введения процесса поиска стратегий, диктующих вид 
ММ.  

Исходя из выше изложенного, в настоящей работе 
рассматриваются (предложены) стратегии 
моделирования ММ, для реализации которых 
необходимо учитывать следующее: 
 ММ фрактального типа должна основываться на 

определении фрактала: «фракталом называется 
структура, состоящая из частей, которые в каком-то 
смысле подобны целому и друг другу» 
(Б. Мандельброт); 

 

                                                      
2 Для неэлементарного многообразия невозможно в целом 
ввести координатную систему с обычными требованиями 
взаимной однозначности и непрерывности соответствия. 
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Рис. Схема применяемых методов математического моделирования / Fig. Scheme of applied methods of 
mathematical modeling 

– начинать определение вида ММ необходимо с 
проверки выполнения условий, удовлетворяющих 
выполнению критериев Таккенса [5] или Большакова 
− Дуброва [6]; 

– производится назначение определяющего 
параметра; 

– выбор независимых и зависимых переменных с 
их предельными значениями; 

– определяется фрактальная размерность 
структуры как: D = log n /log (1/r) [7], где n – число 
самоподобных частей, возникающих при увеличении 
линейных размеров исходной фигуры в r раз;  
D – фрактальная размерность; 
 проверяется самоподобие фрактала [8−10]; 

– назначается масштаб проектируемой модели 
[11; 12]; 
 проверяется однородность пространства 

состояний ММ; 
– производится выбор метода формирования вида 

ММ; 
– выбираются контрольные точки в пространстве 

состояний; 
– производится корректировка модели на 

основании анализа результатов экспериментов. 
Определение границ области самоподобия 

заключается в установлении допустимых изменений 
определяющего параметра, при которых наблюдается 
постоянство фундаментальных элементов области 
самоподобия.  
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Однородность пространства состояний присуща 
монофрактальным структурам [13−15], поскольку 
большинство структур в природе обладают 
фундаментальным свойством  геометрической 
регулярностью, известной как инвариантность по 
отношению к масштабу, или самоподобие. По-
видимому, в силу того, что только одной величиной 
невозможно объективно описать сложную структуру, 
было введено понятие мультифрактала, который 
характеризуется спектром статистических размерностей 
Реньи [16]. В этой связи, у нелинейной модели 
пространство состояний представляет мультифрактал, 
выражающийся не в первичных геометрических 
формах, а в алгоритмах, т. е. наборах математических 
процедур [17; 18]. Для выбора способа формирования 
фрактальной модели допустимо применение любых 
математических методов.  

Выбор точек в пространстве состояний делается 
для проверки адекватности ММ, корректировка 
которой производится на основании анализа 
результатов экспериментов. 

Ниже рассматриваются примеры выбора 
стратегий решения задач фрактального 
моделирования, где основные стратегии базируются 
на создании фрактальных моделей микрообъектов. 
При этом встречаются задачи фрактального 
моделирования, применяющиеся для идентификации 
функции целей макрообъектов. Так, в работе [19] 
показана демонстрация применения фрактального 
формализма для идентификации макрообъектов и 
систем с частичным индетерминизмом, где 
определяющим параметром является фрактальная 
модель карусели Э. Лоренца, представленная 
отношением температуры воздушной массы в 
контрольных точках области самоподобия к ее 
скорости в этих точках. Другой задачей применения 
фрактального моделирования для макрообъектов 
является задача определения функции цели в 
зависимости от сложившейся ситуации на объекте 
моделирования, где в качестве альтернативных 
функций целей выступают критерии, 
характеризующие качество целевого продукта [20].  

При реализации стратегий фрактального 
моделирования микрообъектов предлагается для 

частичной компенсации неполноты формальной 
аксиоматики, проявляемой при идентификации, 
например, микроструктуры металла, применять язык 
более высокого уровня – фрактальную геометрию [21]. 
В работе [22] показано, что для определения 
принадлежности исследуемого объекта 
(микроструктуры металла) к фрактальному типу 
целесообразно применять критерий Такенса или 
Большакова − Дуброва, где выполнение условий, 
удовлетворяющих данные критерии, утверждает 
возможность применения моделей фрактального типа. 

Для определения качества целевого продукта 
предложено применение фрактального 
моделирования [23], включающего: 
 определение границ самоподобия, 

устанавливаемых в заданных интервалах; 
 определение фрактальной размерности 

элементов структуры; 
 вычисление спектра статистических 

размерностей мультифрактала; 
 установление чувствительности согласно 

критерию Большакова − Дуброва, отображающей 
качество метала в его фрактальной размерности. 

Для повышения точности фрактальной модели 
реализована методика, базирующаяся на применении 
композиции топологического и фрактального 
подходов для сотового, пластинчатого, зернистого и 
игольчатого классов структуры [24], где для оценки 
микроструктуры металла выбраны критерии: 
относительный диаметр зерна; относительная длина 
межфазных и внутрифазных границ; относительная 
дисперсия зерен и метрическое расхождение 
структуры с ее топологическим эквивалентом. 

Одной из основных оценок качества металла 
является его неоднородность. В этой связи 
предложена и реализована методика, заключающаяся 
в применении концепции мультифрактального 
формализма, для оценки степени неоднородности 
микроструктуры металла [25]. 

Таким образом, организация фрактального 
моделирования инициируется с целью ее создания 
для каждого конкретного случая, что согласуется с 
приведенным тезисом Б. Мандельброта. 
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	При последующем отжиге происходит перестройка дислокационной субструктуры, которая сформировалась в процессе кристаллизации и охлаждения. В сформировавшихся вторичных границах, а также вблизи неметаллических включений происходят процессы переползания и поперечного скольжения дислокаций, в то же время формируются новые вторичные границы как в результате образования и укрупнения субзерен, так и путем перераспределения дислокаций с образованием границ в участках с повышенной плотностью дислокаций (рис. 1 г). 
	Еще один механизм образования вторичных границ в процессе отжига связан с испусканием дендритными границами решеточных дислокаций и расщеплением границ зерен (рис. 1 д, е). Очевидно, в процессе кристаллизации в дендритных (первичных) границах вследствие возникновения напряжений накопилось  повышенное количество граничных дефектов, в частности зернограничных дислокаций, перераспределение  которых в пределах этих границ в процессе отжига способствует снижению напряжений, что сопровождается испусканием в зерна ансамблей решеточных дислокаций. Происходит взаимодействие этих решеточных дислокаций, что приводит к формированию дислокационных вторичных границ. Следует учитывать неравномерное распределение температуры, влияющее на указанные процессы. �[14−15].
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