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Аннотация. Цель. Проверка статистической гипотезы о природе пиков полимодального распределения интенсивностей 
локальных тепловых потоков в двухфазном композиционном материале. Статистический анализ влияния параметров 
включения и матрицы на характеристики указанного распределения. Методика. Моделирование стационарного распределения 
теплофизических характеристик  квазидвумерного двухфазного композита со случайно размещенными включениями методом 
Монте-Карло. Численное решение внутренней задачи Дирихле для однородного стационарного уравнения теплопроводности  с 
краевыми условиями первого рода методом верхней последовательной релаксации. Статистическая идентификация 
полимодальных распределений локальных тепловых потоков. Результаты. Проведены численные расчеты и рассмотрены 
сценарии для локальных тепловых потоков при изменении параметров как самих включений, так и их размещения в матрице.  
В предположении логнормального закона распределения проведено разделение полимодального распределения локальных 
тепловых потоков на три моды. Исследовано влияние параметров матрицы и включений на динамику отдельных мод.  Путем 
сравнительного анализа карт тепловых потоков и гистограмм распределения их интенсивностей определены области матрицы 
композита, которые соответствуют каждой моде.  Научная новизна. Впервые статистически подтверждены и пространственно 
локализованы области квазидвумерного композита в которых протекают локальные тепловые потоки с распределением 3-х 
разных типов. Проведен анализ факторов, влияющих на  основные характеристики этих распределений.  Практическая 
значимость. Результаты численного исследования распределения локальных тепловых потоков могут быть использованы как 
для прогнозирования результатов тепловой эксплуатации существующих двухфазных композитов, так и для моделирования 
теплофизических характеристик новых композиционных материалов. 

Ключевые слова: композиционный материал; метод Монте-Карло; локальные тепловые потоки; статистический анализ; 
динамика параметров распределений 
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Аннотація. Ціль. Перевірка статистичної гіпотези про природу піків полімодального розподілу інтенсивностей локальних 
теплових потоків в двофазному композиційному матеріалі. Статистичний аналіз впливу параметрів включення і матриці на 
характеристики зазначеного розподілу. Методика. Моделювання стаціонарного розподілу теплофізичних характеристик 
квазідвовимірного двофазного композиту з випадково розміщеними включеннями методом Монте-Карло. Чисельне рішення 
внутрішньої задачі Діріхле для однорідного стаціонарного рівняння теплопровідності з крайовими умовами першого роду 
методом верхньої послідовної релаксації. Статистична ідентифікація полімодальних розподілів локальних теплових потоків. 
Результати. Виконані чисельні розрахунки і розглянуті сценарії для локальних теплових потоків при зміні параметрів як 
самих включень, так і їх розміщення в матриці. У припущенні логнормального закону розподілу проведено поділ 
полімодального розподілу локальних теплових потоків на три моди. Досліджено вплив параметрів матриці і включень на 

динаміку окремих мод. Шляхом порівняльного аналізу карт теплових потоків і гістограм розподілу їх інтенсивностей 
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визначені області матриці композиту, які відповідають кожній моді.  Наукова новизна. Вперше статистично підтверджені і 
просторово локалізовані області квазідвомірного композиту в яких протікають локальні теплові потоки з розподілом 3-х різних 

типів. Проведено аналіз факторів, що впливають на основні характеристики цих розподілів.  Практична значимість. 
Результати чисельного дослідження розподілу локальних теплових потоків можуть бути використані як для прогнозування 
результатів теплової експлуатації існуючих двофазних композитів, так і для моделювання теплофізичних характеристик нових 
композиційних матеріалів. 

Ключові слова: композиційний матеріал; метод Монте-Карло; локальні теплові потоки; статистичний аналіз; динаміка 
параметрів розподілів 
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Abstract. Purpose. The goal of this work is to test the statistical hypothesis on the polymodal distribution peaks character of the of 
the local heat fluxes intensities in two-phase composite material. Another object is to perform a statistical analysis of the matrix and 
inclusions parameters influence on the characteristics of this distribution.  Methodology. We modeled the steady-state distribution of the 
thermophysical characteristics of a quasi-two-dimensional two-phase composite with randomly placed inclusions by the Monte Carlo 
method. The internal Dirichlet problem for a homogeneous stationary heat equation with first kind boundary conditions was solved 
numerically by the method of the top progressive relaxation. We used the procedure of statistical identification of polymodal 
distributions of local heat fluxes. Results. Numerical calculations were carried out and scenarios for local heat fluxes were considered 
when the parameters of both the inclusions and their placement in the matrix are changed. Assuming the lognormal distribution law we 
separated the polymodal distribution of local heat fluxes into three modes. The influence of the matrix and inclusions parameters on the 
individual modes dynamics was studied. Comparing heat fluxes charts and histograms of the distribution of heat fluxes intensities, we 
defined the areas of the composite matrix which corresponded to each mode.  Originality. The areas of the quasi-two-dimensional 
composite which correspond the local heat fluxes with the distribution of three different types were statistically confirmed and spatially 
localized for the first time. The analysis of the factors which affect the main characteristics of these distributions was carried out. 
Practical value. The results of a numerical study of the local heat fluxes distribution can be used both for predicting the results of 
thermal exploitation of available two-phase composites and for simulating the new composite materials thermophysical characteristics. 

Keywords: composite material; Monte Carlo method; local heat fluxes; statistical analysis; dynamics of distribution  parameters 

Постановка проблемы 

Введение наполнителей в матрицу композита 
позволяет менять его физико-механические и 
теплофизические свойства в широких пределах. Это 
обусловливает применение композиционных 
материалов практически во всех отраслях 
промышленности. Отсутствие трансляционной 
симметрии в расположении наполнителей для 
широкого класса композитов затрудняет 
аналитическое описание их теплофизических свойств 
с одной стороны, и является причиной введения 
усредненных характеристик, таких как эффективная 
теплопроводность, с другой.  

Эффективная теплопроводность может быть 
представлена в качестве тензора второго ранга [12]. 
Компоненты этого тензора зависят от ряда 
параметров, которые входят в математические 
модели теплового взаимодействия включений и 
матрицы в композите. Однако большинство моделей 

[6, 5] учитывают лишь объемное содержание добавок 
в композите и не рассматривают их возможное 
расположение. Это приводит к значительному 
разбросу оценок эффективной теплопроводности 
композита в разных направлениях, особенно при 
наличии удлиненных включений (волокон) и при 
большом различии коэффициентов 
теплопроводности включений и матрицы [1, 3]. 
Значение эффективного коэффициента 
теплопроводности композита может меняться в 
широком диапазоне при различных 
пространственных распределениях наполнителя в 
матрице даже при одной и той же концентрации. 

В связи с этим становится насущной 
необходимость перехода при изучении 
теплофизических свойств композитов от 
усредненных макро-характеристик к микро-
характеристикам, в частности, к локальным 
тепловым потокам, которые связаны с отдельными 
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включениями и областями между ними. При таком 
подходе естественным является статистический 
способ описания и исследования большого 
количества локальных тепловых потоков в 
композиционном материале.  

Анализ последних исследований, выделение 
нерешенных ранее частей общей проблемы.  

Известны численные расчеты детальных 
температурных профилей композитных материалов с 
использованием метода конечных разностей. 
Например, в [8] анализировалось влияние на эти 
профили концентрации включений. Однако при этом 
не изучалось влияние размеров включений и их 
взаимного расположения на результаты расчетов.  

Известны также расчеты эффективной 
теплопроводности композитов с использованием 
метода Монте-Карло, который  позволяет 
моделировать случайное размещение включений в 
материале. Например, в работе [7] таким способом 
определялся размер репрезентативного элемента 
объема композита, в работе [4] – рассчитывалась 
эффективная теплопроводность. Авторами [10] 
проводились статистические исследования 
микроструктуры композитов с включениями, 
границы которых структурированы по типу мозаики 
Вороного. Однако при обсуждении результатов 
исследований авторы данных работ не обсуждают 
микро-характеристик – локальных тепловых потоков.  

Численный анализ распределения температуры и 
тепловых потоков в анизотропных композитных 
материалах был проведен в [9]. В работе получены 
температурные профили и карты тепловых потоков 
для матриц с изотропными включениями 
цилиндрической формы и с анизотропными 
цилиндрическими включениями, расположенными в 
центре матрицы. Отношение теплопроводностей 
включений и матрицы составляло 5:1. Карты 
тепловых потоков представлены в форме векторных 
диаграмм. Показано, что наличие 
теплоизолированных границ матрицы влияет на 
направление и величину интегральных тепловых 
потоков. Также показано, что направление тепловых 
потоков в анизотропном материале не является 
нормальным к изотермам. Однако небольшое число 
узлов расчетной сетки не позволило провести 
детальный статистический анализ для практически 
важного случая композитов с большой 
концентрацией включений. Кроме того, не 
исследовалось влияние взаимного расположения и 
размеров включений на векторные диаграммы 
локальных тепловых потоков. 

Нами в работе [11] проводился статистический 
анализ эффективной теплопроводности двухфазного 
композита с использованием метода Монте-Карло. 
Было показано, что случайное размещение 
включений в матрице приводит к разбросу величины 
прошедшего теплового потока и, следовательно, к 
разбросу эффективной теплопроводности в разных 
реализациях случайных размещений. Были описаны 

зависимости характеристик статистического 
распределения эффективной теплопроводности – 
среднего значения, коэффициента вариации, 
показателей асимметрии и эксцесса – от 
концентрации теплоизолирующих включений и 
минимальной дистанции между ними.  

Также нами в [2] рассчитывались локальные 
тепловые потоки в двухфазном материале. Было 
обнаружено, что статистическое распределение 
величины локальных тепловых потоков в 
моделируемом материале имеет вид трех 
перекрывающихся пиков. Было высказано 
предположение, что эти три пика отражают наличие 
трех характерных областей в двухфазном материале: 
одна из этих областей соотнесена нами с 
теплоизолирующими включениями, а две другие – с 
теплопроводящей матрицей в предположении, что 
сама матрица может быть разделена на область 
индуцированных теплопроводящих каналов и 
область «темной матрицы». В последней в результате 
экранирования теплоизолирующими включениями 
локальные тепловые потоки имеют низкие плотности 
в сравнении с теплопроводящими каналами. Однако 
высказанные предположения основываются на 
расчетах относительно небольшого числа 
конкретных реализаций случайного размещения 
включений в моделируемом материале. Для 
выявления статистических закономерностей в 
распределении локальных тепловых потоков 
требуется изучение представительной выборки 
реализаций случайного размещения включений. 

Цель работы  

Проверить справедливость высказанных ранее 
предположений о природе пиков полимодального 
распределения величин локальных тепловых потоков 
в двухфазном материале и определить влияние 
параметров материала на статистические 
характеристики указанного распределения. 

Изложение основного материала исследований.  

В данной работе нами рассматривался случай 
отсутствия источников тепловыделения в композите. 
Для каждой области композита Ω, которая имела 
температуру TΩ и теплопроводность λΩ ставилась 
внутренняя задача Дирихле для однородного 
стационарного уравнения теплопроводности:  

,0











 


 




T
         (1) 

где κ – индекс перебора координатных осей X и Y. 
Численное решение уравнения (1) мы находили с 
помощью метода верхней последовательной 
релаксации на равномерной ортогональной 
расчетной сетке c междуузельными расстояниями, 
равными h. Размер счетной области вдоль 
координаты Z принимался равным размеру одного 
шага сетки h, и перетоки тепла вдоль этой 
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координаты отсутствовали. Таким образом, наша 
модель являлась квазидвумерной. 

Матрица двухфазного композиционного 
материала моделировалась квадратной областью со 
стороной Lp – ниже мы будем эту область называть 
шаблоном. В шаблоне случайным образом 
располагались Nf включений квадратной формы со 
стороной Lf . Концентрация включений с 
определялась как отношение всей площади, занятой 

включениями, к общей площади шаблона 2
p

2
ff

L
LNc  , 

(c  [0,050,5]). Моделировался класс композитов с 
потенциальной анизотропией [6]: δ = λf /λm<< 1, где λf, 
λm  теплопроводности включений и матрицы, 
соответственно. Нами в расчетах задавалось значение 
потенциальной анизотропии, характерное для 
песочно-цементного камня с включениями 
пенополистирола: δ = 0,048 (соотношение 
теплопроводностей включения и матрицы 1:20,7).  

Разработанная для поставленной задачи 
программа позволяла с помощью генератора 
случайных чисел моделировать и сохранять 
различные реализации случайного размещения 
включений, которые мы в дальнейшем будем 
называть испытаниями. При этом в программе можно 
было задавать различный размер включений Lf , их 
концентрацию с и минимальную дистанцию dmin, на 
которую включения могли приближаться друг к 
другу в каждой серии испытаний. Величины Lp, Lf и 
dmin выражались целым числом шагов сетки h, в 
частности Lp = a∙h (a принимало значение 128 или 
160), Lf = f∙h (f = 4…8) и dmin = b∙h (b = 0…f). 
Целочисленные безразмерные величины a, f и b ниже 
мы будем называть относительными размерами 
шаблона, включения и минимальной дистанции 
соответственно. 

С целью минимизации расчетных погрешностей, 
связанных с теплопереносом на границах, счетная 
область моделируемого композита составлялась из 3 
идентичных шаблонов: центрального 
(представительского) и двух прилегающих. Центры 
этих шаблонов располагались вдоль вертикальной 
оси (оси Y). По периметру (в плоскости XY) счетная 
область дополнялась пограничным слоем размером в 
один шаг сетки; теплопроводность пограничного 
слоя принималась равной теплопроводности 
матрицы; включения в пограничном слое не 
размещались. Таким образом, размер счетной 
области вдоль оси X составлял LX = Lp + 2h = (a + 2)h, 
а вдоль оси Y размер составлял 
LY = 3Lp + 2h = (3a + 2)h, а соответствующие индексы 
нумерации узлов счетной области принимали 
значения j  [1; a + 2] и i  [1; 3a + 2]  

На расчетную область накладывались краевые 
условия первого рода. Для левого (j = 1) и правого 
(j = a + 2) пограничных слоев задавались постоянные 
температуры:  

R2

L1

)(
)(

TiT
TiT

aj

j







            (2) 

При этом TL > TR. Таким образом, градиент 
температуры прикладывался вдоль оси X. Для 
верхнего (i = 1) и нижнего (i = 3a + 2) пограничных 
слоев задавалось линейное изменение температуры 
вдоль координаты X: 
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В силу трансляционной симметрии заполнения 
области шаблонами тепловые перетоки между 
«строками» i = a и i = a + 1 в точности равны 
тепловым перетокам между «строками» i = 2a + 1 и 
i = 2a + 2. Поэтому после решения уравнения (1) для 
всей счетной области анализ локальных тепловых 
потоков проводился только для представительского 
(центрального) шаблона: i  [a + 1; 2a + 2]. При этом 
под локальным тепловым потоком (ЛТП) мы 
понимаем тепловой поток через область единичного 
относительного размера, представляющую собой 
окрестность узла счетной сетки величиной ±h/2  по 
координатам X и Y. Все ЛТП в данной работе 
представлены в условных единицах, т.к. для 
представления их в системных единицах необходимо 
задаться определенной величиной h. 

Более подробное описание методики расчета 
можно найти в [11]. 

Анализ ЛТП в больших сериях испытаний 
показал, что обнаруженные в [2] три пика 
распределения статистически достоверно 
проявляются при различных параметрах размещения 
включений в моделируемом материале. На рис. 1 
показано распределение ЛТП в шаблоне 
относительного размера a = 160 с Nf = 480 случайно 
расположенными включениями относительного 
размера f = 4 (с = 0,30) при относительной 
минимальной дистанции b = 1, полученное в серии из 
400 испытаний (серия №1).  

 
Рис.1. Полимодальное распределение ЛТП в серии 

испытаний №1: стрелками показаны пики распределения 
с их обозначениями/ Polymodal distribution of LHF in the 

series of tests No. 1: arrows show distribution peaks with 
their notation 
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По мере роста размеров включений темная 
матрица увеличивает свою долю, в т.ч. и за счет 
включения в нее фронтальных областей – см., 
например, рис.6, на котором показана аналогичная 
карта для испытания с параметрами a = 160 с Nf = 117 
при f = 8 (с = 0,29) и b = 1 (серия №4). Изучая рис. 6 
нужно учитывать, что области темной матрицы 
маркированы красным гарантированно, а области, 
маркированные зеленым цветом, ввиду сильного 
перекрытия правых крыльев пиков «Т» и «К» могут 
принадлежать как индуцированным 
теплопроводящим каналам, так и темной матрице. 

Как отмечалось выше, параметры распределений 
пиков «Т» и «К» зависят не только от концентрации 
включений с, но и от параметров их размещения f и 
b. Зависимости параметров распределения данных
пиков от относительного размера включения при 
b = 1 и с ≈ 0,29 показаны на рис. 7 – 9. Каждая точка 
графиков получена по сериям из 400 испытаний.  

Рис. 7. Зависимость амплитуд пиков распределения 
ЛТП от размера включения / The dependence of peaks 

amplitudes of the LHF distribution on the size of the 
inclusion  

Рис. 8. Зависимость положения моды пиков 
распределения ЛТП от размера включения / The 

dependence of peaks mode position of the LHF 
distribution on the size of the inclusion 

Малое значение относительной минимальной 
дистанции b при данной концентрации с ≈ 0,29 
приводит к тому, что при увеличении относительного 
размера включения f часть каналов матрицы с 
интенсивными ЛТП перекрываются, и, 
соответственно, имеет место ΔAK /Δf = vAK < 0 – 
амплитуда пика «К» падает с ростом f (см. рис. 7).  

С другой стороны, рост f приводит к увеличению 
доли «темных областей» как от отдельных 
включений, так и от практически кластерных 
структур (в силу малого значения относительной 
минимальной дистанции: b = 1). В эти области могут 
попадать ЛТП с большей интенсивностью. 
Следовательно, происходит как уширение пика «Т» 
(см. ΔσT /Δf = vσT > 0 на рис. 9), так и смещение моды 
MoT в сторону более интенсивных ЛТП (см. 
ΔMoT /Δf = vMoT > 0 на рис. 8). Перераспределение 
числа ЛТП для «темных» областей приводит к 
уменьшению числа ЛТП, соответствующих моде, т.е. 
приводит к уменьшению амплитуды AT (см. 
ΔAT /Δf = vAT < 0  на рис. 7). 

Рис. 9. Зависимость параметра ширины пиков 
распределения ЛТП от размера включения / The 

dependence of peaks widths of the LHF distribution on 
the size of the inclusion  

На рис. 10 показаны зависимости мощности пиков 
от f, при этом под мощностью пика мы понимаем 
долю тех областей матрицы, ЛТП в которых 
формируют данный пик. 

Рост мощности пика «Т» и падение мощности 
пика «К» по мере роста f должны проявляться 
уменьшением эффективной теплопроводности 
композиционного материала, т.к. уменьшение числа 
индуцированных теплопроводящих каналов 
эквивалентно уменьшению эффективной площади 
сечения теплопроводника. Однако, рис. 8 и 9 
показывают конкурирующие тенденции – смещение 
вправо моды пика «Т» и вытягивание его правого 
крыла. Эти тенденции в какой-то мере должны 
компенсировать изменение мощностей 
рассматриваемых пиков. Таким образом, можно 
ожидать нелинейной зависимости эффективной 
теплопроводности от размера включений при 
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определенной комбинации других параметров 
размещения. 

 

Рис. 10. Зависимость мощности пиков распределения 
ЛТП от размера включения / The dependence of peaks 
power of the LHF distribution on the size of the inclusion 

 

Выводы:  

1. Распределение ЛТП в двухфазном 
композиционном материале имеет три выраженных 
пика. Установлено, что один из них (пик «В») связан 
с узлами, занятыми теплоизолирующими 
включениями. Другой (пик «Т») связан областями 
«темной матрицы», которые огибаются тепловыми 

потоками вследствие наличия вблизи 
теплоизолирующих включений. Третий (пик «К») 
связан с областями матрицы, в которых окружающие 
их теплоизолирующие включения практически не 
препятствуют прохождению тепловых потоков в 
направлении приложенного градиента температуры, 
т.е. в которых формируются индуцированные 
теплопроводящие каналы. 

2. Изменением параметров размещения 
включений можно регулировать долю «темной 
матрицы» в композите. Т. к. вклад областей темной 
матрицы в общий теплоперенос ниже вклада 
индуцированных теплопроводящих каналов, то рост 
объема темной матрицы будет проявляться 
уменьшением эффективной теплопроводности 
материала. С другой стороны, тенденция расширения 
и смещения вправо пика распределения ЛТП темной 
матрицы при увеличении ее доли в композите 
позволяет ожидать нелинейную зависимость 
эффективной теплопроводности материала от доли 
«темной матрицы».  

3. Расчет карт локальных тепловых потоков 
полезно использовать в комплексе с исследованием 
распределения термонапряжений и развития 
деструкционных процессов в композиционных 
материалах. Управление параметрами размещения 
включений может оказывать влияние не только на 
теплоизолирующие свойства материала, но и на его 
прочность и долговечность.  
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